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Ueber  die  ausgezeichneten  Kreise  des  Dreiecks. 

Herrn  Karl  KUek^r, 

Direktor  der  Geverlieechiile  in  Steltin. 


1. 

Der  Pankt  k  (Taf.  I.  Fig.  1.)  sei  der  Höhenschnift  des  Dreiecks 
ABC,  M  der  Mittelpunkt  des  umgeschnebenen  Kreises  und  in 
der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  durch  die  Mitten  der  üreiecks- 
seiten  geht.  Die  Punkte  A' ,  B\  C  seien  die  Mittelpunkte  der 
Kreise«  dereo  jeder  durch  k  uud  zwei  Ecken  des  Dreiecks  AßC 
gebt 

Da  die  Pankte  v>»  k,  u  harmonteche  Paukte  sind,  eo  aind 
die  SeUeo  und  HSbeii  tlea  Dreiecks  ABC  die  USIftungsliDien  der 
Winkel  des  Dreiecks  aßy  und  die  Packte  k,  C,  B,  A  die 
Mittelpankte  der  Berahrungskreise  des  Dreiecks  aßy. 

Die  Gerade  Aß  ist  Chordale  (Pofenzlinie)  des  Kreises  üf 
und  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises;  die 
Gerade  aß  ist  Chordale  des  letztj^enannten  Kreises  und  des  Mit- 
^enkreiaes  7»  ,  fnl^lu  h  ist  der  Dnrchschnittspunkt  r  der  Geraden 
AB  und  aß  ein  Punkt  der  Chordale  der  Kreise  M  und  m;  eben 
so  fniflet  man,  dass  die  Punkte  y  und  r,  in  uelchen  AC  und  ay^ 

und  ßy  sich  schiicidcii,  Punkte  der  Chordale  der  Kreise  M 
und  m  sind.    Aehnlich  ergicbt  sich,  dass  die  Geraden  der 
yw7/7  und  zuv  be/iehlich  die  Cbordaleo  der  Kreise  C  und  m,  B* 
uod  Tit^  A'  und  m  sind«  d.  b.: 


-   i-j  vj^.vv'^le 


2      /(tick er:  Veber  die  ausge%eiehnet€n  Streite  dea  Dreiecke, 

Die  Geraden»  welehedie  Auesenwlnkel  eine» 
Dreiecks  oder  je  svrel  Inneowinkel  und  eieeu 
Aueeenirinkel  hftlftea»  treffen  die  Dreiecke* 
selten  In  drei  Pnnkten,  «reiche  In  einer  Gere- 
den liegen,  und  diese  Gerede  ist  Chordale  des 
am  das  Dreieck  geschriebenen  Kreises  nnd 
des  Kre  Ises»  der  sich  am  das  durch  diese  Hftlf» 
tnngsllnlen  gebildete  Dreieck  schreiben  läset 

Denkt  man  uiu  den  Kreis  M  das  Dreieck,  welches  von  M 
In  den  Puiikteu  A,  B  und  C  berührt  ^vi^(l.  bpschreibt  über  den- 
jenigen Abschnitten  seiner  Seiten,  die  von  einem  ßerübrungs- 
punkte  und  der  demselben  gegenüberliegenden  Seite  des  Drei- 
ecks ABC  begrenzt  sind,  als  Durchmesser  Kreise^  so  werden 
dieselben  von  dem  Kreise  M  rechtwinklig  geschnitten,  und  wegen 
Gleichheit  der  Winkel  mak  und  MAk  werden  sie  auch  von  dem 
Mittenkreise  m  rechlwinklig  geschnitten,  mithin  ist  ihre  Centrale 
Chordale  der  Kreise  M  und  m  und  Rillt  mit  der  Geraden  xyz 
zusammen.  Das  FritsprethenHe  gilt  natürlich  auch  von  den  tJ«- 
raden  xvw,  yuw  uud  zvw.  Der  Kreis,  welcher  sich  um  das  Drei- 
eck legen  lässt,  dessen  Seiten  M  in  den  Punkten  A,  B,  C  be- 
rühren» hat  mit  M  und  m  die  Gerade  ieyz  zur  Chordale,  folglich 
liegt  sein  Mittelpunkt  mit  M  und  m  in  einer  Geraden. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  mak  und  MAk  folgt  feroer 
unmittelbar,  dass  der  Kreis  m  die  drei  Kreise  berührt,  welche  zu 
Durchmessern  diejenigen  Strecken  der  Geraden  JUA,  MB,  MC 
haben,  welche  von  einer  Ecke  und  der  ihr  gegenüberliegenden 
Seite  begrenzt  sind.  Der  Kreis  m  wird  in  den  Punkten  a,  ß,  y 
von  diesen  Kreisen  umschlossen  berührt.  Zeichnet  man  für  die 
Dreiecke  kBC,  kAC  und  kAB  die  entsprechenden  Kreise,  so 
werden  auch  diese  von  dem  Kreise  m  in  den  Punkten  o,  /?,  y  von 
Aussen  berührt  Eben  so  werden  die  entsprechenden  Kreise  der 
Dreiecke  A'BC,  MB'C,  MCA'  und  MA  B  von  dem  Kreise 
m  von  Aussen,  jedoch  in  den  zweiten  Endpunkten  der  durch  «, 
ß*  y  gehenden  Durchmesser  des  Mittenkreises  berührt.  Denkt 
man  von  dem  Punkte  et  die  Lothe  auf  AB,  AC,  Bß  und  Cy  ge- 
füllt, 80  werden  die  Strecken  der^elhen.  welche  von  dem  Punkte 
a  und  der  Geraden  ßy  begrenzt  werden,  Ije/iehlich  durch  AB, 
AC,  Bß  und  Cy  gehälftet,  mithin  iiegeo  die  Fusspunkte  dieser 
Lothe  in  einer  Geraden,  d.  h.: 

Lothet  man  von  einer  Dreiecksecke  auf  die 
HSlftongslinlen  der  Winkel,  deren  Scheitel 
die.  beiden  anderen  Eeken  sind»  so  liegen  die 
Fnsspnnkte  dieser  Lethe  mit  den  Mitten  der 
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▼OD  dieser  Ecke  aasgeheodan  Dreieckas^itea 
«  eioer  Geraden. 

• 

Diese  Gerade  gebt  dimsh  die  BUtlen  tv'  mid  der  Streefcen 
«w  ud  az,  and  weil  «  and  t  die  Aehnllohl^eitspankte  der  Be- 
rtthnagslcreiae  B  and  Q  aad  a  apd  to  die  Aebnllcbkeltapankte 
der  Berilbrangakreise  A  aad  k  sladf  ao  aiad  die  am  3^  aad  a/ 
adt  dea  Streckea  and  lo'a  geadiriebeBea  Kreise  die  laogoaat- 
kreiBe  der  Kreise  B  and  aad  J  aad  k.  Die  Paakte  W  and  siad 
ngleieh  die  Aehtdicbkeitspaalcte  der  Kreise,  derea  Dareiimesser 
die  Seiten  aß  and  ay  siad«  mitbin  «lad  die  Kreise  um  z'  and  «0' 
sugleicb  iMsieblicb  der  äussere  und  innere  Potenzkreis  jener  Qber 
und  tty  geschriebenen  Kreise.  Aehnlicbes  gilt  Ton  denPaaktea 
/  aad  e'»  and  9^  and       Uaa  liefert  de»  Sats: 

Die  secbs  Isogoai^lkrelse  dor  vier  die  Selten 
elaes  Dreiecks  berflbreaden  Kreise  siad  die 
Peteaskreiseder  drei  über  den  Dreieeksselten 
als  Darebmesseir  gescbriebenea  Kreise»  and 
«war  siad  die  Isogenalkrela^  je  swaler  Aassen- 
kreise die  ftasserea»  and  die  Isogoaalkrelse  des 
Innenkreises  and  je  elaes  Aassealrreises  die 
laaeren  Potenakreise» 

Dass  die  Punkte  x'^  f/,  2'  in  einer  Geraden  liegen,  folgt  un- 
mittelbar daraus^  dass  die  Punkte  y,  z  in  einer  Geraden  lie- 
gen. Die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  der  von  a  und  y  auf 
BA  und  gefällten  Lothe  ist  gleichlaufend  AC  und  geht  durch 
diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Kreis  B  die  Seiten  ßy  und  ßa 
berührt;  daraus  folgt: 

Die  Verbindungslinien  der  Punkte,  in  welchen  jeder  ße- 
rührungskreis  dieselben  beiden  Dreiecksseiten  berührt,  bilden  ein 
Rechteck,  dessen  Diagonalen  diesen  beiden  Dreiecksseiten  gleich- 
laufend sind,  und  das  in  dem  über  der  dritten  Seite  als  Durch- 
messer geschriebenen  Kreise  liegt.  Die  Ecken  dieses  Rechtecks 
sind  die  Fusspunkte  der  Lothe,  welche  von  den  Endpunkten  der 
dritten  Dreiecksseite  auf  die  Hälftungslinien  der  Winkel  gefüllt 
m4,  deren  Scheitel  diese  Endpunkte  sind. 

Die  Halbmesser  der  Kreise  k,  C,  B,  A  seien  der  Reibe 
■ach  r,  d,  d\  ö",  d'";  die  Strecken  nnd  kB  mdgen  dieLüngen 
%p  und  ig  haben;  2c,  26,  2a  seien  die  Liagen  der  Selten  AB, 
AC,  SC.  Die  Pnnkte  a%  m,  a  Hegen  als  Mittelpnnbin  dreier 
Krelae»  welebe  die  gemeiascbaftlicbe  Sebne  ßy  beben»  In  einer 


4      Auch  er:  Leder  die  ausgezeichneten  Kreise  des  Dreiecks, 

auf  f)/  iothrecbten  Geraden,  daher  stehen  auch  AM  und  A  k  senk- 
recht auf  §yt  woraus  sogleich  folgt: 


oder: 

also: 


1) 


Am-  —  T'^-{-M\     uod  eotsprecheiid : 
Aus  ir6'^b.Aß  uod  2rd"'=5  6.C/?  folgt  dann: 

« 

Ffir  da«  stampf  winklige  Dreieck  kAB  bat  man: 

4rd'  =  Au.Ak'f 

oder: 

2r3'  =  p.-4«; 

daher: 


3} 


M   asc*— p*  — 
a=:|j»-|.p2— ^a, 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  machen  die  Halbmesser  der  Be- 
ruhrungskreise  von  den  Seiten  derjenis^en  Dreiecke  abhängig, 
deren  Ecken  die  Mittelpunkte  der  lierüliniitg^ikreise  äiud,  und 
zwar  gelten  die  Gleichungen  2)  für  ein  spitzwinkliges,  die  Glei- 
chungen 3)  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck. 

Nennt  man  u  den  halben  Umfang  des  Mitteodreiecks  abe» 
die  Hatbmesaer  seiner  Berfihrangakreise  q,  e'»  ^''t  dann  iat 
bekaoatUcb: 
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ii*  =  (^'  -^)(^"+^'^), 

«'  =  (<r-P)(<p'+^"); 


4) 


-  (tc-a)«-^(2r-rf')"» 

=V(u— c)»— (2r  — p^O*. 

Bezeichnet  man  den  halben  ürafanEf  des  Dreiecks  a'b'k  mit 
i,  Hie  Ualbmefiser  seiner  üerübruDgskreise  mit  t,  tf»  t'^  t^, 
dann 

d.  h«: 

=  (2r— D«— 

Bedeotet  «  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einem  Drei- 
ecke umgeschriebenen  Kreises  tod  dem  MIhelpunkte  des  Mitten- 
kidses,  so  ist  nach  Gleichung  1)  fiir  ein  spitzwinkliges  Dreieck 
=       Si'd,  tind  filr  ein  stumpfwinkliges  e*  =  r*'f-2ra^;  daher 
ist  mit  Rlleksicht  auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  fdr  jedes-Dreieck : 

e«  =  r*  +  2  (2r  -  p)«— 21*«, 
g  .  =r»+^(2r-^')«-2(ii-a)« 

Ä  r«  +  2(2r  -  Q^'T—^iu  -  c)«. 
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Aus  den  GleicbuDgen  5)  und  4)  folgt: 
bei  jedem  etampfwinkligee  Dreiecke  Ist  stete: 

2r-ht>«;  2r— I»;  2r— <">«— 9;     — 2r>*— c; 
bei  Jedem  spItzwinUlgee  Breleeke  Ist  stets: 

i»>2r-f  ^;  «— a>2r— «— 6>2r— 
und,  wenn  e  die  grOsste  Seite  des  Dreiecks  istt 

7)  ±(«-c»är-^. 

Bei  jedem  spitzwinkligen  Dreiecke  ist  der 
'  Umfang  «tets  grösser  als  dieSumme  der  Halb- 
messer  der  BerQhrungskreise ; 

oder:  hei  jpflem  '^pitzwinkiigen  Dreiecke  ist  die  Summe  der  Tar- 
geoten  der  ha!l)er)  Dreiecksvvfnkel  stetw  kleiner  als  5.  Dagegen 
ist  bei  jedem  Dreiecke,  gleichviel  ob  spiU-  oder  stampfwioklig, 

2(ii-a)<4r-.<>'. 

Diese  Ungleichheit  eigiebt  sich  ans  der  bekannten  Gleichung: 

ans  derselben  folgt: 

d(«-a)* = fe"  +  q'")*  ~  (e";-  n*     (q" + i 

daher: 

vm  so  mehr; 

4(ti-a)«<(ß'^  +  e'^-<?)»; 

das  Ist: 

8)  2<ii— a)<4r— 

Das  doppelte  Zeichen  vor  der  Ungleichheit  7)  ist  nSthig,  da 

> 

bei  einem  spltawinkllgen  Dreiecke  2r  s  9"  sein  kann;  bei 

< 

dem  Dreiecke  z.  B.,  dessen  Seiten  12,  d-f  V6  and  nind, 
ist  2r  SS     s:  5 Vfi. 

Soll  2r  =  Q"'  sein,  so  folgt  q  +  q'^  ^    +  g",  oder: 
oder: 


I 
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^'  e   ~  (»-a)(tj-6)' 

Setst  man  Jeiai  a-^bz&xe  and  a  —  6  =  yc,  so  erhStt  inaD: 

und:  ^ 

die  iSeiteo  des  geforderten  Dreieck«  sind  daher: 

vrfihrend  jeden  Werth  zwischen  den  Grenzen  1  und  i(V5-|-l) 
annehmen  kann.  Sind  die  Winkel  dieses  Dreiecks  X,  yi,  v  und 
fi^t  l  der  Seite  e  gegenüber,  so  geht  die  Gteiehaag  9)  io  fet- 
gende  übers 

X  ==  -~-  ==  cotangii*. 

AuJ=  (lerseibeii  ist  ersiclitiich,  dass  der  VViokel  A  seinen  kleia- 
«teii  Werth  erhält,  wenn  x  seinen  grüßsfen  Werth  KVo-f-l)  an« 
nimmt.   In  diesem  Falle  ist  das  {geforderte  Dreieck  gleichschenk- 

der  W  inkei  l  wird  durch  die  Gleichung  erhalten  cosi  s  V5— 2; 
man  tindet: 

i  =5  76«  20' 43,37". 

Bei  jeden  Dreiecke,  dessen  grOsster  Winkel  kleiner  als  die« 
ser  Werth  ven  X  Ist,  ist  der  Dorchmesser  des  nrngesehriebeneD 
Kreises  stete  grösser  als  der  Halbmesser  des  grdssten  BerQfarnngs* 
kreises;  ebso  se  bei  jedem  nngleiebseltigen  Dreiecke»  in  welchem 
der  grosste  Winkel  gleich  diesem  Werths  ven  1  ist.  Das  gleleb- 
scbenklige  Dreieck  bat  die  Diagenale  des  regelmSssigen  Ffinf- 
ecks  als  eine  der  gleichen  Seiten  und  den  Dorehmesser  des  um- 
geschriebenen  Kreises  als  ungleiche  Seite. 

Für  alle  Dreiecke,  bei  welchen  2r  =  i^'^  ist,  besteben  die 
Gltichangen :  ^ 

oosf»  -f  cos  y — cosl  =  2sin  |Jkce8(fico8)v  =  1, 
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Die  letzte  Glelcbung  bietet  das  Mittel,  ein  solches  Dreieck 
leicht  zu  zeichnen,  wenn  der  grösste  Winkel  A  vorgelegt  ist.  Man 
errichtet  in  einem  beliebigen  Punkte  des  einen  Schenkels  das  Loth 

zu  ihm;  der  Punkt,  in  welchem  dasselbe  die  Uälflungslinie  des 
Winkels  trifft,  kann  als  der  Mittelpunkt  des  in  das  geforderte 
Dreieck  geschriebenen  Kreises  betrachtet  werden.  Der  Abschnitt 
des  Lothes,  welcher  von  diesem  Mittelpunkte  und  dem  anderen 
Schenkel  begrenzt  wird,  ist  der  Durchmesser  de«  umc^eschriebe- 
nen  Kreises.  Errichtet  man  in  dem  Punkte,  in  weichem  »las  Loth 
den  zweiten  Schenkel  schneidet,  das  Loth  xu  letzterem,  so  trifft 
dasselbe  die  Hälftunjjslinie  in  dein  Mittelpunkte  des  Kreises  q"'. 
Jede  der  inneren  gonieinschaftiitlicn  Tani^enten  der  Kreise  p  und 
q'"  bildet  mit  den  ächenkelo  des  vorgelegten  Winkels  das  ver- 
langte Dreieck. 

iot  l  ein  bestimmter  Winket  «wischen  den  Grenzen  76*>20' 
43,37^  und  90^,  so  ist  bei  einem  Dreiecke,  dessen  grlSsster  Winke! 

A  ist,  2r^^'"«  je  nachdem  der  Unterschied  der  beiden  anderen 

Winkel  fi  und  v  grosser  oder  kleioer  als  der  Untersciiled  der  bei« 
den  Winkel  ist,  welche  in  dem  durch  die  angegebene  Konstrok- 
ilon  erhaltenen  Dreiecke  vorkommen;  oder: 


je  nachdem: 


oder: 


ist. 

••! 

Es  seien  (Taf.  I.  Fig.  2)  e,  d,  d'  d"  die  Mittelpnnkle  der  Be- 
run!?skreise  des  Dreiecks  ABC;  aOc  sei  das  Mittteiulreieck,  die 
Mittelpunkte  seiner  ßerühruiitrskreiae  «,  ß,  y,  6;  und  (i,  p',  p",  g'" 
seien  die  Limiten  ihrer  Halbmesser;  der  Umfang  des  Mitteu- 
dreiecks  sei  m,  und  seine  Seiten  bc,  dc  und  ab  mögen  die  Längen 
a,  b  und  c  haben. 

Verbindet  man  A  mit  den  Endpunkten  des  auf  BC  senk* 
recht  stehenden  Durchmessers  des  Kreises  e,  so  gehen  diese 
Verbindungslinien,  weil     Süsserer  Aehnlicbkeitspunlct  der  Kreise 


cos  i  (f*  —  y)  ^  cesi  A .  cotang  A  ;| 


c  > 


cotang  |A^ 


Digitized  by  Google 


güeker:  Mer  die  amgesteieknetetPiCrHse  det  Dreieeki.  9 

€  and  d  ist,  doTcb  die  Endpunkte  des  zu  1?C  senkrecbfen  Durch* 
meseers  des  Kreises  d,  {iebt  man  durch .a«  die  Mitte  der  Strecke 
fgj  die  Gleichlaufende  mit  fA^  so  geht  dieselbe  durch  e.  Ebenso 
sind  he  und  ce  beziehlich  mit  den  <ileraden  gleichlaufend,  welche 
JB  und  C  mit  den  Berührungspunkten  i  und  m  verbinden.  Weil 
nun  die  dureh  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  gehen- 
den Geraden  ae,  be  und  ce  sich  in  e  schneiden,  so  treffen  sich 
auch  die  mit  ihnen  gleichlaufenden  Geraden  fA»  iB  und  mC  in 
einem  Punkte  U  der  mit  e  und  dem  Schnitte  s  der  Mittellinien  in 
einer  Geraden  liegt,  und  letzterer  theiit  die  Strecke  te  nach  dem 
Verfa&ltnlaae  ls2. 

Dieser  Satz  ist  uach  Reuscbie's  Augabe  zuerat  von iNagel 
raitgetheilt  worden. 

Da  die  Gerade  dan  mit  Ag  gleichlaufend  ist,  so  ist  n  der 
Pnokt»  in  welchem  der  innere  Beruhrungskreis  a  des  Mittendrei* 
ecks  die  Seite  bc  berührt,  und  weil  $  auch  der  Schnitt  der  Mit» 
telUnien  des  Dreiecks  Afg  ist,  so  geht  ng  durch  <,  der  Punkt  a 
liegt  auf  der  Geraden  es  und  die  vier  Punkte  e,  s,  a,  t  sind  har- 
monische Punkte,  welche  die  Proportion  2:1  =  6:3 erfüllen.  Dar- 
aus folgt,  dass  tn^nv  und  Av  =  ft  ist,  das.s  t  der  Mittelpunkt 
des  inneren  Berühruni>;skrei8es  desjenigen  Dreiecks  ist,  für  wel- 
ches ABC  Mittendreieck  ist,  und  dass  ng  die  durch  A  mit  BC 
gleichlaufend  gesogene  Gerade  in  dem  Punkte  trifft,  in  welchem 
letztere  von  dem  Kreise  t  berührt  wird  und  wetclier  mit  n,  s,  g 
harmonische  Pankte  bildet,  die  auch  die  Proportion  2:1  s:6:3 
erffiUen. 

Weil  B  innerer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  d  und  d'  ist, 
so  iieht  Bw  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreises  d"  mit  AC 
und  ist  gleichlaufend  mit  db;  eben  so  ist  IC  gleichlaufend  mit 
cd  und  geht  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreises  d'  mit  AB. 
Die  drei  Geraden  Ag,  Bw,  Cl  schneiden  sich  daher  In  einem 
Punkte  t',  der  mit  d  und  s  in  einer  Geraden  liegt,  und  die  Strecke 
fd  wird  Ton  s  nach  dem  Verbftitnisse  1:2  getheilt  Auf  der  Ge- 
raden ds  liegt  auch  .  der  Mittelpunkt  ß  des  Berührungskrerses, 
welcher  die  Seite  bc  von  anasen  berührt;  die  vier  Punkte  f,  s, 
ß,  d  eind  harmoniacbe  Punkte»  welche  gleiebfalla  die  Proportion 
2:1^6:3  erfüllen,  and  der  Punkt  f  ist  Mitteiponkt  eine«  der 
Soaseren  Berfibroogekreise  desjenigen  Dreiecks,  ßlr  welches  ABC 
Mittendreieck  ist.  Eben  so  erhält  man  noch  zwei  Pankte  f  and 

welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  anderen  Sasaeren  Be> 
rObrungskreise  sind  und  welche  besiebtlcb  mit  den  Punkten  d', 
«,  f  and  d!',  t,  d  harmonische  Punkte  mit  dem  GrundverbfUtnlese 
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1:2  bilden.  Jeder  der  Punkte  V,  t\  f  ist  also  der  Utfheii- 
Mfanitt  4es  durch  die  drei  anderen  beetj^mteo  Dreiecke. 

Kruägt  «lan,  dass  die  durch  /*  und  g  mit  Ag  und  ^/"gleich- 
laufend gezogenen  Geraden  durch  eine  Ecke  des  Dreiecks  gehen, 
lür  welches  ABC  Mittendreieck  ist,  so  bat  man  folgende  Sttze: 

Zieht  man  durch  die  Punkte,  in  welchen  die  äusseren 
Beruhrungskreise  die  wirklichen  Dreiecksseiten  berühren. 
Gleichlaufende  mit  den  Verbindungelinien  der  Ecken 
und  der  Berührungspunkte  des  inneren  BerQbrungskrei- 
ses,  eo  Bchneiden  sich  diese  Gleichlaufenden  in  einem 
Punkte;  dieser  Punkt  liegt  mit  dem  Schnitte  der  Ver- 
bindungslinien und  dem  Schnitte  der  Mittellinien  in  einer 
Geraden,  und  letzterer  theilt  die  von  den  beiden  anderen 
Punkten  begrenzte  Strecke  nach  dem  Verhälknisee  1:2. 

Zieht  man  durch  die  Berfibrungspunkte  des  inneren 
ßerObrnngskreieee  Glelehlanrende  mit  den  Verliindungs- 
Unten  der  Ecken  und  der  Punkte,  in  weichen  die  Süsse- 
ren Berflbrungskreise  die  wirklichen  üreieckeeeiten  he- 
rCIhren,  ae  schneiden  eich  diese  Gleichlaufenden  In  einem 
Punkte;  dieser  Punkt  liegt  mit  dem  Schnitte  der  Ver* 
hindungslinien  und  dem  Schnitte  der  Mitteliinien  in  einer 
Geraden»  und  letzterer  theilt  die  yon  den  beiden  anderen 
begrenzte  Strecke  nach  dem  VerhSitnisse  1:2. 

T)^»  Entsprechende  gilt  oatiurlicb  von  jeder  anderen  Gruppe 
der  Berübrungskreise. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  mt/  treffen  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  in  drei  Punkten,  welche  in  einer  Geraden  liegen.  In  den- 
selben drei  Punkten  werden  die  Selten  des  Dreiecks  ABC  auch 
Ten  den  äusseren  BerOhrungssehnen  der  Kreise  d\  d",  d  ge- 
schnitten. 

Die  Geraden  Af,  Bt,  Ct  cjehen  durch  die  Punkte^  in  welchen 
8ich  die  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  BeräbruD'jfsyHinkten 
der  Kreise  d/ ,  d"  schneiden;  die  Verbindungslinien  dieser 
Punkte  treffen  die  leiten  des  Dreiecks  ABC  ebenfalls  in  drei 
Piiiikten,  welche  in  einer  Geraden  liegen.  Durch  dieselben  drei 
Punkte  gehen  auch  die  Verbindungslinien  der  Punkte  t',  t',  f; 
jene  Punkte  .sind  daher  nach  §.1.  die  drei  äusseren  Aehnirch- 
keitspunkte  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken  des»  Ürei- 
eckfi,  und  deren  Halbmesser  die  diesen  Ecken  gt^genüberliegen- 
den  Dreiecksseiten  sind.  Das  Entsprechende  gilt  auch  hier  von 
jeder  anderen  Gruppe  der  Beruhrungskreise. 
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.  Mittelst  der  letzten  Bemerkongen  iSsst  sieb  eine  Menge  sol- 
cher drei  Geraden  finden,  die  eich  beständig  In  einem  Punkte 
ecbneiden. 

Weil  die  Gerade  aaß  gleichlaufend  il«  ist,  so  steht  sie  auf 
der  Centrale  der  ßerührungskreise  d'  und  if'  eenkreeht,  und  well 
sie  dorch  die  Mitte  a  von  deren  gemeioschafUlcher  Tangente 
B€  geht,  so  Ist  aaß  Ghordale  dieser  beiden  Berfibrungskrelse 
«nd  «  der  Ghordalpunkt.  (Potenzmitteipunkt)  der  drei  ftasseren 
Berfihrungskreise.  Eben  so  folgt,  dsss  d,  y,  ß  die  Gbordalpunkle 
des  Innern  und  je  ieweler  Susseren  Berfihroogskrelse  sind ;  d.  b«: 

Die   Chordalpunicte  je  dreier  Berffhrungs. 
kreise  eines  Dreiecks  sind  die  Mittelpunkte 
>     der  Berührnngskreise  des  Mittendreiecks. 

Die  Kreise,  deren  Durchmesser  die  Mittel* 
llnien  eines  Dreiecks  sind,  trefCen  die  USlf- 
tnngslinien  der  Winkel  in  den  sechs  Punkten, 
In  welchen  dIeGhordalen  jexweier  BerOhrungs- 
kreise  auf  den  HSlftungsIInlen  senkrecht  stehen. 

Da  die  Chordale  der  Isogonalkreise  der  drei  äusseren  Be- 
rübrungskreise  durch  den  Punkt  et  geht,  so  schneidet  der  Ortho- 
goualkreis  der  letzteren  die  ersteren  rechtwinklig,  oder  er  schneidet 
nach  1.  die  äusseren  Potenzkrelse  derjenigen  Kreise  rechtwink- 
1^  deren  Durchmesser  die  Dceiecksseiten  sind.   Denkt  man  nun 

um  den  Punkt  «  den  Kreis  vom  Halbmesser  V  +  geschla« 
gen;  derselbe  geht  durch  die  sechs  Punkte,  In  weichen  die  Seiten 
des  Mittendreiecks  die  Kreise  treffen,  deren  Durchmesser  die 
Seiten  des  Urdreiecks  sind.  Je  zwei  dieser  Punkte,  welche  auf 
derselben  Seite  des  Mittendreiecks  liegen,  sind  potenzhaltende 
Punkte  in  Bezug  auf  den  äusseren  Aehnlichkeltspunkt;  die  Punkte 
S.B.,  weiche  auf  öe  liegen,  sind  potenzhaltende  Punkte  der  Kreise 
von  den  Durciimessern  AB  und  AQ  Der  Kreis  «t  mit  dem  Halb- 

nesser  Vt?TiP  wird  daher  von  jedem  der  äusseren  Potens» 
kreise  rechtwinklig  geschnitten,  er  ist  mithin  der  Orthogonalkneis 
der  drei  äusseren  Berühruogskreise  des  Dreiecks  ABC3  und  die 
Grosse  u'-f  ist  die  Potenz  des  Punktes  «  In  Bezug  auf  jeden 
derselben.  Ebenso  findet  man,  dass  die  Grussen  (« — + 
{u-by^-i-Q''^^  (K-~e)2-f  bezieblich  die  Potenzen  der  Punkte 
/,  i  in  Bezug  auf  den  inneren  und  je  zwei  der  Süsseren  Be* 


12    Hücker:  üeäer  die  an^etetckwun  KrHa  dn  Dreiecks. 


4. 

Die  Beseichnnngen  seieß  Taf.  L  Flg.  3.  dtwMw  wie  bei  Tat.  I. 
Fig.  2.;  der  Halbmesaer  4^  Mittenkreiaea  ael  r,  m  aeia  Milfel- 
pankt,  M  der  Mittelpunkt  dea  am  daa  Dreieck  ABC  geacbriebe- 
nen  Krelaea  und  p  der  Hühenacboitt  dieaea  Dreiecke;  l  sei  die 
Mitte  der  Strecke  ag*  Die  Gerade  mt  hilftet  dea  xur  Seite  be 
gebDreadea  Bogeo  dea  Mitteekrelaea  ei,  aod  well  qs,  die  Chor> 
dale  der  Kreiae  d  md  e,  auf  aa  aenkrecht  atebt,  ae  gebt  as  dorcb 
die  Milte  ^  dea  aar  Sebne  ag  gebOrenden  Bogens  des  Kreises  m. 
Da  die  so  BC  gehörende  Dreieckabobe  Ag  mit  df  i^leicblaafend 
iat,  80  aiod  g,     n,  ^  harmoaiacbe  Punkte  and  deabalb: 

=  ap,  aq  =  2an .  ak  =  2ai .  ay, 

oder: 

worana  folgt; 

di^^af^isz  d(p^  —atp*  SS  df*, 

mithin  iat  die  Strecke  aip  gleich  jeder  der  von  <p  au  die  Kreise 
«1  und  6  gelegten  Tangenten.  Sind  nun  f  und  die  Punkte,  io 
welchen  die  Geraden  <pf  und  (pg  die  Kreise  </  und  e  cum  zweiten- 
male  schneiden,  so  aiod  iregen  der  Gleichung: 

<pf,(pfz=q)g\<pffz=<pa* 

die  Punkte  f  und  die  BerOhniagsponkte  dea  Kreises  nt  mit 
den  Kreisen  <2  und  e;  d.b«: 

Die  vier  Berührongakreiae  eSnea  Dreiecke 
werden  von  dem  Mtttenkrelae  deaaelben  be- 
rflhrt,  und  awar  der  innere  omachloaaen»  die 
ftuaaeren  auageaebloaaen* 

Da  der  Punkt  «  der  Cbordalpankt  der  drei  Suaaeren  Be- 
rflbrungskr^iae  iat,  so  liegt  auf  der  Geraden  mu  der  Mittelpunkt 
os^  eines  zweiten  Kreises,  welcher  die  drei  Sasaeren  Berfihrangs« 
kreise  berfihrt;  für  Ihn  und  »t  ist  «  Aehnliehkeitspankt  Der 
Punkt,  In  welchem  dieser  Kreis  den  Krela  d  berührt,  iat  der 
aweite  Dorchachnittspunkt  i  d^r  Geraden  f^u  mit  dem  Kreiae  d. 
Weil  nun  «  in  dem  Kreiae  m  liegt,  und  weil  die  potenabaltenden 
Punkte  /'  und  i  auf  dem  Aehnlichkeitaatrable  trf'i  auf  derselben 
Seite  FOD  dem  Aehnlicbkeitspunkte  «  liegen,  so  iat  «  der  Innere 
Aehnliehkeitspankt .  der  Kreise      nad  m,  und  daher  berührt 
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Kücken  Üeier  die  ausge%HcAMiin  KrHH  äe$  DretedU,  l( 

die  drei  Kreise  ainechlieeeend«  Denliee  wir  jetst  fflr  deo  Punkt 
«  die  beiden  halben  kleinsten  Sehnen  der  Kreise  m  und  auf 
▼erechiedeoen  Seiten  der  Centrale  und  naeh  den  Endpunkten 
dieser  Sehnen  die  Halbmesser  gesogen »  so  sind  letstere  gleich* 
laufend;  das  Rechteck  aus  den  beiden  halben  kleinsten  Sehnen 
ist  gleich  dem  Rechtecke  c/'.at  und  nach  {.3.  gleich  tt*-!-^'* 
und  weil  die  halbe  kleinste  Sehne  des  Punktes  «  l&r  den  Kreis 
m  nach  §.  2.  gleich  ist,  so  ist  die  halbe  kleinste  Sehne 

„9^pS 

desselben  Punktes  fflr  den  Kreis  x'  gleich  77-7^.  Man  bat  so- 

mit  die  Proportion: 

,   ii*-|-p* 

maiax'  =  y  2rQ:~/:~= » 


oder  nach  §.  2.: 


roithio : 

Beaeichnet  man  den  Halbmesser  des  Kreises     mit  x,  so  ist: 


also: 


SS  


Auf  der  Geraden  mß  liegt  der  Mittelpunkt  eines  zweiten 
Kreises  vom  Halbmesser  ^,  der  die  Kreise  e,  und  fi"  berührt, 
und  ß  ist  Aehnliehkeitsponkt  der  Kreise  y'  und  m.  Der  Kreis 
berührt  den  Kreis  e  in  dem  Punkte  i'y  in  welchem  die  Gerade 
ß^  den  Kreis  e  zum  zweitenmale  sclineidet,  und  weil  der  Punkt 
ß  ausserhalb  des  Kreises  m  liegt  und  die  poten/.haltenden  Punkte 
t'  und  g'  sich  auf  dem  Aehnlichkeitsstrahle  ßi'g'  anf  derselben 
Seite  vom  Aehnlichkeitspunkte  ß  befinden,  so  ist  j3  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  y'  und  /«;  der  Kreis  y'  berührt 
also  die  drei  Kreise  in  derselben  Weise  wie  m,  d.  h.  e  um- 
schliessend,  d'  und  d"  ausschliessend.  Denkt  man  nun  durch  ß 
eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  y'  und  »1,  und 
nach  den  Berührungspunkten  rlie  Halbmesser  gezogen,  so  sind 
letztere  gleichlaufend,  und  das  llechteck  aus  den  Entfernungen 
des  Punktes  ß  von  deo  Berührungspunkten  der  Tangeote  ist  nach 
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S.a  gleich  (tt^a)»^9's  WeU  oach  {.  %  die  LSiige  det  von  ß 
«D  m  gelegten  Tangente  gleich  V  2r^'  Ist,  eo  Ist  die  Linge  der 

von  ß  m  ^  gelegten  Xaogeote  gleidi  Bfan  hnt  dtp 

her  die  Propoitlon: 


oder  nach  $.2.: 


mithin: 


Ferner  let: 


aUo: 


(b— q)»  +  j"' 
»  =  

Ehenso  erhSlt  man  nech  swei  Kreise  ven  den  Halhmessern 
z  nnd  e«  deren  Mittelpnokte  a^  nnd  e'  besiehlieb  anf  den  Geraden 
my  nnd  md  liegen»  ^n  denen  der  erste  den  Kreis  e  nnischllessend^ 
die  Kreise  d  nnd  d!*  aoeschllessend»  der  andere  e  umschliessend» 
d  und  d*  aosscbliessend  hertfhrt  Man  indet: 

«  =  äJJ  »   gjr-  

Zwischen  den  vier  Halbmessern  m,  fß,  9  bestehen  noch 
feigende  einfache  Beslehnngen: 

« + ^  =5  (y + «0  +  (*  +  ^'O  +  (» + . 

wenn  i  den  Inhalt  des  Mittendreiecks  bedeutet 

Ist  das  vorgelegte  Dreieck  gleichseitig»  2a  die  Län^e  einer 
Seite»  dann  ist  ^  =  z  s  e  =:    V3;      s  |a  V3. 


Digitized  by  Google 


füehert  Oeker  die  ausgewUekitetm  Kreise  de»  ihvteclt»,  15 

Ist  das  Torgeldgte  Dreieck  recbtwioktig,  3c  setDe  Hypotennae, 
dann  ist: 


5. 

Nennt  man  die  zu  den  Seiten  a,  ö,  c  des  Mitten dreiecks  ge* 
kSreoden  Huben  /i ,  h%  K\  dann  entfernt  sich  der  Punkt  a  Ten 
den  Seiten  BC»  AC  und  AB  <un  die  Strecken  A— A'*-^» 
A"-*^.  Lothet  man  nun  ven  «  auf  die  Seite         trigt  Ton  • 

aus  auf  diesem  Lothe  die  iStrecke   ab  und  beschreibt  über 

A— - 

dieier  Strecke  als  Durchmesser  den  Kreis,  so  berührt  derselbe 
die  drei  Kreise  d,  d',  d"  in  den  Punkten j  in  welchen  die  Ver- 
bindnniislinieD  des  Punictes  a  mit  den  auf  BC  liegenden  Be- 
rührungspunkten der  Kreise  d,  d\  d"  letztere  zum  zweitenniale 
sebneideo,  und  zwar  berQbrt  er  d  umschliessend,  d'  und  d!'  ans- 
schli6S8«nd.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises  ist  gleich : 

2(A-.«)""    2p       +  c 
Iiotbet  man  ebenso  yen  a  auf  AC  und  AB,  trägt  voo  a  aus 
auf  diesen  Lotbeo  bcziehlich  die  Strecken  und  -j^ — ^ 

ab  und  beschreibt  über  denselben  als  Durchmesser  die  Kreise, 
so  berühren  diese  Kreise  gleicbfaUs  die  Kreise  d,  d',  d",  und 
zwar  berührt  der  erste  nmschliessend,  d  und  d"  ausschliessend» 
der  sweite  Ü'  nmsebliessend»  d  und  ausscbliessend. 

Die  Ualbmeäser  dieser  Kreise  sind: 


Üie  eben  gebildeten  drei  Kreise  bestehen  immer,  wie  auch 
das  Dreieck  gestaltet  sein  nmg;  daä  liefert  den  ^atz: 

Die  drei  Kreise,  von  denen  jeder  einen  der 
Sttsseren   Berübrnngskrelse   eines  Dreiecks 
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u  m  8  c  h  Ii  e  s .«  o  f)  d ,  die  I)  e  i  d  e  ii  anderer»  a  u  8  s  c  h  i  i  e  • 
sen^  berührt,  schneiden  sirh  in  eiii^'m  Punkte, 
und  die  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Durch- 
messer steiieo  auf  den  DreTecksseiten  senk- 
recht 

Ui  e  di«  grQsste,  b  die  kleinste  Seite  dee  Mittendreieeks, 
daan  äiüd  die  Abstftnde  der  Paokte  ß,     9  von  den  Seitea  a, 
e  der  Reibe  nach: 

:h^Q'i  h'--Q'i  y-A"; 

A-^";  ^"-A;  p*'-*';  p^+a* 

Der  Punkt  y  lie^t  dann  stets  turierhalb  des  Dreiecks  ABC,  uod 
die  Punkte  j!^  und  d  ausserhalb  desselben. 

liOthet  man  nvn  von  ß  auf  die  Seiten  Bd  AC  und  AB,  trSgt 
anf  diesen  Lotben  von  ß  ans  der  Reibe  nach  die  Strecken: 

ab  nnd  beschreibt  über  denselben  als  Durchmesser  die  Kreise,  so 
berühren  diese  Kreise  die  drei  Kreise  e,  d'  'und  dT,  nnd  awar 
berührt  der  erste  alle  drei  ansschliessend»  der  sweite  berührt 
d'  umscbliessend^  e  und  <f  ansschliessend;  der  dritte  berOhrt 
ansschliessend,  e  nnd  d'  nmschliessend. 

Die  Halbmesser  dieser  Kreise  sind: 

Führt  man  die  entsprechenden  Konstruktionen  in  Bezug  auf  die 
Punkte  y  und  ö  aus,  so  erhält  man  noch  sechs  Kreise,  von  denen 
die  dem  Punkte  y  entsprechenden  drei  Kreise  die  Kreise  c,  d, 
d"  berühren,  und  zwiu  Iterührt  der  erste  von  ihnen  fZausschlicssend» 
e  und  d"  umschJiessetid;  der  zweite  alle  ansschliessend  und  der 
dritte  d"  umschliessend,  e  und  -ü  ausscbliessend. 

Die  drei  dem  Punkte  d  entsprechenden  Kreise  berfibren  die 
drei  Kreise  s«  d',  nnd  awar  berührt  der  erste  von  ihnen  li  'ans* 
scblieesend,  s  und  d'  nmschliessend,  der  sweite  d'  ausscbliessend, 
e  and  d  nmschliessend  und  der  dritte  alle  ausscbliessend;  Die 
Halbmesser  dieser  sechs  Kreise  sind  der  Reihe  nach: 
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Die  zwölf  Kreise  dieses  Para^aphen,  die  vier  Kreise  des 
§.4.,  der  Mittenkreis  und  die  Seiten  des  Dreiecks  stellen  die 
möglichen  32  Kreise  vor,  von  denen  jeder  drei  Berübrungskreise 
des  Dreiecks  berührt;  der  Mittenkreis  und  jede  Dreiecksseite 
bedeoten  eioen  vierfachen  Kreis.  Ist  das  Dreieck  ABC  gleich' 
sehenkUg,  etwa  AB  =  AC,  also  6  =  so  fallen  die  Punkte  f 
aod  d  io  die  Seite  BC,  und  die  Kreise  ven  den  Halbmessern 

 ^  -^113        —  ^ 

geben  in  die  Seite  BC  über. 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleichseitig,  so  liegeo  die  Ponkte  ß, 
f,  6  in  den  Ecken  B,  C  und  dreimal  svrel  Kreise  gehen  be- 
ziefallch  in  die  Seiten  SC^  AC  nnd  AB  Ober. 

Ffir  ein  gleichschenkliges  Dreieck  giebt  es  also  ausser  dem 
lllttenkreise  und  den  Selten  nur  noch  14,  filr  ein  gleichseitiges 
Dreieck  nur  noch  10  Kreise,  von  denen  jeder  drei  Berahrungs* 
kreise  berührt. 

Ffir  jedes  Dreieck  bestehen  demnach  Immer  die  drei  Kreise, 
TOB  denen  jeder  den  Innenkreis  und  zwei  der  Aussenkrelse  ans- 
schiiessend  berührt ;  femer  die  drei  Kreise«  Ton  denen  jeder  zwei 
der  Aussenkreise  ausschliessend«  den  dritten  umschllessend  be* 
rfihrt;  dann  die  drei  Kreise,  von  denen  jeder  den  Innenkreis  um* 
schiiessend  und  je  swei  Aussenkreise  ausscbllessend  betUhrt,  und 
endlich  der  Kreis,  welcher  die  drei  Aussenkreise  umschllessend 
berfliirt 


Denken  wb  jetzt  die  Kreise «  deren  Durchmesser  die  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  (Tat  I.  Fig.  3.)  sind.  Jede  Aehnlichkeits- 
aebse  derselben  Ist  Chordale  für  swel  der  sie  berühr  enden  acht 
Kreise,  und  die  Cbordale  je  dreier  Potenzkreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  Aehnlichkeitaachse  liegen ,  Ist  Centrale  zvreier 
berührenden  Kreise.  Nach  {.  1.  und  §.  4.  sind  also  die  Geraden 
p«,  pß,  pY  und  p6  die  Centralen  von  je  zweien  solcher  berühren- 
den Kreise,  die  zu  einer  Aehnlicbkeitsacbse  als  Chordale  gehören. 

Die  Halbmesser  der  acht  beräbreodeo  Kreiseselen 

ihre  Mittelpunkte   beziehlich  yi,   zugleicb  mCgen 

ITi*  afi»  ••••»y«  die  Entfernungen  der  Punkte  3fi,j(^...«,  vom 
ThflülCLVn.  2 


18     A  tick  er:  Veder  die  auigezeic/meien  Ar  eise  des  Dreiecks, 

Punkte  p  bedeuten ;  die  Abstfinde  der  Punkte  a,  /?,  y,  6  vom 
Punkte  p  «eieii  k,  k^,  Av,,  A3.  Die  Kreise  i/j  und  j/^  möcen  die 
äussere  Aehhiichkeit/suelise  zur  Chordale  haben,  dann  «iiid  die 
tuueren  Aehnlichkeitsacbt»en  der  Kreise  a,  c  die  Cbordaien  der 
Kreispaare  i/^  und  ^7,  ^3  und  y^,  und  ^5.  Der  Puokt  p  ist 
der  Chordalpunkt  der  Kreise  o,  6,  c\  wird  die  Potenz  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  diese  Kreise  mit  und  werden  die  GrusseD  w^a» 
ic->6»  u^e  dtfr  Reibe  nach  mit  Ui,  u%,  «9  bezeichnet,  so  i«t 
nafib     8.  Cileichiiug  4)  and  5) : 

1)  pt- j,4[«!^-(2*»-.^  )•] 

=  i:-i[%*'-(2r-p")«] 

die  oberen  Zeichen  gelten  für  das  spitziviokUgey  die  unteren  lür 
daa  sturopfwinkUge  Dreieck. 

Der  Punkt  p  int  ftnnsnrer  Aehnliclikeitepnnkt  der  firein«  M 
und  m,  dahnr  bt  die  Strecke  ep  gleichlaufend  mit  aM  und  gleleb 
SttJf,  Ffir  das  Dreieck  Mep  bat  man  nun  die  Glelehnng: 

|>e*+itfc*  =  2nip*  +  2»««, 

oder  da  nach  {•  4.  die  Strecke  em^t^%f  Ult» 

pe*  +4(r*— 2r^)  ss  2mp«-|-2(r— 2^)«. 

FOr  daa  Dreieck  cyiJlf  besteht  die  Gleichung: 

i?o*+iMaa  =  2j»p*+2i»««, 

oder: 

4JKP-|-jiä"  SS  8flif^-|-S(r*—  9r9). 

Die  äubtraktioo  der  ersten  Gleichung  von  der  zweiten  liefert: 

4A*  «  6fl^«-|-13(r*-2r9)— 3(r^3e)** 

Nach  $»2.  Gleichung  6)  ist  aber: 

6fli|^  SS  et' -  19i^ + 12  (2k* -I- 

daher: 

jt»  =  I6r»  +  8rj +^  -3i4», 

oder: 

2)  i^— •^•=5(4r+^)«— 4«« 

Durch  dieselben  Rechnungen  findet  man: 
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A'i«— t4,«  =  (4r  — e')«— 4wi«     .  • 

Betrachtet  man  nuo  den  Punkt  a',  in  welchem  das  von  o  auf 
öc  gefällte  Loth  bc  trifft,  als  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom 
Halbmesset  u,  so  berührt  derselbe  die  Kreise  6  and  c;  die  Kreise 
b  nnd  c  berühren  also  die  drei  Kreise  a',  und  ^g,  und  ihre 
Chordale  Jp  ist  Aehnlichkeitsachse  der  letzteren.  Die  Geraden 
yi  «'  und  i/i  ap  bilden  mit  den  Cleichlaufenden  u'a  und  Ap  ähn- 
liche Dreiecke,  aus  welchen  die  Proportion  folgt; 

3)  fitksst  Xtiu* 

Ebenso  bilden  die  Geraden  y^a'  and  ifiop  mit  a'a  and  dp 
Sbolicbe  Dreiecke,  aus  welcbeD  die  Proportion  folgt  i 

3)  iffikssiae^tu. 

Ans  den  ProportioneD  3)  ergiebt  steh: 

die  MottiplilAtioD  liefert: 

das  obere  Zeichen  gilt  für  alle  epitiwinkligen  Dreiecke  und  filr 
jedee  stumpfwinklige  Dreieck,  bei  welchem  2u^ir-i-Q  ist;  das 
untere  Zeichen  gilt  für  jedes  stumpfwinklige  Dreieck,  bei  welchem 
2ii<4r'|-f  let.  Duroh  dieselben  Betracbtaegeo  findet  man: 

Aus  diesen  Preportiooeo  ergiebt  eicli  dann; 
Die  Glekfanegen  5)  und  Q  gelten  Ittr  Jedee  Dreleek. 
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Da«  ▼'orgelegte  Dreieck  ABC  sei  spitswinblig. 

Dann  liegt  der  Ponkt  p  innerhalb  sämmtliGber  Potcnzkroise 
der  Kreise  a,  6,  c,  und  deshalb  schneiden  sich  stets  drei  solche  . 
Potenzkreise,  deren  IVIittelpunkte  auf  einer  Aehnlichkeitsachse 
liejren ,  in  denselfieii  beiden  l'ijnkt(Mi.  Weil  ferner  der  Punkt  p 
Aehnüchkeitspunkt  zweier  sr»](  her  die  Kreiae  n,  h,  r  f)erühren- 
deo  Kreise  ist,  die  zu  einer  \  ehniichkeitsachsc  aU  Chordale  !^e- 
hüren,  so  liei^'en  pofenzhalteiide  Punkte  der  berührenden  Kreise 
auf  einem  durch  p  gehenden  Aehnlichkeitsstrahle  zu  verschiede- 
nen Seiten  des  Punktes  p.  Da  nun  nach  §.2,  Gleichung  4)  und 
8)  lür  jedes  spitzwinkriL^e  Dreieck  '2M>4r-f  9;  '2?/i<4r — 9'; 
2ii2"^4r  — p";  2u^<^^r  —  o"'  ist,  so  ist  nach  Gleichunf?  2)  dieses  §. 
A:<?i;  A:i>«i;  k^'^ti^i  /«3>?*3  nnd  daher,  wegen  der  Gleichung; 

3)  und  5)  yi  <ari ;  t/s^-^s  »^"*l.V2»y8  >  yr  beziehlich  grusser  als 

Xj,  X3, Xr*  Der  Punkt  p  liegt  also  innerhalb  der  Kreise  und 
und  ist  deren  äusserer  Achnlichkeitspunki;  beide  Kreise  berubren 
daher  die  Kreise  a,  b,  c  gleichartig;  der  eine  amschÜesst  sie 
alle  drei,  der  auJere  wird  von  allen  umschlossen.  Der  Punkt  p 
liegt  ausserhalb  jedes  der  noch  übrigen  sechs  berührenden  Kreise 
und  ist  innerer  Aebalicbkeitspunkt  lür  jedes  dieser  drei  Kreis- 
paare; der  eine  Kreis  jedes  dieser  Paare  berührt  zwei  der  Kreise 
a,  b,  c  ausgeschlossen  und  wird  von  dem  dritten  umschlossen^ 
der  zweite  berfihrt  den  dritten  ausschliesseud  uod  wird  tod  den 
beiden  ersten  amscliloaseii.  Die  Kreise  jedes  dieser  drei  Paare 
liegen  gaos  ans  einander,  ohne  einen  Panict  gemein  zn  haben;  die 
Kreise  ^1  und      dagegeu  liegen  gans  in  einander. 

Nach  §.  3.  schneidet  der  Kreis  vorn  Mittelpunkte  a  und  dem 
Halbmesser  die  drei  äusseren  Potenzkreise  der  Kreise 

a,  b,  c  rechtwinklig;  der  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Hühen- 
schnitt  p  und  dessen  Halbmesser  die  Strecke  p  ist,  wird  von  die- 
sen Potenzkreisen  im  Durchmesser  geschnitten ;  ferner  werden 
dieselben  Kreise  von  und  rechtwinklig  geschnitten.  Be- 
zeichnet n»aii  nun  den  Abstand  des  Punktes  p  von  der  äusseren 
Aehnlichkeitsachse  der  Kreise  a,  6,  c  mit  z,  so  hat  man,  wegen 
einer  bekanuteu  Eigenschaft  der  Cbordalo  die  Gleichungen: 

oder: 

7)  tf*-^-f  9«-f  = 

und,  weil  die  Punlcte  3fi  und  j/^  auf  der  Geraden  pa  aaf  derselben 
Seite  ven  p  liegen,  < 
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oder,  mit  Rackfiicht  auf  die  Proportiooen  3); 

8)  +«8)  =2ib. 

AuB  7)  und  8)  folgt  mit  Räeksiclit  auf  die  Gleichungen  1)  and  8): 

9)  .  ,  .^i-^(«i+a^  =  &i«-2(4r  +  ^)(4r  +  2^). 

Die  MnlttplilcatioD  dieser  Gleicbnng  mit 

1 


liefert: 


I      1  ^8?i«^2(4r-i-g)(4r+äe) 


oder,  wenn  man  um  der  Kür^e  willen  2ti  mit  4r4-*2^  mit  ß 
und  ir-i-g  mit  y  bezeichnet: 

Aue  10)  und  11)  ergiebt  eich : 

das  doppelte  Zeichen  in  der  Gleichung  12)  ist  FeraaeMSaelg^  weil 
daaaeibe  nur  eine  Vertauschung  der  Wertbe  filr  Xi  und  be- 
wirkt Aue  11)  und  12)  folgt: 

I  _2(«-y).     1  _2(«  +  y). 
 «1  "  «f«-iJ)  •   a:^  ~"  «(«+  W ' 

•  •  «1     »  +  2k(«— 2r— 0*  ««•"ii'^aii(ti+2r+e)' 

FQr  die  Kreise  bat  man«  wenn  2|  den  Abstand  des 

Punktee  p  von  der  betreffenden  inneren  Aehiüicbkeiteacliee  be- 
deutet: 

oder: 

IS)  iii«-Äi«+^'«+p«asS^i«i. 
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Weil  nun  p  der  innere  AebnI'ichkeitspunkt  der  Kreise      und  ^ 
ist,  80  liefen  die  Punkte       und  yj  auf  der  Geraden  pß  zu 
8cbiedeneo  Seiten  des  Puoktes  p,  und  daher  ist: 

woraus  wegen  der  Proportionen  5)  folgt: 


wird  diese  Gleichung  durch  die  erste  der  Gleichungen  6)  getheilt, 
so  erhält  man; 

Weitn  mau  2tC|  mit  ai;  4r— 2^'  mit  4r — mit  )f|  be- 
zeichnet» 80  ist: 

und  daher: 

Aus  17)  und  19)  folgt: 

•    •  «,-«i(«i+A)'  «^-«i(i^-A)* 

oder: 

21) 

Ganz  ebeo  so  findet  nuui: 


22}  .  .  . 


t  _  2(«3  -f-  y3)  .  1  ^%3-«3). 
«4 


oder: 
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♦ 

23) 

Ist  das  Dreieck  il^C  gleichseitig,  2a  die  Länge  einer  Seite, 
dann  i«t  «  =  |a;  Wj  =  %  =     =  4«»  ff  =  S«  V3|         ff  = 
»iaVS  und  rsi^va,  dalier: 

«,  =  ia(3+V3);  ai=|«(3-V3); 

mithin  ^i;]  -f  ^0  =  2«. 

Ist  das  Dreieck  ABC  rechtwinklig,  ßCsz"^  seine  Hypote* 
ntiee,  so  ist  p  =  tf| ;  9'  =s «;  p"  =:  t^;  ^  =      also  2k  =  p  -|- 
+  p''+p*'  =  4r+2p,   oder   «1  =  ^;    u^+ß^^O;  a^-jS^ssO; 
fl^-^/S)  =0;  and  daher  ist: 

=  o:«  =  ^Tft  =      =:  0; 

4%*  4«s*  4iit*  4ti* 

*»  =  3SirM*    **-3SiT^'    ^'^^ä^'  ^'^SSTfS' 

Das  Dreieck  JBC  Ist  stompfwinkllg. 

Dann  liegt  der  Punkt  p  ausserhalb  sämmtlicher  Poten7:kreise 
der  Kreise  a,  c,  und  deshalb  befinden  sich  RoJche  poteoz* 
haltenden  Punlite  jedes  Paares  der  herührendeo  Kreise,  welche 
auf  einem  durch  p  gehenden  Acholichkeitsstrahle  liegeo,  auf  der* 
selben  6eite  des  Punktes  p. 

> 

Weil  bei  einem  stompfWiDkligen  Dreiecice  4r*fp  s  3«  sein 

< 

kann,  so  kann  auch  nach  Gieichaog  2),  j.^.  k  —  u  sein,  mithin 

kSnaen  Befolge  der  Preporfioiieii  3}  §.  6b  die  HaUmiesBer  und 
Xß  grosser,  gleich  oder  kleiner  als  beaieUlcb  die  Abstände  der 
Mittelponkte  yi  und  vom  Punkte  p  sdn;  der  Punkt  p  kann 
deshalb«  je  nach  der  fieschaffenb^t  des  Dreiecks  ABC,  biner* 
kalb  oder  ansserbalb  der  Kreise  yi  und      liegen,  d.  b.  er  ist 
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suweilen  innerer,  zuweilen  äusserer  Aehntichkeitspunkt  der  Kreise 
y,  uod^g.  Welcher  Aehnlichkeitspunkt  aber /jauch  sein  mag,  immer 
schneiden  der  Kreis  p  vom  Halbmesäer  p  und  der  Kreis  o  vom 

Halbmesser  Vn'^-\-^'^  die  drei  äusseren  Potosskreise  der  Kreise 
n,  6,  c  rechtwinklig;  es  ist  daher  stets»  wenn  z  auch  hier  den 
Abstand  des  Punktes  p  von  der  iossereii  Aebniicbkeitsachse  der 
Kreise  a*     e  bedeutet: 

eder: 

oder  mit  Rfldcsiebt  aof  Gleichang  1)  {.  6.: 

1)  Ji'üb  =  8i|2.2(4r+«)(4r^2^). 

Die  Kreise  von  den  Mittelpunkten  p  und  a  haben  swei,  einen 

s 

oder  keiiieu  i^unkt  |;emein,  je  nachdem  z  =  p  ist,  d.  h.  je  nach- 
dem: 

> 

±kp=sAu:^—i4r^^)(4T-^2Q) 
< 

ist,  oder  wenn  man  quadrirt  und  flir      und- 1^  die  Werthe  ans 
Gleichung  1)  und  2)  }.  6«  setzt»  je  oacbdem: 

> 

2)  ji  =  2a 

< 

ist  Ist  nun  4r-f-^>2M,  so  ist  immer  p>2^;  die  Kreise  p  und 
a  schneiden  sich  also  auf  ihrer  Chordale,  der  äusseren  Aehnlich» 
keitsachse  der  Kreise  a,  6,  c\  und  weil  die  Kreise  ^i,  jpg,  p  und 
o  die  Chordale  gemein  haben»  so  schneiden  sich  in  diesem  Falle 
auch  stets  die  Kreise  I/a*        jeder  von  beiden  berührt 

alle  drei  Kreise  a,  6,  c  umscbitessend.  Ist  4r-f^<2t{,  so  be- 
rührt der  eine  der  Kreise  und  die  Kreise  a,  ö,  c  aus* 
schliessend,  der  andere  umschliessend,  und  dabei  können  die 
beiden  Kreise  und  //g  sich  schneiden,  sich  von  aussen  berüh- 
ren, oder  der  eine  ganz  in  dem  anderen  liegen»  je  nacbdem  die 
Beziehungen  von  Gteicbung  2)  statt  finden. 

Da  nach  Gleicbung  8)  §.  2.  fär  jedes  Dreieck  4r^^'  >2«t  ist, 
so  ist  aucb  wegen  der  Proportionen  5)  §.6.  /:i>Ui;  L^^yu^i 
>    ;  daher  sind  zufolge  der  Proportionen  3)  §.  6.  die  Halb- 
messer a;^»  <^3>  bezieblich  kleiner  ais  die  Entfernungen  der 
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Mittelpunkte  y^^ y-f  vom  Punkte  p.  Der  Punkt  p  ist  mitbin 
äusserer  Aehnlicbkeitspunkt  für  jedes  noch  übrige  Paar  berüh- 
render Kreise,  und  der  eine  Kreis  jedes  Paares  berührt  die  Kreise 
fl,  Ä,  c  in  derselben  Weise  als  der  andere.  Ist  BC  die  grösste 
Dreiecksseite,  so  berührt  ein  Kreispaar,  et«a  und  yj^  die 
Krelsp  h  Tirul  c  umscbliessend  und  wird  selbst  von  c?  umschlossen; 
das  avveite  Paar,  etwa  ^/^  und  y^y  berührt  den  Kreis  l>  ausscfiües- 
send  und  \\ird  von  u  und  e  umschlossen;  das  dritte  Paar  y^ 
und  y^  berührt  den  Kreis  c  ausschliessend  und  «Tird  von  a  und 
b  umschlossen.  Die  Kreise  und  y/^  können  sich  sowohl  schnei- 
den, als  auch  berühren,  ai$  auch  ganz  aus  einander  liegen,  eben 
so  die  Kreise  und  ^5,  je  nachdem  eine  der  drei  Beziehungen 
erfüllt  ist: 

•       >  > 
p  =  2^",    oder:   p  =  2^*; 

dagegen  können  sich  die  Kreise  y,^  und  yj  niemals  schneiden 
oder  berühren,  sondern  müssen  bestandig  ganz  aus  einander 
liegen,  weil  stets  p  kleiner  als  der  Durchmesser  des  grössten 
Berührungskreises  ist.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  bei  jedem 
stuniplninkligen  Dreiecke  immer  nur  ein  Paar  der  berührenden 
Kreise  eiue  Berührung  unter  sich  eingehen  kann,  beim  spitz- 
winkligen Dreiecke  dagegen  kein  Paar. 

Behalten  wir  die  beim  spitzwinkligen  Dreiecke  eingelQhrten 
Beseichnangen  anch  hier  bei»  dann  ist; 

wSbrend  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  p  äusserer»  und  die 
unteren,  wenn  p  Innerer  Aehnlichkeitepunkt  ist,  also  Je  nachdem 

4r  +  ^^2u  ist. 

Wendet  niau  aut  die  letzte  Gleichung  die  Proportionen  3)  $.6« 
an,  so  erhält  man: 

eder: 

MultipUcirt  man  Gteicbnng  3)  mit: 
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so  entotebt: 


datier: 

6)  1^1-^) 

und: 

oder: 

^  .  i-,/''^   ^ 

Oa  p  Ittr  jede»  der  noch  fibrige»  Paare  berührender  Kreide 
Sveeerer  Aehnlichkeitepunkt  ist,  so  erhält  man  die  die  Kreiee 
y^f  yzf  yr  betreffenileo  Fornieliij  vreen  man  in  den  GIeichunr;en 
6)  ond  6)  nur  die  oberen  Zeichen  gelten  läset  und  der  Reihe 
nach  ui»  a^,      statt  «;  ßi,  ß^,      statt  ß  and  fi,  statt  f 

setzt.  Man  erhält: 

V  .  1  ^4(/?ay^-a,«).      1       1  _  4(/33y,-a,^) 


II) 


1 

1  _4(yi|-Ä) 

_2(a,+y,) 

1 

_2(y,-«,) 

1 

_  2(y^-  oi) 

1 

_2(y3-«3) 

«4 

«5 

12) 

11,  11 

11,                           1  _^  1  q" 

J_  _  1_  0^  2  _  1   Q_Z  

x^-u^^  2«^(i% ar-ff«) *  2«^(ar-^-ti^>' 
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Tbeilt  mao  die  Einheit  dorch  die  tileicbongen  6)  «od  IQ)  und 
addirt  die  letstereii  Wertlie»  so  eetafelit: 

Ana  den  Gtelebaogen  7)  iiod  11)  folgt: 


oder: 


14) 

1  1,1        1  1  l+l^ 


1_  ^  +  1  +  1    i  > 


1        2     111  1 


1         2     1-11  1 

—  'Jü-T'ir'r  z —  7. 


1+1 

1_2^ 

tf    q'  * 

£  1 

1  2 

1  2 

f% — «i  '  «»     U       Ift — 

ISach  Gleichung  5)  und  9)  ist: 

I      i       i^^ifl^p^^Q*    _  1      iu  4rg(4ff2g) 


a^ '  tili»'  1*1    p»  Mi^p' 


V" 

Map" 

zieht  niait  von  der  Summe  der  letzten  drei  Gleichungen  die  erste 
ab,  80  findet  man: 

1^     1_1     1     1    1  11 
'    •  •   «,=*^a^"'a^*«»  +  *4+ar,  +  Ä^+arr' 

Die  den  Gleichungen  13)  — 15)  entsprecbendep  Gleichungen 
fiir  das  spitzwinklige  Dreieck  sind: 

X\  ^%       _    ^i^j     ,     X%Xf^  x^x^ 


Digitized  by  Google 


28     Küeker:  Veöer  die  auiffe%efcAneien  Krelie  äei  Dreiecks, 


1 

2  1 

] 

1 

1 

1 

1*  —  an 

«a 

1 

1 

1 

1 

2     ]  1 

1 

tt 

 -|.  —  -f.  

_  1  _ 

^.+*  + 

1 

1 

1  _ 

2  11 

—  -  4-  —  4-  

1 

;r,"' 

«3  ~" 

• 

u 

1 

2  1 

1 

1 

1 

1 

w 

1 

1 

1  ] 

1  1 

Die  <iir  das  8tua>|>rvvinklige  Dreieck  geltenden  Formeln  weichen 
zum  Theil  von  denen  ab,  welche  für  das  t»|>itzwinklij*e  Dreieck 
Gültigkeit  haben;  dieimVIIl.  Rande  dieser  Zeitschrift,  Seite 
217  —  221,  miigetheilten  Formeio  gelten  ausschliesslicb  für  das 
flpitzwinklige  Dreieck. 

Ui  der  stampfe  Winkel  180^  s  also  die  Samme  svreier 
Dreieeksseiten  gleich  der  dritten,  etwe  AC-tBC^AB,  oder 
a-^b^e,  dann  bertthien  eleii  die  fiber  den  Seiten  AC  und  SC 
beschtielMnen  Kreise  anssebliessend  und  weiden  Ten  dem  fiber 
AB  beschriebenen  Kreise  amschlosseo  berührt.  Die  Ursprünge 
liehe  Aufgabe  vereinfacht  sich  su  folgender:  Den  Halbmesser  des 
Kreises  zu  berechnen,  welcher  drei  sich  berührende  Kreise  be* 
rfihrt,  deren  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen.  Solcher  berfih- 
^  renden  Kreise  giebt  es  stets  nur  zwei,  welche  von  gleicher  Grusse 
sind  und  von  denen  jeder  die  über  den  Seiten  AC  und  JBC  be- 
schriebenen Kreise  ausschliessend  berährt  und  von  dem  über  der 
grOssten  Seite  AB  beschriebenen  Kreise  umschlossen  berfilirt  wird. 

Für  den  Halbmesser  dieser  berührenden  Kreise  üadet  man 
leicht  den  Wectli: 

_  ab  (a  +  b)  o6c 

Das  Dreieck  ist  stumpfwinklig  und  dr  +  ^^^lt. 

£iD  solches  Dreieck  ist  z.  B.  das,  dedseu  Seiten  45,  40  und 
13  sind.   Dann  i&i  p  stets  grösser  als  2^,  die  beiden  Kreise 
und      schneiden  sich  also;  der  Halbmesser  des  Kreises  ist: 
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der  Halbmesser  ^r^  des  Kreises  wird  uneodlicli  und  der  Kreis 
geht  in  eioe  Gerade»  die  Süssere  Aehnlicfikeitsaehse  der  Kreise 
a,  6,  e,  Aber.  Ans  At-^q  =  %»  folgt  k:ssu  und  z^sS^;  der 
Kreis  yy  gebt  daher  durch  den  HSbenschnitt  des  Dreiechs  ABC^ 
end  die  Sassere  AehnUchtceitsaehse  berOhrt  den  Kreis,  dessen 
Mittelpunlct  der  Huhenschnitt  und  dessen  Halbmesser  gleich  dem 
Halbmesser  des  in  das  Dreieck  geschriebenen  Kreises  ist*  Der 
Schnitt  der  Mittellinien  des  Dreiecks  ABC  und  der  Mittelpnnkt  itf 
des  umgeschriebenen  Kreises  entfernen  sich  ?on  der  äusseren 
Aehnlichkeitsachse  um  die  Strecken  \u  nnd  tt-f-p  »2r4i9. 

Wenn  bei  einem  Dreiecke  die  Summe  tl e r 
Halbmesser  der  äusseren  rJerührungwkrei  se 
gleich  dem  U m i a n g e  ist,  dann  1  ä 8 » t  sich  an 
di©  drei  Kreise,  deren  Durchmesser  die  Drei- 
ecksseiten sind»  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente ziehen; 

nnd  umgekehrt: 

Haben  die  drei  Kreise,  deren  .D u rchmesser 
die  Dreiecksseiten  sind,  eine  gemeinschaft- 
lich eTaugente,  so  istder  UmfangdesDreiecks 
gleich  der  Summe  der  Halbmesser  der  äusse- 
ren Berührungskreise. 

Es  bleibt  noch  die  Beschaffsuheit  des  Dreiecks  an  anter- 
suchen,  bei  frelchem  4f-|-9s2tt  ist. 

Die  bedingungsgieichung: 

+  + 

gebt  leicht  in  folgende  über: 

1)  (iiiiia+ii,iis  +  i%i^)*=s4iitt,«tii^; 

ans  welcher  zunächst  folgt,  dass  si<  dt  r  Inhalt  i  des  Dreiecks 
durch  die  Seiten  in  nachstehender  t  ormel  ausdrücken  lässt: 

SMVa+V6+Vc)(VaH-|/*-Vc)(Va— VÄ+Vc)(--V«+VWVc). 

Setzt  man  nun  tti=.T*;  «2  =  ^*5  «» =  und  erwägt,  dass 
ii=s«*+^^+2*  ist,  so  entsteht: 

2)  (ay+arz+yz)(Äy-faw-yi)(a^— jf2+3f«)(-a?y-|-asr+yt)=0. 

Die  Gleichung  2)  erfordert,  das«?  piner  der  drei  letzten  Faktoren 
Null  sei.  Ist  die  dem  stumpfen  Winkel  gegenälieriiegende 
Dreiecksseite  gleich  2c,  ao  muss  sein: 
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Oders 


Setzt  mau  io  3)  ;r  =3  9g,  so  Ut: 

und  daraus  ergiebt  sich: 

4)  .  •  •  .  .  .  .  s:«sys3 v:v-|- l:o(p-|*J), 
Aufi  Gleichung  4)  folgt: 

5)  .  .  .  aiÄi»«(i»+|)«;  a^s«»; 
und: 

6) 

a=5i>«[l4(H-l)«];  6=»H(f+l)*5  «=(i>Hl)(t>+l)«;  «=(»«+»+1^ 

während  r  jeden  reellen  Werth  (aasgenommeo  9  ss  —1)  anoebmen 
ksrnn.  Für  den  Inhalt,  den  Halbmesser  des  omgeschriebeDen 
Kreises  uod  die  Uaibmesser  der  eiDgescbriebeoeo  Kreise  fiodet 
man: 

<  =  e«(e  +  l)«(e*+e+l); 

^  _(t>'-M)[l+(p+l)«][oH(o-i-l)*]. 

^  svHe+I;        =  (ü+l)«(r«+t>+l). 

Aus  den  VVerthen  für  i,  r,  p",  Q*^  ist  ersichtlich,  dass 

dieselbeo  stets  rational  sind,  sobald  die  Seiten  des  Dreiecks 
ratiooal  sind.  Neoot  man  die  Dreieckswiokel  2»,  2ß,  2y«  ao  ist: 

7)  t^^^^^^^i.^^^^^^^^. 

Die  Tangente  nimnit  ihren  kleinsten  Werth  för  0  =  ao  an« 
dann  ist  tangy  =  l;  der  Winkel  2y  ist  also  stets  stumpf.  Die 
Tangente  nimmt  ihren  grössten  Werth  für  9ssl  an,  daan  ist 
taogy  =  ^  oder  cosy  =  l,  und  also: 

7 853^7' 4^  ond  3y »  100» IS^ 96^73^. 
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Das  Dreieck«  weJcbes  dem  Werthe  «asl  entspricht,  Istgleicfa- 
schenUig,  seine  Seiten  sind  5»  5  nnd  8;  es  trird  erhalten,  wenn 
man  die  grosse  Kathete  des  einfachsten  pythngorSischen  Dreiecks 
(dessen  Seiten  3,  4»  5  sind)  aher  den  Scheitel  des  rechten  Win- 
kels hinaus  um  sich  selbst  ▼erlSngert  Für  alle  Dreiecke,  bei 
wdchen  ^r^f^sä»  ist,  bestehen  folgende  Gleichungen  s 

tang«  -f-tang/?  -ftangy  =2, 
taogo^  +  tang  +  tangy«  =  2, 
y  tang«  Vtang^  ss  Vtang  y. 

Da  ^        =  2m— ist,  so  ist: 

^   

Aus  der  bekanoteo  GleichoDg: 
folgt: 

der  Halbmesser  9^  ist  also  stets  kidner  als  |«;  er  erreicht  seinen 
grOssten  Werth  f «  hei  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  vom  Win« 
kel  ]O0olÖ^a^7Sr. 

Jede  der  Gleichungen  8)  und  0)  dient  dazu,  mit  Leichtigkeit 
das  Dreieck  zu  zeichnen,  hei  welchem  4r+9  =2«  ist,  wenn  der 
Stümpfe  Winkel  vorgelegt  ist,  Ist  der  stumpfe  Winkel  grösser 
als  1060 15' 36,72",  so  ist  stets  4r-i-Q>2ui  ist  dagegen  der 

stampfe  Wfaikel  kleiner  als  I00<»  15^ 96,72'',  so  ist  4r•^9^3n,  je 

nachdem  sich  die  spitzeo  Winkel  um  weniger  oder  mehr  von  eiu» 
aoder  uoterscheiden,  als  die  spitzen  Winkel  in  dem  Dreiecke,  bei 
welchem  4r  -|-  ^  =  2ti  ist,  oder  je  oacbdem 

tnngai-  tang /3 ^2  — tang y, 

oder: 

ist 

F0r  alle  ungleichseitigen  Dreiecke,  hei  welchen  der  stumpfe 
Winkel  1001»  IS' 36,72''  mlsst,  ist  4r-|-9<2n. 
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Denken  «vir  (Taf.  I.  Fig.  1.)  über  den  Seiten  AB  and  AC 
als  Durchme&per  Hie  Kreise  geschnoben;  ilire  Mittelpunkte  sind 
c  und  b,  und  denken  wir  einen  der  Kreise,  welche  c  und  die  zu 
AB  gehörende  H«»he  Cy  berühren.  Liegen  nun  die  Berührungs- 
punkte desselben  mit  dem  Punkte  A  in  einer  Geraden,  so  ist  das 
Rechteck  aus  den  Entfernungen  des  Punktes  A  von  diesen  Be- 
rührungspunkten gleich  dem  Rechtecke  Ay.AB.  Berührt  dieser 
Kreis  zunleich  die  zu  AC  gehörende  Höhe  Bß,  so  berührt  er 
auch,  wogen  der  Gleichung  Ay.AB=-A^.AC,  den  Kreis  b.  Ist 
das  Dreieck  ABC  spitzwinklig,  so  berQhrt  er  den  Kreis  b  stets 
in  derselben  Weise  als  den  Kreis  c;  er  berührt  entweder  beide 
Kreise  ausschliessend^  oder  er  wird  von  beiden  umschlosseD* 
Ist  das  Dreieck  stumpfwinklig  und  A  der  Scheitel  eines  spitzeo 
Winkels,  so  btrflhrt  der  berfitifende  Kreis  entvreder  beide  Kreise 
msechiiessend,  oder  er  beriibrt  den  Meioen  Kreis  ansscbliessend 
ttnd  wird  von  dem  grossen  Kreise  itnwcblosseo  beriihrt.  bt  A 
der  iScbeitel  des  stnoipfen  Winlceis»  so  mfisste  der  berilbrende 
Kreis  die  Kreise  b  ond  e  nmscbÜessen  nnd  dabei  sngleicb  die 
die  Kreise  h  nod  e  scbneideoden  Hsben  berahreo,  was  nnmüglicb 
ist.  Für  jedes  spitzwinklige  Dreieck  giebt  es  dreimal  4  Kreise« 
fiir  jedes  stampfwinklige  Dreiecic  jedocb  nur  sweiroal  4  Kreise« 
▼OD  denen  jeder  die  über  zwei  Dreieeksseiten  als  Dofcbmesser 
gesebriebenen  Kreise  nnd  die  zu  diesen  Seiten  gebvrenden  HOben 
sngleieb  berflbrt 

Die  Mittelpunkte  ^|  nnd  des  einen  Kreispaares,  das  die 
Kreise  b  und  c  und  die  Höben  Bß  und  Cy  beriihrt,  liegen  anf 
der  fifilftungslinie  des  Winkels  ßky\  die  Halbmesser  dieser  Kreise 
seien  Xi  und         die  Entfernungen  der  Punkte       und  vom 

Höhenschnitte  k  seien  und  y^\  die  Abstände  des  Punktes  k 
von  den  Ptnikten,  in  denen  y^  und  y^  die  Höhe  Bß  berühren, 
miiir^n  Vi  und  v^,  sein,  utid  die  Potenz  des  Punktes  k  io  Bezug 
auf  die  Kreise  b  und  c  sei       dann  ist: 

und: 
daber: 

W  ^  ^  ^«s  —«1 

II  •  •  •  •  >  •   X\X^^fr  SS  19'  • 
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Da  die  Punkte  A  und  a,  je  nachdem  das  Dreieck  ABC  spitz- 
oder  stumpfuinklig  ist,  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  von  k  liegen,  so  befinden  sich  auch  potenzhaltende 
Punkte  der  Kreise  und  auf  einem  durch  k  gehenden  Aehn- 
üchkeitsstrahle  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  derselben  Seite 
von  k,  je  nachdem  das  Dreieck  spitz-  oder  stumpfwinklig  ist. 
Ist  also  das  Dreieck  ABC  spitzwinklig,  so  ist  k  innerer  Aehn- 
lichkeitspankt  der  Kreise  und  y^^  und  die  Mittelpunkte  ?/,  und 
y^  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  Ar;  ist  das  Dreieck 
stumpfwinklig,  so  ist  k  äusserer  Aehnlichkeitspuiikt  der  Kreise 
Vi  und  y^,  und  die  Punkte  y^  und  y^  befmden  sich  auf  derselben 
Seite  von  k.  Die  Hälftungslinie  des  Nebenwinkels  von  ^  BAC 
ist  Aehniichkeitsachse  der  Kreise  b  und  c  und  der  als  Kreise 
▼on  unendlichen  Halbmessern  aufgefassten  Hüben  Bß  und  Cy, 
daher  ist  sie  Chordale  der  Kreise  y^  und  y^t  und  wenn  ihr  Ab- 
ütand  Tom  Punkte  k  mit  z  bezeichnet  wird,  so  ist: 

t  oder: 

yi*— (yt*— arj*)  =  22(^j  ; 


und 


2)  Xi-fx^^   ^  bcuui^ 


die  oberen  Zeichen  gelten  für  das  spitzwinklige,  die  unteren  für 
das  stumpfwinklige  Dreieck. 

Bezeichnet  man  nun  die  von  d«r  Spitze  A  und  der  gegen- 
überstehenden Seite  BC  begrenste  Strecke  der  HftlflaDgslloie  des 
Winkels  BAC  mit  2(,  so  ist: 

'iU=^Ak.Att, 

oder  Dach  {.2.  Gleichuog  2)  oder  3): 

wo  wieder  das  obere  Zeichen  Ar  das  spitzwinklige,  das  untere 
Dir  das  stanpfwloldlg^  Dreieck  gilt. 


Mun  ist  aber: 
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daher ; 


3,    £    +        +  *^-JSh 
V  bcuui 


vod: 


3)  ..T..  =  ±*±^^f==!). 

Aus  den  Gleirhungen  1)  uod  3)  folgt: 


wenn  i  den  Inhalt  des  Mittendreiecks  hedentet 


Ist  nun  der  Halbmeaser  des  um  das  Mittendreieck  gsAcbrie- 
benen  Kreises  n  ^  wt  nach  {«S*  Gleichung  2)  und  3): 

dt  p»  =  2  (a» +6«  +  c*  -  8r«) , 

und  deshalb; 

(«I  ±a!i)«  =  jji-i  * 

oder  nach  einigen  leichten  Redoktionen: 

Aus  den  (^Icichnn^en  3)  und  5)  erhalt  man  nun  leicht  die 
Werthe  für  Xi  und  übrigens  erkennt  man  aus  der  GleicbunL;  5) 
sofort,  dass  die  Kreise  yi  und  unmuglieh  sind,  sobald  der 
Punkt  Ä  der  Scheitel  eines  stumpfen  Winkels  ist. 

Den  GlelchuDgen  3)  und  5)  llsst  sich  auch  diese  Gestalt 

geben: 

 ^  

eder«  wem  man  die  Potenz  des  Punktes  A  iu  Besag  auf  den 
Aber  der  Seite  BC  als  Dnrcbiiiesser  gesdirlebeneD  Kreis  mit 
4«*  beselchnet: 
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Aas  den  Gieichniii^en  7)  entApringeo  für  die  Halbmesser  o^i  ond 
x%  die  sehr  einfachen  Wertbe: 

^>   — 5?Z? — 


Sind  ^3  und  ^4  die  Mittelpunkte  des  ztveiten  Paares  der 
berüiirenden  Kreise,  so  fiefi^en  %  and  auf  der  HSlftungslinie 
des  Winkels  ßkCy  und  die  Haiftungsiinie  de»  Winkels  BAC  ist 
Aebnlichkeitsaohse  der  Kreise  A  ,  c  und  der  als  Kreise  betrach- 
teten Höhen  Bß  und  Cy;  sie  ist  also  Chordale  der  Kreise 
nnH  yj^.  Führt  man  in  Bezug  auf  die  Kreise  and  die  ent- 
sprechenden Bezeichnungen  ein,  so  ist  auch: 


und: 


deshalb: 


Wegen  der  bekannten  Eigenschaft  der  Chordaie  ist: 

oder: 
dabei: 

ODd: 

Ist  2<i  diejenige  Strecke  der  HHIfltangslfnie  des  Nebenwinkels 
von  Z.BACf  welche  von  (kmi  Punkte  A  und  der  Seite  BC  be- 
CH'enzt  wird,  so  bietet  sieb  zur  £rmltteliing  von  die  Gleiebnng 
dar: 

=Ak.Aa, 

oder: 
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auch  hier  beziehen  sich  die  oberen  Zeichen  überall  auf  das  spitz- 
winklige, die  unteren  auf  ätumpiwinklige  Dreieck.  Nun  ist 
aber,  wenn  c>6  ist: 


deshalb: 


und: 


2  .ri  


Aas  III)  und  12)  ergiebt  »ich  nun: 

U8±a;4)''  =  -j^^ä  — , 

oder: 

13)...^J:,,  =  <'-*-^'j;f-'^-^'>Vt(y  +  «'-a«) 

Den  GleichuDgeo  12)  mid  13)  Itot  aieb  noch  folgende  Gestalt 
geben: 


14)  ...  • 
oder: 


4ibnb  /•  


Aue  den  Oleiehangen  16)  Üieeet: 


16)  


_'isic--s)(b+s) 


 =t^*"- — 2ChF?  

Aue  den  Gleichungen  8)»  9)»  10)  und  17)  erbilt  man  noch: 
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4s(6+<)(6c^  +  s3) 

±1^  I  4i(6->)(6e«-i») 
±(a:»  +  a;4)-  (6c+««)(6c-«»)  ' 

±^«4— «a>  -  (6c  +     {bc  - 

Vertauscht  man  in  den  COr  «|»  dr^»  ae^,  erroittelten  Werthen 
c  mit  a,  und  dann  6  mit  a,  so  erhält  man  die  llalbiiiesser  der 
noch  fibrigeo  acbl  berahrenden  Kreise.  Weü 

ist»  80  sind  also  die  Produkte  der  Halbmesser  von  allen  drei 
Gruppen  der  berührenden  Kreise  gleich. 

Ist  das  Dreieck  ABC  gieicbseitig,  2a  die  Länge  eioer  Seite, 
ee  iet: 

— =  0,         -|-4?4  s  |a  V2; 

also: 

=  a(3V2  +  4),   Xi=i  a(3V2— 4),   Xi=^x^  =  ^aV2. 

Ist  das  Dreieek  AßC  rechtwinklig  und  BC  sa  2a  seine  Hy- 
potenose,  so  sind  iregen  der  Gleiehungen  3),  5),  12)  nnd  13)  die 
Halbmesser  x^»  x^,  x^  sSmmtlieh  gleieh  Null;  ist  dagegen 
die  Seite  Aß=2e  die  Hypotenuse,  so  ist: 


^  ,  46(6-f c)    ^a:^_4Ä(6  +  c) 


c-6  •  -i-*^-  c-b 


Ujc^b)  _4b(c-b) 

mithin: 

iftx  46(6  H-c)  46(c-6)  ^ 

lö)....ari  =  — ^3j->   a?8  =    ^^^^  *    d?a  =  ^4  =  ü; 

bei'm  rechtwinkligen  Dreiecke  giebt  es  also  nur  vier  Kreise,  von 
denen  jeder  die  Kreise  über  der  Hypotenuse  und  der  einen  Ka- 
thete, so  wie  die  andere  Kathete  und  die  zur  Hy^jotenuse  gehu- 
rende Höhe  berührt.  Das  Produkt  der  Halbmesser  dieser  vier 
Kreise  ist  gleich  64J^,  wenn  J  den  Inhalt  des  Dreiecks  AßC 
bedeutet.  Aus  der  BetrachturiLi  der  Werthe  für  und  x^ 
Gleichung  18)  leitet  man  folgende  etulache  Koostruklion  der 
Kreise  ^1  und      ab ; 
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Heisst  die  zur  Hypotenuse  AB  gühoreiide  Höhe  CG,  und 
treffen  die  lialltungsliiiien  des  Widkel«  BCG  die  HypoleiiUi^c  in 
den  Punkten  D  und  E,  su  schneiden  die  in  der»  Punkten  D  und 
jC  zu  den  Hälftungsliuion  errictitet*'»  Lothe  die  fliihe  (  (ji  uiui  die 
Kathete  BC  —  2a  in  den  lierührungäpuukteu  der  Kreiete      und  ^3. 

Oder: 

Man  dclilafi^e  um  A  mit  der  Kathete  AC  gleich  ^Ib  den  Kreis, 
«vetcher  AC  zum  zweiten  Male  in  F  treflfen  möge,  «o  schneiden 
die  Geraden  FD  und  VF  die  Höhe  CG  und  die  Kathete  BC  iu 
den  Berührungvpuukten  der  Kreide  $9* 

Der  Kreis  um  A  schneidet  die  Kreise  yi  und  rechtwinklig, 
und  weil  diejenigeo  HaJbmeseer  der  Kreise  yi  und  welche 
nach  den  Berührangnpunkten  mit  der  Kathete  CB  gezogen  Miod, 
durch  die  Hypotenuse  geb&lftet  werden,  so  berührt  der  Kreis  A 
die  über  diesen  Halbmessern  als  Durcbmes^er  geschriebenen 
Kreise. 

Fftllt  man  von  F,  das  Loth  auf  AB,  welches  CB,  CD  und 
CuEr  beziehlicli  in  K,  L  und  P  schneiden  möge,  und  errichtet 
man  in  F  das  Luth  zu  AC,  welches  CG  in  Q  treffen  mOge,  so 
sind  K  und  Q  die  Mitten  der  Sasseren  und  der  innereu  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Kreise  yt  und  ^3,  und  die  Strecken  FK 
ond  FQ  sind  beziehlicb  gleich  der  haiheu  äusseren  und  der  halben 
inneren  gemeinschaftüchen  Tangente.  Die  drei  Punkte  K,  A,  Q 
liegen  in  einer  Geraden,  iu  der  Chordale  der  Kreise  und  ^3, 
und  weil  KAQ  auf  der  zur  Kathete  ßC  gehörenden  MitteiJinie 
senkrecht  steht,  so  ist  die  Centrale  der  Kreise  ^  und  ^  mit 
dieser  Mittellinie  gleichlaufend. 

Beseiefanet  man  noch  die  Berfihrougspnnkte  der  Hohe  CG  mit 

den  Kreisen  ^1  und  y^  mit  N  und  JSf,  so  geht  Her  Kreis  um  das 
Dreieck  CFN  durch  den  Berührungspunkt  der  Kreise  yi  und  6; 
der  Kreis  um  das  Dreieck  CFÜ  durch  den  Berührungspunkt  der 
Kreise  ^3  und       die  Kreise  um  die  Dreiecke  CFP  und  CFL 

beziehlich  durch  die  Berührungspunkte  der  Kreise  yi  und  y^  mit 
der  Kathete  BC  und  dem  Kreise  r  Ferner  schneiden  die  Kreise 
um  die  Dreiecke  AFD  und  AF£  die  Kreise  6  und  e  beziehlich 
in  den  Punkten,  in  welchen  letztere  von  den  Kreisen  yi  und  y^ 
berührt  werden.  Die  Kreise  4im  die  Dreiecke  ACB  und  ACE 
schneiden  den  Mittenkrei^  des  Dreiecks  ABC  in  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinien  mit  dem  Scheitet  C  des  rechten  Winkeis 
durch  die  Punkte  gehen,  in  denen  der  Kreis  c  von  den  Kreisen 
^  und  y^  berührt  wird.  Alle  diese  Kigenschaften  lassen  sich 
sehr  leicht  beweisen. 
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II. 

Die  Construction  der  f&of  regulären  Korper. 

Ton 

Herrn  Gymnasiallehrer  Dr.  X.  S^hneke 
in  Kanigiberg  U  Pr. 


i.  ]. 

EinleituDg,  Versteht  man  unter  einem  regulären  Polyeder ^ 
ein  solches,  das  von  lauter  kongruenten  regulären  Polygonen  be- 
grenzt  wird,  die  in  den  Kanten  lauter  gleiche  Flächenwinkel  bilden, 
Ko  lassen  sich  aus  dieser  Definition  mehrere  Folgerungen  über  die 
regulären  Polyöder,  z.  B.  über  ihre  Anzahl  n.  dgl.,  ziehen.  Aber 
dass  diese  fuDl  regnläron  Polyiider  wirklich  möglich  sind,  folgt 
noch  nicht  aus  der  obigen  Definition,  d.  h.  man  kann  von  vorn- 
herein nicht  wissen,  ob,  wenn  man  gewisse  recruläre  Polyj^one 
unter  bestimmten  stets  gleichen  Winkeln  aneinanderhigt,  diesel- 
ben ^»ich  auch  wirklich  lückenlos  xiii#»miiiefi»chlie8fren 
und  einen  Kaum  völlig  umgrenzen.  Der  Beweis  dieser  Möglich- 
keit wird  vielmehr  durch  die  Construction  der  regulären  Körper 
besonders  geführt.  Viele  Lehrbücher  übergehen  nun  diese  Con- 
struction ganz  oder  geben  sie  für  j«  den  der  Körper  durch  eine 
eigene  Betrachtung,  so  dass  ein  näherer  Zusammenhang  zwischen 
den  fünf  Constructionen  nicht  stattzufinden  scheint. 

Und  docb  Ifieet  sich  eine  einfaclie  ConstractioD  ftodeut  welche 
ffir  alle  weeentlicb  dieselbe  ist;  im  Folgenden  ist  sie  ansgef&hrt. 
Naebtriglicfa  fandicb  freilich,  dass  Meier  Hirsch  (SammluDg 
geometrischer  Aufgaben»  Thell  2.  S.  127.—I301)  schon  ganz 
ähnliche  Gedanken  gehabt  bat»  Indem  er  ebenfalls  von  einer  Kogel 
mit  ihren  spliirlscben  Tielecfceu  ausgebt  nnd  den  FlScheninbalt 
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des  eiuzelneii  Vielecks  zur  Ermittelung  ihrer  Gesammtzahl  benatzt; 
aber  da  er  auf  den  Beweis  des  überall  lückenlosen  Zuhainmen- 
tjchliessens  der  Vielecke  gar  nicht  eingeht  und  die  Oonstruction 
überhaupt  nicht  streng  und  vollständig  durchführt,  so  habe  ich 
doch  dai^  Folgende  nicht  für  überilüssig  gehalten. 

Die  Quelle,  ftns  der  die  Construction  flieeet,  ist 
die  UeberleguDg,  dase  eine  Kugeloberfliiehe  von  ge- 
wieeen  unter  einander  I^oagruenten  regulären  sphäri* 
sclieo  Vielecicen  gerade  ausgeffiilt  werden  kann.  Daher 
iietraeiite  ich  soerst  solche  Vielecke»  ^ 

J  %   Reguläre  sphärische  Vielecke. 

Erklftrung.  Gin  spSrisehes»  d.b.  von  Bcgen  grSsster  Kreise 
anf  einer  Kogel  gebildetes,  Vieleck  heisst  regulSr,  wenn  alle 
Seiten  gleich  ond  alle  Winkel  gleich  sind« 

Satz  1.  In  der  Fläche  eines  regulären  sphärischen 
Vielecks  giebt  es  einen  Punkt,  der  von  allen  Ecken 
gleichueit  absteht.  (Die  Abstände  durch  Bogen  grösster 
Kreise  gemessen).  Er  heisst  der  Mittelpunkt  des  Viel- 
ecks. 

Oer  Beweis  wird  leidit  geführt,  indem  man  zwei  benachbarte 
Winkel  durch  Bogen  grusster  Kreise  hatbirt  und  den  Schnittpunkt 
der  Halbirnngslinien  mit  allen  Ecken  verbindet. 

Satz  2.  Alle  Ecken  eines  regulären  sphärischen 
Vielecks  liegen  in  einer  Ebene  und  bestimmen  ein 
regulärcti  ebenes  Vieleck. 

Zum  Beweise  verbinde  man  den  Mittelpunkt  und  die  Ecken 

untereinander  und  mit  dem  Kugelcentrum  durch  gerade  Linien. 
Die  Verbindungslinien  des  Mittelpunkts  mit  den  Ecken  sind  gleich 
als  Sehnen  gleicher  Bogen,  und  die  V^erhindungslinien  der  Ecken 
mit  dem  Kugelccntrum  sind  gleich  als  Radien.  Ferner  haben 
alle  Dreiecke,  welche  diese  beiden  Linien  enthalten,  die  Verbin- 
dungslinie des  {Mittelpunkts  mit  dem  Kngelcentrum  (die  Axe) 
gemein;  also  ijind  sie  kongruent.  Zeichnet  man  also  in  allen  die 
gleichliegendcMt  Mühen,  welche  von  den  Ecken  des  Vielecks  auf 
die  Axe  gefällt  sind,  so  schneiden  alle  von  der  Axe  dasselbe 
Stfick  ab.  treffen  sich  also  in  demselben  Punkt  der  Axe.  Folglich 
liegen  alle  in  einer  auf  der  Axe  senkrechten  Ebene.  Weil  eine 
Ebene  die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet,  so  ist  die  Figur, 
welche  durch  Verbindung  der  Nachbarocken  des  sphärischen 
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Vielecks  erhalten  wird,  eieem  Krdse  eingeschrieben;  alle  ihre 
Seifen  sind  gleich  al»  Sehnen  gleicher  Bogeneeiten  den  sphftri- 
sehen  Vielecke,  also  ist  die  Figur  ein  ebenes  reguläres  Polygen. 

Zusatz  1.  Die  Verbiiulungslinie  des  Ku  Sfclcen  trum  s 
mit  dem  IM  Ittel  punkte  des  sphärischen  Vielecks  trifft 
das  ebene  [N)Iygon  im  Mittelpunkte  und  steht  auf  ihm 
senkrecht   beweis  ist  sehr  teicht. 

Zusata  2.  Umgekehrt  folgt  aus  Sats  2.  die  lIlGg- 
lichkelt  der  regal&ren  sphSriachen  Vielecke.  Dasa 
konstmirt  man  über  einem  regulSren  ebenen  Polygon  eine  grade 
Pyramide  und  beschreibt  um  ihre  Spitze  eine  Kugel,  mit  der 
Seiteokante  als  Radius.  Wo  die  erweiterten  Seitenflächen  die 
Kugel  schneiden»  erhält  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Viel- 
ecks, dessen  Regnlarität  sehr  leicht  zu  beweisen  ist 

Satz  3.  l'Cgt  man  mehrere  kongruente  reguläre 
sphärische  Vielecke  auf  derselben  Kugeloberfläche 
so  aneinander,  dassje  zwei  eine  Seite  gemein  haben, 
so  ist  der  Neigungswinkel  der  den  Vielecken  zugehö- 
rigen ebenen  Polygone  uberall  derselbe. 

Zum  Beweise  ziehe  man  in  zwei  benachbarten  ebenen  Poly- 
gonen-die  kleinsten  Halbmesser  nach  der  genieinsamen  Seite  hin, 
so  müssen  beide  denselben  Punkt  treffen.  Dieser  und  die  Mittel- 
punkte beider  Polygone  werden  mit  dem  Kugetcentrum  verbunden. 
Die  beiden  kleinsten  Halbmesser  sind  die  Schenkel  des  Neigungs- 
winkels der  Polygone;  sie  sind  Katheten  in  den  zwei  entstandenen 
rechtwinkligen  Dreiecken;  der  Neigungswinkel  der  Polygone  ist 
doppelt  so  gross  als  der  einem  jeden  kleinsten  Halbmesser  an*, 
liegende  spitze  Winkel  in  diesen  Dreiecken.  Diese  Grösse  ist 
bei  allen  Aneinanderlegungen  dieselbe,  weil  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  sämmtlich  kongruent  sind. 

Satz  4.  Die  im  Folgenden  angewandten  regulären 
sphärischen  \  ielecke,  nämlich: 

ein  Dreieck  mit  dem  Winkel  |i? 

*>  t»  i9         >♦  »»  1^ 

»9  ft  »>  »»  »»  1^ 

„  Viereck   „      „        „  %B 
„   Fünfeck    „      „        „  |Ä 
sind  möglich. 

Beweis,  Bekanntlich  liefet  die  Summe  der  Winkel  eines 
täphärischei»  «ecks  zwischen  {'In  —  4)  und  In  liechten.  Hiernach 
tfind  obige  fünf  Vielecke  ni üblich. 
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Bei  den  sphärischen  regulären  Pnlytjoiien  ist,  anders  wie  bei 
den  ebenen,  durch  die  Winkel  xugieich  die  Gru««e  der  Seite  mit* 
besttmoit« 

Durch  leichte  ephflri0cb«*trigoDoiDelriccheRechnongeo  findet  maa 
die  Seite  d.  reguL  ephir.  Dreiecke  mit  dem  ^  lAss      SS'  WA 

99        99        99        ff  99  99  M       99  99 

»        9,        99         99  99  99  «  99  ^J^^ 

n    99    n    99       99    Vierecke       „  „ 

,9    99    99    99      99    fütttmO»,,    „    „  «i2 «  41<»  48*  37^16 

Uebrii^ens  ist  es  ßir  das  Folgende  weiter  nicht  oothtveodig, 
diese  ürüsse  der  Seiten  zu  kennen. 


§.  3.   l>ie  t^oustruction  der  fünf  regulären  Körper. 

I.  An  swf i  Selten  einen  regnlüfen  ephSriecben  Dreiecke  lege 
man  ihm  kongruente  (reguläre  ephIrVstche  Dreiecke  an.  Wenn  eich 
diene  drei  Dreiecke  um  ihren  gemeinnamen  Eckpunkt  vCllig  luckeu' 
los  susammenecbliessen  sollen,  so  mflaeen  ihre  drei  um  dienen 

Punkt  herumliegenden  Winkel  4i2  betragen,  aleo  jeder  einzelne 
Winkel  \lt.  Ein  solches  reguläres  sph&riscbee  Dreieck  let  aber» 
nach  dem  Vorhergehenden,  möglich. 

Man  übersieht  unmittelbar,  dass  durch  wiederhol- 
tes Aneinaiiderlegen  solcher  Dreiecke  an  allen  Ecken 
eine  lücken  lose  Schliessung  duril»  d  r  ei  n  e  be  ne  iiiander 
liegende  Dreiecke  hervorgebracht,  also  endlich  die 
ganze  Kugelfläche  geschlossen  werden  muss.  Denn  an- 
dere Lückenwinkel  als  \R  kunnen  nicht  vorkommen,'  und  die 
Seiten  der  Läcke  haben  die  Grosse  der  Dreiecksseiten,  so  dass 
immer  grade  ein  solches  Dreieck  die  Lücke  ausfüllt.  Dies  ist 
dab  Princip  auch  für  die  folgenden  Gonatractionen. 

Wenn  die  gedachten  drei  Dreiecke  zusaniroengelegt  sind» 
bilden  sie  einen  zusammenhängenden  Mantel  mit  einem  unteren 
freien  Kande,  der  aus  drei  Seiten  besteht;  also  ist  zur  Schliessung 
nur  noch  ein  einziges  solches  Dreieck  erforderlich.  Also  läset 
sich  die  Kugeloberfläche  durch  vier  reguläre  sphäriecbe  Dreiecke 
mit  dem  Winkel  \R  grade  anfallen. 

Die  Zahl  der  zur  Schliessung  erforderlichen  Dreiecke  iässt 
sich  auch  so  ableiten: 

Bezeichnen  A,  B,  C...  die  Winkel  eines  spbilriechen  necl»» 
eo  ist  der  Flächeninhalt  desselben  bekanntlich 


Digitized  by  Google 


-  ■  I 

<l«r  /iMi/*  reguidreu  Körper.    ,  43 

r 

Im  voHtegendeD  Falle  ist  71  ss  3  und  A  —  B=  C^^R,  also 
i    der  Ftficbeoinbalt  des  Dreiecks  =  r'ii.  Da  nun  die  Grosse  der 
ganzen  Kugeloberfilche  =  4r%  ist«  so  sind  gerade  vier  Drelecice 
2ar  Erfüllung  der  KageioberflSche  erforderlieb. 

Uierniit  Ist  die  Coostructioo  de8  Tetraeders  im  Wesenttichea 
«    geleistet.   Man  bat  nur  nocb  das  eioem  jeden  sphärischen  Dreieck 
r    sugebörige  ebene  reguläre  Polygon  zu  koostruiren  (s.  Satz  2.), 
indem  man  die  Ecken  eines  jeden  sphärischen  Dreiecks  durch 
'    Gerade  verbindet.    Alle  diese  ebenen  Polygone  sind  kongruente 
gleicbseitige  Dreiecke.  Die  Neigungs^vinkel  dieser  Dreiecke  gegen* 
i    einander  sind   eben  falls  gleich  (s.  »Satz  3.).    Also  umscblvsssen 
diese  Dreiecke  einen  Körper,  der  von  lauter  kongruenten  regn- 
lären  Polygonen  begrenzt  ist,  und  dessen  Flächenwinkel  snmmtlich 
gleich  sind,  d.  h.  einen  regulären  Körper.    Weil  er  von  vier  gleich* 
\    zeitigen  Dreiecken  be^^renzt  wird,  ist  er  das  Tetraöder,  welches 
I    biermit  cüut»truirt  ist. 

Die  Construction   aller  anderen  regulären  Kurper  ist  ono 
eigentlich  nur  eine  Wiederholung  des  eben  beschriebenen  Ganges» 
nur  dass  der  Winkel  des  sphärischen  Constructions- 
yielecks  jedes  Mal  in  geeigneter  Weise  gewählt  wer- 
\    den  muss,  damit  bei  Aneinander  legu  ng  mehrerer  Viel- 
|-   ecke  vollständige  Schliessung  herbeigeführt  wird. 

Ii.  An  jede  Seite  eines  regnifiren  spbSrIscben  Dreiecks»  des* 
-  sen  Wtnkei  einen  Rechten  beträgt,  lege  man  ein  ihm  kongruentes 
,  *  aa  und  fahre  so  fort  Vier  solche  Dreiecke»  um  eine  Ecke  herum- 
liegend, schliessen  die  Kugelfläehe  an  jener  Ecke  vüllig»  weil  ihre 
\   Winkel  zusammen  AR  betragen.    Bei  wiederholtem  Aneinander« 
legen  können  nur  Lücken  vorkommen,  welche  durch  ein  oder  twei 
solche  Dreiecke  gerade  ausgeföltt  werden.  —  Der  FlScbenlnhalt 
mes  solchen  Dreiecks  ist  nach  der  obigen  Formel  =  ir*9K»  so 
ilass  jene  vier  Dreiecke         ndthin  die  Hälfte  der  Kugelflache 
aosmachen.  Sie  'bilden  einen  snsammenhängenden  Mantel,  dessen 
Ireier  Rand  aus  vier  Seiten  besteht,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
also  erßillen  sie  gerade  eine  Halbkugel.   Die  gaiise  Kugel  wird 
demoach  durch  acht  solclie  Dreiecke  geschlossen.  Weil  nun  die 
an  diesen  sphärischen  Dreiecken  geborigen  ebenen  Dreiecke 
anter  gleichen  Winkeln  geneigt  sein  messen  (nach  Satz  3,)»  so  ist 
\^  ein  regulärer  K&rper  entstanden,  der  von  acht  kongruenten  gleich- 
seitigen Dreiecken  begrenzt  ist,  d.  h.  das  Oktaeder  ist  konstrnirt 
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III.  An  jede  Seite  eines  regulären  sphärischen  Dreiecks  mit 
dem  Winkel  tR  lege  man  ein  ihm  kongruentes  Dreieck  an  and 
fahre  (*o  fort.  Je  fünf  solche  Dreiecke  schliessen  sich  um  eine 
Ecke  herum  lückfnloM  zusammen,  weil  die  Winkel  an  der  Ecke 
zusammen  i/i  betragen.  Irgend  welche  vorkommende  Löcken 
lassen  sich  durch  ein,  zwei  oder  drei  solche  Dreiecke  stets  <rprade 
ausfüllen.  Der  Fläcfieninhnlt  eines  Dreiecks  ]M  ',r^T,  also  der 
zwanzi<is(e  Tl»eil  der  kncjelll;iche,  so  dass  zwanzig  so! (  !ie  Dreiecke 
zur  Erriillung  der  canzen  KugciUäche  zusammengelegt  «Verden 
müssen.  Die  zugeiiorigen  ebenen  Polygone  uraschliessen  (nach 
Satz  2,  und  3.)  eineii  re<:uliiren  KlJrper,  der  von  zwanzig  kon- 
gruenten gleichseitigen  Dreiecken  begreost  ist,  d.  b.  das  Iku- 
saöder. 

IV.  An  jede  Seite  eines  reipalSren  ephirisehen  Vierecks  mit 
dem  Wiokel  iR  lege  man  ein  ihm  kongrneotee  in.  Je  drei  d^i^ 
selben  schliessen  sich  nm  eine  Ecke  hemm  ISckenlos  snsammen, 
weil  ihre  Winkel  an  der  Ecke  snsammen  4R  betntgen;  also  bil- 
den diese  flinf  Vierecke  einen  geschlossenen  Mantel,  dessen 
unterer  Rand  Tier  Seiten  hat,  die  sa  je  sweien  den  Winkel 
elnschliessen.  Also  ist  nur  noch  ein  einziges  solches  Viereck 
hinsnzufögen,  damit  die  Kagelllfiche  Tollig  geschlossen  werde.  — 
Dieselbe  Anzahl  (sechs)  der  erforderlichen  Vierecke  findet  man 
auch  durch  Beachtung  des  Flächeninhalts  des  einzelnen  Vierecks, 
welcher  ir^iK  beträgt  Sechs  solche  Vierecke  machen  also  erst' 
die  ganze  Kngelfl&che  aus.  Constrairt  man  die  zagehSrigen  ebenen 
Vierecke,  so  erkennt  man,  dass  ein  regulärer  Kr^rper  entstanden 
ist,  der  von  sechs  kongruenten  gleichgeneigten  Quadraten  begrenit 
wird,  d.  h.  der  Würfel. 

V.  An  jede  Seite  eines  regulären  sphärischen  EHnfecks  mit 
dem  Winkel  iU  lege  man  ein  ihm  koni^ruentes  an.  Je  drei  der- 
i^elhen  schlicssen  sich  Uta  eine  Ecke  herum  lückenlos  zusammen, 
weil  ihre  Winkel  dort  4R  betragen,  so  dass  also  diese  sechs 
Fünfecke  einen  zusammenhängenden  Mantel  mit  einem  freien 
Rande  bilden.  Der  Flächeninhalt  eines  solchen  Fünfecks  ist  nach 
der  Formel  =  Ir^n,  also  t«  der  ganzen  Kugelfläche.  Also  erfüllen 
die  zusammengelegten  sechs  Ftlnfecke  die  halbe  Kugelfläche, 
Weil  nun  in  die  Lfid^en  des  freien  Randes  je  ein  Fflnfeek  hinein- 
passt,  so  kann  man  sechs  ebenso  zusammengelegte  Fünfecke 
iäckenlos  an  vorigen  anfilgen  und  ttadorch  die  Kugel  völlig 
schliessen.  Die  zwSlf  zogehSrigen  ebenen  regulären  Ftinfeck»  * 
$dnd  untereinander  kongruent  und  gleich  geneigt  (Satz  3.).  Also 
ist  das  Dodekaeder  construirt. 
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4.  Anhang. 

Wollte  mao  mebr  als  IBiif  i^uläre  aphiriflche  Dreiecke  ao- 
eroanderlegen,  so  daae  sie  sich  um  eine  Ecke  hemm  aehlieaaen, 
eo  mfisste  man  ihnen  den  Winl^el  oder  nodi  kleinere«  zaer- 
ifaeileiL  Winkel  von  dieser  Kleinheit  sind  aber  in  regolSren 
sphärischen  Dreiecken  nicht  mOglich,  denn  ihre  Summe  wflrde 
3i2  oder  noch  weniger  betragen»  während  die  Winkel  eines 
sphärisclien  Dreiecks  zusammen  stets  >  sein  mOsseo.  — 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  aicb  die  Unmöglichkeit,  mehr  als  drei 
reguläre  sphärische  Vierecke,  sowie  mehr  als  drei  reguläre  sphft- 
risdie  Fflnfecke»  um  eine  Ecke  herum  lückenlos  aneinanderzulegen, 
so  daas  aneb  auf  diese  Art  bewiesen  ist,  dass  mehr  als  die  be- 
kannten fünf  regulären  Polyeder  nicht  möglich  sind  (wenn  man 
▼on  den  sternförmigen  Polyl^dero  absieht). 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass,  nährend  in  anderen  Darstel- 
lungen nachträglich  bewiesen  wird,  dass  die  fünf  regulären  Körper 
sich  in  eine  Kugel  einschreiben  lassen,  man  bei  dem  eben  dar- 
gestellten Gange  dieses  Beweises  ganz  überhoben  ist,  weil  von 
der  Kogel  als  dem  erzeugenden  Korper  ausgegangen  ist. 


III. 

Betrachtung  des  Fiächeninlialtft  der  CaryOi  deren 

Gleichung   r  =  j-^. 

Tob 

Uerru  Dr.  C,  Bender 
In  Tübingen. 


In  der  Gleichung  stellen  r  und  o  veränderliche  Grossen  dar, 
y  bedeutet  eine  Constante,  welche  als  Linie  aufgezeichnet,  stets 
den  einen,  in  seiner  Lage  unveränderlichen  Schenke!  des  variablen 
Winkels  a  bildet  r  ist  der  mit  a  sich  ändernde  Radios. 
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^Bender:  Betracht. d. Flächenink. Curve, tteren eteteA,  rs^ x-ri — • 

Construction.  Die  mDgeformfe  Gieicbnng: 

r  -f-  r  tg  c  =  y 

zeigt,  da8S,  wenn  AO^y  (Taf.  1.  Fig.  4.)  and  AL  (eine  beliebige 
Linie)  anter  dem  Winkf^l  von  45^  zu  einander  geneigt  sind,  eine 
nnfer  dem  variablen  Winkel  a  zu  OA  i>eneigte  Liole  ON  jeder* 
zeit  von  AIj  eie  Stück  {AIS)  abschneidet»  dessen  Projection 
AB  =  m  die  Grosse  rtgo  besitzt  Es  ist  demnach  OB  der  den 
Winkel  tf  sogeblirige  Radios  und  P  der  gesoehte  Punkt. 
Die  Cvire  celber  ist  in  Taf.  1.  Fig.  6.  datgettellt  ' 

Flächeninhalt.  Der  Flächeninhalt  eines  unendlich  kleinen 
8ectors,  der  dem  Winkel  da  angebort,  ist,  wie  bekannt : 


wobei  die  Gränzen  vorläutig  noch  uobestimmt  bleiben  mögen. 

<f«       (l^tgc)*  (1^8tg«-i-tg««)<ia 
(1  +tg«)«*(l (1— tg<«)« 

 eeg^g(l — 2  tg  tt  -I-  tg*a)da 

cos*2tt 

cos'^  ada     2cos'  a .  sin  adu 
cos*  2a  €os'^2ü: 

^l+co82«         (I  -t-co8  2«) sin 2«  . 
^~2cos^2a'''"*""  2cos*2a 

~  4  Veoe*/}  ^  c«e/J     eoe«|J  co8|SI/' 

fQr  2«  =  /3.   Also  iet: 

c2a  ,  fsin2a— 1    ,       .  ^ 


2t/  a 


+  tg«)*-'y- 


Der  FIScheninhalt  der  vollstftndigen  Carve  iet,  wie  bei  der 
Iiemniscate,  =  y*. 
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IV. 

Ueber  die  geometrische  Aufgabe:  Gegeben  sind  drei 
Pttnktenpaare«  Man  soll  einen  solchen  Jixei»  con- 
slniiren»  daaa  dieselben  In  Besag  auf  ihn  eonjugiiie ' 

sind. 

Tod 

Herrn  Fuhrmunny 
Ii«lir«v  der  Hathanw^li  «b  der  Boigtdial«  in  Königsberg  i.  Pr. 


Aufifabe.  Gegeben  sind  drei  Pnnktenpaare.  Man 
soll  einen  solchen  Kreis  constrairen,  dass  dieselben 
in  Bezug  auf  ihn  eonjugirte  sind.   (Tat  III.  Fig.  ].). 

Auflösung.  Es  seien  aa',  66'»  e&  die  drei  Paare.  Ueber 
den  Verbindungslinien  als  Durchmessern  schlage  man  Kreise  und 
cenetmire  den  Orthogonalkreis.  Diceer  ist  der  gesacbte. 

Beweis.  Halbirt  man  zwei  eonjugirte  harmonische  Pankte, 
so  ist  bekanntlich  das  Product  der  Entfernungen  dieses  Mittel- 
punktes von  den  anderen  Punkten  gleich  dem  Quadrat  der  halben 
Entfernung  des  ersten  Paares.  Bezeichnen  wir  also  den  Mittel» 
ponkt  nm  tuf  mit  /  und  die  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  mit 
d  und  &t  «•  mnsa  Ae  Bedingung  stattfinden : 

Dies  ist  aber  der  Fail,  da  die  beiden  Kreise  sich  rechtwinklig 
schneiden.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Punktenpaaren. 


Digitized  by  Google 


48  Fukrmamn:  Oeber  Hm  geornttrinehe  Aufya$e. 

Bemerkung.  Fatlen  zwei  Punkte  a  und  «'  zusammen,  so 
ist  dieses  ein  Punkt  des  Kreises.  Diese  Aufgabe  ist  somit  eine 
Verallgemeiiierang  der  Aufgabe,  einen  Kreis  dorch  drei  Pankte 
SU  legen. 

Fällt  ferner  a'  mit  6,  mit  c,  c'  mit  a  zusammen,  so  erhalt 
man  elo  System  harmonischer  Pole,  und  man  bat  die  bekannte 
Aufgabe,  einen  Kteis  an  seiehnen,  zu  dem  ein  System  harmo- 
nischer Pole  gegeben  Ist. 

Die  genannte  Aufgabe  ist  somit  eine  gleichzeitige  Verall-  . 
gemeinerung  von  zwei  anderen»  welche  gans  heterogen  su  sein 
scheinen. 

Nimmt  man  nur  zwei  Paare,  so  kann  mau  unendlich  viele 
Kreise  coastroiren.  Diese  erffiUen,  wie  aus  der  Auflusung  er- 
sichtlich, die  Bedingung,  dass  sie  dieselhe  Radfealaze»  nimHch 
die  Terbinduiigslinie  der  Mittelpunkte  der  Punktenpaare,  haben. 
Jedenfalls  liest  sich  die  Aufgabe  auf  Kegebchultte  erweitern, 
wenigstens  iSsst  sich  dies  fär  einige  speclelle  Ffille  beweisen. 
So  bilden  diejenigen  Kegelschnitte^  welche  ein  gegebenes  System 
harmonischer  Pole  haben  und  durch  einen  Punkt  gehen,  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten«  die  durch  vier  feste  Punkte  gehen, 
welche  sich  leicht  construlren  lassen« 
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Hefliang  auf  der  karzeii  Basis. 

dem  Herrn  Grafen  L,  v.  Pfeil 
io  GB«d«iifrei  in  Schletien. 


{.  1. 

Aas  einer  Seite  und  den  Winkeln  eines  Dreiecks  werden 
bekanntlich  die  anderen  beiden  Seiten  gefunden.  Sind  die  ge- 
michteo  Seiten  AB  und  AC  (Taf.  II.  Fipr.  1.)  im  Verhältniss  zu 
der  gegebenen,  ßC^  der  Basis,  Grundlinie,  Standlinie«  sehr 
gross,  so  wird  der  Winkel  A,  den  sie  einschliessen,  die  Par- 
allaxe, sehr  k)ein,  und  die  Summe  der  Winkel  an  der  Basis, 
B^C  nähert  sich  zwei  Rechten.  Die  Basis  BC  kann  in  diesem 
Fall  auf  den  cjesiicbten  Seiten  AB  und  AC  beinahe  senkrecht 
stehen,  und  stünde  sie  nicht  senkrecht,  wie  BC  oder  ßC",  so 
kann  sie  auf  eine  solche  Senkrechte  ^Cprojicirt  werden.  In  dem 
Falle  nun,  wo  der  Winkel  A  sehr  klein  ist,  foI(»t  die  Berechnung 
des  Dreiecks  ABC  eigenthümlichen  Gesetzen.  Die  Winkel  ao 
der  Basis,  B  und  C,  verlieren  ihre  Bedeutung  als  Einzelnwinkel, 
ttod  nur  ihre  Summe  B-^C  kommt  SQe  die  Rechnung  in  Betracht 

leh  nenne  darum  Messung  auf  cler  knraen  Baaie 
diejenige  Art  der  Meseusgy  wo  die  gegebene  Seite 
deeDreiecks,  dieBaeie»  so  klein,  und  reep.dieaa  mee-  . 
sendeEntferneng  «o  gros«  ist,  daes  die  Bedeut^ing  der 
Wlafcel  an  der  Basie  als  Einseinwinkel  für  die  Beck* 
aang  Tersehwindet»  und  nar  der  Winkel  an  der  Spitae, 
die  Parallaxe,  in  Betracht  kommt 

# 

§.  2. 

E«  eei  ABC  (Tat  II.  Fig.  2.)  ein  reektwinkikshea  Dreieck, 

Theil  XLVII.  4 
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V,  PftH:  M€stmi9  auf  der  kurnen  BatI», 


worin  B  der  rechte  Wickel.  Wenn  BC  und  A  bekannt  sM,  eo 
findet  nun: 

AB^BCwIgA  A). 

Bleibt  BC  unverändert,  kano  man  für  versc})ie(]ene  Werthe 
von  A  eise  Tafel  aasrechnen«  worin  man  AB  nun  A  findet. 
Diese  Tafel  wird  so  lange  richtig  bleiben,  aU  B  ein  rechter 
Winkel  Ist,  oder  doch  nicht  «ehr  davon  abweicht 

Die  GrSeee  der  npilaeeigen  Abwelebung  dee  Winkels  B  von 
einem  Rechten  iSest  sich  bestimmen»  wenn  die  Genani(^kelt  be» 
kennt  ist,  mit  welcher  der  Winkel  A  gemessen  werden  kann. 

Es  sei  ABC  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ein  Dreieck,  worin  B  der 
rechte  Winkel.    Wird  ß  kleiner   als  während  AB  sich 

nicht  verändert,  so  nimmt  der  Winkel  A  erst  zu,  bis  C=90^ 
ist,  dann  nimmt  er  wieder  ab,  und  uird  =:  0,  sobald  ß  =zO  ist. 
Wird  dagegen  B  grosser  90^,  so  ninimt  A  beständig  ab«  und 
wird  ebenfalls  =  0«  wenn  B  =  180"^  wird. 

Dm  einansehen»  dass  A  sein  Blaiimnm  erreicht»  wenn 
ist,  ftlle  man  b  dem  Dreieck  A'BC  von  A'  auf  BC  den  Per- 
pendikel A'D.    Es  ist  sodann  A'  ss  180»— (A-f  C)  und  ein^' 

Ä  nin  (Ä+  C)  =  sin    .  cos  C+  cos  ^.  sin  C  =  J^g'^^^+ji^*  jf^ 

BC 

Voraussetzung  A*B'ss,AB  ist,  so  ist  auch  sio^'as  ^j|^*sinC* 

Differenzirt  man  diese  Gleichang  so  erhält  man  ^(sin^') 

BC  BC 
s       ^      O  <»der  eon  A'h^  s=  ^  .cos C8C 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung =sO,  so  folgt  0  =  cosC 

abe  C  gleich  einem  Rechten,  und  abo  A-^  B  elienfiüls  gleieh 
.  einem  Rechten*}.  Wenn  sich  also  die  Seifen  AB  und  BC  nicht 
verändern,  so  erreicht  A  sein  Maifanum,  «olmtd  C  ehi  rechter 
Winkel  ist. 

*  • 

Nennt  man  Vt  den  bei  Messung  des  Winkels  A  (Ta£Il.Fig.3^) 


•>  Tergleiehe  p  in  Taf.  II.       90«  bif  87*. 
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leicht  zu  begehenden  Fehler,  so  wird  ABC  so  lange  als  ein 
rechtwinkliges  Dreieck,  nnd  B  als  der  rechte  Winket  darin  an* 
gesehen  werden  können,  als  der  aus  der  Schiefe  des  Winkels  B 
•otspriogende  Fehler  bedeutend  kleiner  als  v,  z.  B.  gleich  \v  ist» 

Üm  die  Art  and  Weise  darsnlegen,  in  welcher  die  Rechnung 
£;erührt  werden  kann ,  und  auch  zu  praktischen  Zwecken ,  Ist 
Taf.  I.  für  ein  Instrument  berechnet,  (die  ßoossole),  wobei  Fehler 
▼on04^  =  6'  leicht  vorkommen  können.  Nach  obiger  Voraus- 
setzung darf  mithin  der  Fehler,  welcher  aus  der  Schiefe  de« 
Winkels  B  (Taf.  II.  Fig.  4.)  entsteht,  vernachlässigt  werden«  so 
lange  Ä'-^Ä  oder  A^Ä'  nicht  grosser  wird  als  3'. 

Untersuchen  wir  zufurderst,  wie  gross  A  (Taf.  II.  Fig.  3.) 
werden  darf,  damit  Taf.  I.  noch  fichtig  bleibt,  wenn  A-\'B  oder 
C^W  wird.  In  diesem  Falle  ist: 

sin^o  =  ^^  =  ~g  =  tangJ  ß). 

Betrachtet  man  eine  iogarithmiscbe  Tafel  mit  sieben  Deel* 
malstellen,  so  findet  man: 

iogsine^55'  UA"  =  %m\\m, 

logtang6052'  24,4"  =  9>061I422 ; 

so  dass  also  bei  diesen  Werthcn  .sin  =  tang ^  wird.  Ist  der 
Winkel  A  kleiner  als  6** 52' 24,4 so  wird  auch  die  Differenz  von 
Sious  und  Tangenten  kleiner,  es  wird  darum  auch  der  Fehler, 
welcher  dadurch  entstehen  kann,  dass  C  =  90^  wird»  weniger 
als  3'  aasmachen. 

Demnaek  kanii  AB  noek  rickfig  an»  Taf.  I.  gefanden  werden» 
wenn  anek  Css  90  werden  sollte»  «o  lang»  A  mdit  gr6s8er  wird» 
als  6»9«»  nnd  da  6»9o  nack  Tafel  I.  einer  Entfemong  AB  tou 
413  Einkeiteo  entspricht^  wenn  =  50  Einkeiten»  z.  B.  Sclirit^ 
angenommen  wfirde»  so  darf  In  allen  Fällen,  wo  die  zn  messende 
Entfemong  fiber  413*  ansteigt»  der  Winkel  C  bis  an  einem  Reck- 
ten waeksen. 

§.4. 

Es  ist  in  dem  sckiefwinklicben  Dreieck  AfBC 

Ä'  H 

Da  aber: 


4* 
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Ä'B  AB 

•o  folgt: 

slD  C  SS  sin  il".  eotg  A  G). 

Setzt  man  in  dieser  Gleicbong  ^  =  6<>52'  24,r  und  A"=A 

Setzt  man  aber  il=se»52'24«r  and  ^1''=^— 3'  =60  49'24,r« 
80  erhält  man: 


logcotg 

=  0,9188579 

60  49' 24,4" 

log  sin 

=  9,0748539 

C  9  f)Oi>  43'  40 

log  ein 

=  9,9937117. 

Da  nun  ÄsslBOo— C)  und  +  C)  =  49' 24,4" 
+  80«  16' 2(y' SS  870  6'  oder  (^'+0  äö«4ö' 24.4"  +  99»  43' 4Är' 
=rl0fP33',  eo  wild  entweder: 

B  =  870  6'  =  54' 

oder: 

B  »  180*>-10ö»  33'  =  73^29'*}. 

Es  darf  dmn,  wenn  Ä  6^  bt,  A  iwimslieii  W54'  nid 
73^87'  faUee,  ohDe  daoo  mr  die  Genaoigkelt  der  Meesuig  ein 
Nachthdl  m  beflirefafeii  iet 

Je  kleiner  A  wird,  um  so  mehr  darf  B  von  einem  Rechten 
abweichen,  ohne  die  Genauigkeit  der  Messung  zu  beeinträchtigen« 
Es  ergiebt  sich  dieses,  wenn  man  in  die  Formel  B  veroebiedena 
Warthe  fi3r  A  einaetzt 

Wann  A  Uber  €!,9^  wSebat,  ao  kain  der  Fehler  |o  naob  awai  ' 
Riebtvngen  bin  niebr  betragen,  ala  3'.  Hlan  aetie  a.  B.: 


A^9f* 

logcotg  rs03S21975 

il'=:/4+3'=80  3' 

logsin  =  9,1462435 

Cs86o   9'  3" 

log6iD=  9,9984410. 

*)  Uie  Seknndea  können  begreiflich  weggeworfen  werden.  ' 

I 

i 

■ 
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.      +  C=    8»3'  +  94051'=  102^  54', 

Ä=  180<»-]02'>54'  =  77«  6'*). 
F«cti«r  aetie  mao: 


58 


logcotg 

=  0,8521975 

logtiD 

=  «,1406601 

6=  79"  46' 31" 

log  sio 

s  9,9980476 

J"+C=    7»5r+  79047'=  87»44', 

Jir-I-Css    70  57' -f- 100»  13' =s  1080 10", 

B  «=  1800— 87»  44'       =  920  16', 

BS5  18QO-108O10'      8s  71<»50'*). 

Es  darf  mitbin,  wenn  A  =  ist,  B  zwischen  86«  48'  nnd 
920  16'  und  ebenso  swiaeheD  77o  6'  und  7P50'  fallen,  ohne  Nacb- 
tbeil  fiir  die  Messung.  Dagegen  würde  swischeo  7700'  and  80048" 
der  Fehler  grosser  sein  als  3'. 

Wird  Ton  1^  bis  3^  die  Gaaauigkeit  der  Tafel  grosser,  et^a 
doppelt  so  grossy  aoganwiMB,  ao  darf  aueh  dar  avliaaige  Fehler 
aar  halb  so  groaa  aeia.  Ulan  hatte  von  V  bis  3o  diesen  Fehler, 
almlieh  vs3"  geaetat  Yen  P  bta  3^  wird  mithla  =  1,5'  aa« 
annehmen  sein. 

Set2t  man  z.  B.: 


A  =  $fi 

logcotg  s  1,4069102 

=  J-1,6'=  10  68' 30^ 

logsin  =  ^37^05 

C  =  800  43'  r 

logsin  s  9,9942747 

0=990  16^59" 

ir'-|.C=loil8^30f'-|-80O43'  88042', 
^"-I-Cssio  68'  30^' -l- 990 16'  69"  =  101«  16', 


•}  Die  Sekandea  könaen  begreiflieb  weggeworfen  werden. 
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9.  Pf€H:  MeMun§  ßuf  dir  kunen  Batii. 


B  3=  180»-      42'  ^  970 18% 
B  =:  180>— 101«  IS'  SS  78»  45^  *). 

Die  Grenzen,  zwischen  welche  der  Winkel  B  fallen  darf, 
damit  ein  durch  die  Schiefe  des  Winkels  B  zq  begehender  Feh- 
ler höchstens  halh  so  gross  werde,  als  der  in  der  Winkelmessung 
überhaupt  leicht  zu  begehende,  und  zwar,  dass  jener  Fehler 
zwischen  =  l**  bis  3*^  höchstens  1,5'  und  zwischen  ^  =  3^  bis  11** 
höchstens  3'  betrage,  diese  Grenzen  drückt  die  hier  folisende 
ZusammensteUung  aus« 

Grensen  des  Winkels  B, 


A 

0  , 

'  1 

0  1 

'  1 

^  1 

»  1 

t 

1» 

76  i 

y  1 

»  1 

.  1 

101  j 

54 

2» 

78 

441 

• 

97 

18 

30 

79 

3 

• 

• 

96 

0 

30 

76 

10 

• 

• 

97 

56 

4«  1 

76 

• 

« 

95 

57 

5" 

75 

32 

• 

• 

94 

34 

6« 

74 

33 

93 

33 

6^  52' ,4 

73 

27 

83 

7,6 

83 

7.6 

92 

54 

70 

73 

17 

79 

20 

84 

34 

92 

49 

80 

71 

50 

77 

6 

86 

48 

92 

16 

90 

70 

14 

74 

14 

87 

40 

91 

52 

10^^ 

68 

33 

71 

43 

88 

»1 

91 

33 

11" 

66 

48 

69 

22 

i32 

91 

18 

In  (Taf.ll.  Fig.  5.)  sind  die  Grensen  in  Ibiem  riehtigen  Ver- 
bmtdss  geseichnet»  innerbaib  deren  B  nnd  C  fallen  darf,  wenn 
J  SS  1«  nnd  wenn  A  s  wird.  Man  siebt,  dass  die  Grensen 
bei  P  nnr  elnfacb,  bei  IP  dagegen  deppelt  sind. 

§.  5. 

Man  erkennt  ans  der  vorstebenden  Zossninienstellnng,  dass 
der  Winkel  ^  (Tat  II.  Fig.  4.)  mehr  gegen  den  spifsen,  als  gegen 
den  stumpfen  bin  abwelcben  darf«  So  darf  bei  A^V*  der  Win- 
kel B  om  W  spitser,  nnd  nur  12^  Stampfer»  als  ein  Rechter 
werden.  Bei  6,9*^  darf  B  nm  17^  spitser,  und  nnr  3^  stumpfer 
werden,  als  ein  Recbter.  Ancb  wenn  A  >  6^0^  ist,  vnd  man  die 
Inneren  Grenzen  der  znlSssigen  Abwelcbang,  ude  die  Zusammen*»  ^ 
Stellung  sie  zeigt,  berftdcsicbtigen  will,  darf  B  noch  ein  wenig 
mehr  zum  spitzen,  als  snm  stampfen  Winkel  abwelehen:  so  bei 
^  resp.  3^  12'  und  2»  16^,  bei  11^  resp.  10  28'  und  V>  Alle 


*)  Die  Sekooden  kdnnen  begreiflich  weggevorf^  werden. 
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diese  Maaise  liegen  ionerbelb  der  blossen  Scbfttsnng 
dnreb  das  Avgenmaass. 

Sind  jedoch  die  Verhältnisse  der  Art,  dass  für  die  kürzeren 
Entfernungen  Aß  überhaupt  keine  gronne  Genaoigkeit  gefordert 
wird,  so  kann  man  die  inneron  Grenzen  von  B  gegen  A'  hin, 
woC=90^wird,  unbemicksichtigt  lassen.  Die  zulSssigen Grenzen 
von  ß  sind  dann  gegen  den  spitzen  Winkel  hin  sehr  ausgedehnt 
Sie  fallen  z.  C.  bei  -V  zwischen  TT' 50',  und  9-2«'ir)',  bei  11«  zwi- 
schen 66^48'  und  IS',  wie  die  Zusanimeuäteiiung  am  Ende 
von  §.  4.  zeigt. 

Zorn  Vergleich  stehe  hier  nocb  das  Maximum  des  Fehlers, 
welcher,  wie  wir  sahen,  eintritt,  wenn  C=90^  wird.  Der  Fehler 
ist  in  der  folgenden  Zosanunenstellung  in  Einheiten  von  BC^SO 
ausgedrackt. 

Es  ist  sodann  iu  (Taf.IL  Fig.  3.)  nach  Formel  A): 

ABssBawigA, 


nnd: 


A<^Bss 


BC 


sinii« 

Ffibrt  inao  die  Rechnung  ans»  so  findet  man: 


Bei  ^  = 

A^-Ass 

{  Bei  s 

-40— il« 

0,4 

70 

3,1 

8*» 

3»5 

30 

w 

4<> 

1,7 

50 

11« 

2,6 

Uleroach  wlfd  man  bei  der  Messung  auf  der  iairseo  Basis 
stHs  sieher  gehen,  wenn  man  die  Ricbtnng,  in  welcher 
die  Basis  gemessen  werden  soll,  nach  dem  Angen* 
maass  so  wühlt,  dass  sie  mit  der  sn  messenden  Ent* 
fernang  einen  Winkel  bildet,  welcher  wenig  kleiner 
ist,  als  ein  Reehter. 


{.  6. 

Wenn  es  nicht  angebt,  ßC  (Taf.II.  Fig. 7.)  beinahe  senk- 
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reebt  auf  AB  zu  oehmeD,  so  moss  (\\e  abgemessene  Liog^  AB 
entsprecheod  redncirt  werden.  Aach  hier  folgt  dio  MoMulig  auf 
der  karaen  Basis  e'igeDtbaBilichcn  Gesetaen. 

Es  sei  BC  in  erheblich  scbrüt^er  Rlchtong  gegen  Aß  ge- 
messen worden.  Man  errichte  in  B  die  BD  seukrecht  auf  Aß, 
so  ist: 

BÜ^AßAangA, 

wmA  mnA 

abo: 

amA  '  cmA 

Es  lat  also  die  VerhSItaisssabl,  womit  AB  wegen  der  Pro» 
jectioo  voD  BC  aaf  BD  mnltipliGirt  fperden  mnsa»  oinüeb: 

BD  sin  (A  ^B)  _  sin  C  ^ 
BC^~^A    — cosJ ^' 


S.7. 

.  Der  Cosinas  vod  A  ändert  sich  zwischen  1®  und  IP  so  HD- 
bedeutend,  dass  man  filr  die  verlangte  Genaaigl^eit  der  Mesanng 
Iba  in  eioem  Mittel  als  conatant  betracbten  kaan. 

*  Dieses  Mittel  wird  den  kleinsten  Fehler  geben,  wenn  man 
den  Cosinus  eines  Winkels  (p  für  cos^  in  der  Formel  E)  so  an- 
nimmt, dass  die  Differenzen  in  der  zu  messenden  Entfernung  AB 
beim  kleinsten  Winkel»  den  die  Tabelle  (Tafel  1.)  giebt,  und 
beim  grussten  einander  gleicb  sind. 

Bedeutet  A  den  kleinsten,  nA  den  grOaaten  Winkel,  welchen 
die  Tabelle  (hier  Tafel  I.)  enthalten  soll,  so  verhalten  sich  bei 
der  vorausgesetzten  Kleinheit  des  Winkels  an  der  Spitze,  die 
Selten  Aß  beinahe  umgekehrt,  wie  die  Parallaxen.  Wenn  also 
diese  sich  verhalten,  wie  AinA,  so  werdea  jeae  aieb  verbaltea, 
wie  uAiA, 

Sollen  mitbin  die  Fehler,  welche  ia  der  Formel  £)  ao»  einem 
conataaten  Nenner  entspringen.  In  dem  man,  wie  gesagt»  anaCatt 
des  weebaeloden  ooai^  den  aaverSaderllebea  eoa^  aetit,  aoUea 
Jene  Fehler  heim  grSasten  und  kiebiatea  .Winkel  der  Tabelle 
einander  gleieb  sein,  so  rofisseo  dieselben  bei  der  grOsaten  Par- 
allaxe nA»  im  VerbSltalss  au  der  an  meaeeaden  Eatfeiming» 
«mal  ao  groas  sein ,  als  bei  der  klelasfen  PeraHaxe. 
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^  kt  9  ein  mittlerer  Winkel,  dessen  Cosinus  als  constant  an- 
geiiaiiiiii«D  iverden  soll,  so  wird  die  Formel  E)  laaten: 

^^DjA+Bi  _amC  

Der  Fehler  beim  kleinsten  Werth  der  Parallaxe,  bei  A,  ist 

^E^^^'"  ^,  der  Fehler  dagegen  betm  grOnitoo  Werth  d«ff 

cos 9    cos^  o  o  » 

Es  moss  dämm  folgende  Pro|»ortion  riehtig  sein: 

COS^'^COS^/    \C0Sllil^C0S9/  *"* 

Dma»  folgt: 

(cobAwbhA — eos9  €eeiiil):(eoa^  eoa^ — cos^eoaiiJ)  s'lm 
and: 


0»  +  1)  cos  A  cos  nA 
eo89  —    ^  cosn^  +  cos  A  * 


oder: 


 r-^     («+!)  Vi —sin« ^  VI 

Entwickelt  man  die  Wurzeln  darch  Reihen»  und  lässt  die 
büheren  Puteitzcn  urul  die  Produkte  der  Sinns  w^jen  ihrer  Klein* 
heit  verschirinden,  so  ist 

i-«sin  9>  —    R(l-«^»|nS|| +  (1  - i sin«^) 

_  (n  +  l)  (1— isin««il->isina^) 
^  n(L^iamhiA)-^il^^mB^A)  * 

Wegen  Kl^nheit  der  Winkel  kann  aln^^  s  n'sin'J  ge- 
telst  werden.  Ea  iat  dämm: 

j  .  ,   _  («  +  iXl—in'sinM—  *  sin^ ,4) 
^  »(l— iwÄsin^)  +  (1— isina^i) 

_  (ii-H)[l— i(nHl)8iP*^l 
-(ii  +  l)-.4(«»  +  l)sln^il 

l-.|(»a4l)rinM 
~l-i(n«-f»  +  l)»lnM* 

also: 
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l^|(»«>-n-t-l)  sinM  - 1  V  l(n^  +  i)  ain*A 

uod: 

Man  darf  den  Subtrahendus  ^  (/i^— ^i^-l) ginM  wegen  seiner 
Kleinheit  verächwindeu  iassen  *).    Es  ist  alsdann: 

sin  (p  =  sin^  Vn» 

oder  wegen  der  Kleipheit  dee  Winkele  g»,  and  A  aiieb 

t^^AVn.  H) 

Erbebt  man  den  Ausdruck  wieder  snm  Quadrat,  eo  kann 
man  daraus  eine  Proportion  bilden: 

Ai^  —  tptnA, 

Das  heisst,  der  Winkel  (p  ist  die  mittlere  Propor- 
tionalzahl zwischen  dem  grussten  und  kleinsten  Win- 
kel, den  die  Tabelle  entbalten  soll. 

» 

Wollte  man  Jedocli  aiw  irgend  einem  Gmnde  die  Rechnong 
genaner  filhren,  ao  wttrde  man  liir  1:«  das  Verhiltniss  der  Co» 
tangenten  des  grSssten  und  kleinsten  Winkels,  den  Tafel  I.  ent- 
halten «oll,  also  annehmen.  Die  Rechnung  stellt  sich 
dann  filr  die  Pormel  G)  wie  folgt; 

sin 9»  =  B\nA\[^_^^^J^^ 


*)  Das«  der  Nenner  l^i(n*^n'^\)aln*A^l  geaetst  werden  kösae, 
•i^t  mao,  wenn  man  dentelben  in  Zahlen  entwickelt.  Es  ist  in  Taf.  I* 
der  ^rösste  und  kidntte  Werth  der  Parallaie,  resp.  1*  md  11«,  also 
ilsl^  llilss:lP,  nnd  »sll,  mithin  nach  Formol  B)t 

Nach  Formel  6)  iat  9  =  8*  8S'  5,4*  wie  obsa  bsrsohnet  wird.  Em 
ist  aber: 

log  €08  3»  19'  O''  =  9,9992707 
logeos8«  89^  M'  =  9,9992492 

Man  lieht,  dase  die  Differtns  gaas  bedentoagslos  ist. 
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Settt  man 


and  also 


folgt: 


tt-l- 1)  «ioM  =  cos<Q. 


8tD9  =  — -  ^  ,  V«. 


cosQ 


59 


I) 


Die  Zahloorecbnaog  würde  io  folgender  Art  zu  führen  sein: 


10 
110 

lOgCOlg  EfdO^MiOSf 

logcotg«  0,7113477 

«II  =  11,1360 

COig  m.V 

log       s=  1,0407308 

=  124,0114 

log       =:  2,0934616 

n«-n  +  l  =  113,8754 
i(n«-»+l)=  56.9077 

ilog  =  0.8777000 
logsio  =  8,2410553 

logsin  =  9,1195553 
logco8  =  9,9962010 

Q 
n 

-log  cos  =  0,0037990 
^  log  =  0.5233654 
logsio  =  8,2418553 

9  =  30  22' 5,4" 

log  sin  =  8,7690197 
log  €08=  9,9992492 
-logcofls  0,0007608. 

Hätte  man  nach  der  Formel  H)  gerechnet,  so  würde  man 
9  =  3»  19'  O''  erhalten  haben.  Die  Bedentang  des  Wertbes  9 
für  Tafel  IL  wSre  dieselbe  geblieben* 

Tafel  IL  ist  nacli  dem  Werth  —  cos  9  s  0,0007508  berech- 
nel  Um  den  daraus  entspringenden  Fehler  für  die  Messung  zn 
erkeitneD,  sei  bei  den  fiussersten  Grenaen  Ten  Tafol  L*  M  ^  sas  P 
ond  bei  il  =s  11<»,  für  (Ai-  B)  oder  C=30»  die  Rechnung  nach 
der  genauen  Formel,  and  nai^  der  Fenael  ftr  Tafel  IL  geflihtt 


Digitized  by  Google 


00 


V.  i*/>ll.*  Manmg  wf  der  ktarnm  Bath. 

ßC.BinC 


Die  genaue  Fomel 

giebt  folgende  Werthe: 

€»30» 


eia<^ 

log     « l,fi089700 
logeiii  =  9,e9097OO 
^ogein  » 1,7581447 


P  ietilB'  8sa43M67 

leg  s  3,1MÜ847 

.4  =  11« 

-log  sin  =  0,7194012 

Faril=  110  ist  il^'=  131,0214   {         log  =  2,1173412. 
Nach  Formel  F)  let  gemSee  Tafel  IL 

sin  C 


€s30>» 
9»  s=  3»  22' 6,4" 


C08  9 

legsio  SS  9,fi080niO 
— logeoeasOMOTBOS 


113=050085    I  log » 1MHI07208. 

la  Tafel  I*  tot  AB  oacb  der  Foimel  A)  berechnet. 

AB  =  BC.eoigA 
BCssfSQ  leg  =  1,6089700 

^  =  10        log  cotg  =  1,7580786 


AB  =  2864,498 

P 


log  s  ^4670486 
log  ^  9,0997208 


Far  A^V  let  ^Jr» JB.p-»1434»724   log  =  3.1567693 


IP 


logcotg=  0,7113477 


Aß  =  257,2271 


F«fil»ll^tJB^»ilB.pa]28^ 
MItluD  aind  die  Differenzen: 


log  =  2,4103177 


log  2.1100385. 


1432,467 
- 1434,724 

Bei  4=  l^  'wkAB'-'AB^sz  = -2»257. 

131,0214 

- 128,8304 

MA^IV^  let  AB^'-AB'ss  =  +2.185. 
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Dieses  ist  der  Werth  in  Eiobeiten  der  gemessenen  ■Eotftr- 
Dung  fär  iBC=  50;  in  Procenten  der  riehtigen  Entfernan&r  aus- 
gedrückt, ist  dieser  Werth  bei  ii  ss  l«*  eo  viel  als  O^lOj^  bei 
A  =  11^  dagegen  1^678  deraelben. 

Es  wird  also  oiit  Hülfe  von  Tafel  IL  die  gemessene  Ent- 
fernung» wenn  der  Winkel  C  oder  {A^B)  =  SO^  oder  =  150»  ist, 
nir  die  Parallaxe  il  s  1^  nm  etwa  2  Einheiten  zu  gross«  ftir  die 
Parallaxe  A  =  IP  dagegen  um  etwa  2  Bioheiteo  zu  klein  ge> 
fnnden  werden,  wenn  die  Baaia  ßC  filnfzig  Einheiten  lang  Int 
Gegen  JsM^  bin  wird  der  Fehler  von  beiden  Selten  her  klei- 
ner, nnd  Tetnebwindet  bei  ii =3,4^  gänsllcfa.  Man  nlehl^  dasa  ein 
eoleher  Fehler  TemacblSseigt  werden  darf,  nnd  daee  es  daher 
inllnaig  ist,  flir  die  Berechnung  von  Tnfel  II.  einen  eonninnten 
Werth  des  Nennen,  eos  C  anannehmen. 


Der  Unteraehled  von  AB  (Tat  11.  Fig.2.)  nnd  AC  kann  ver> 
nnebttsalgt,  nnd  AC^AB  gesetst  werden.  Denn  wenn  BssW^ 
80  Itt,  wie  In  Formel  D): 

BC 
ainii 

Die  nachstehende  Zusammenstellung  zeigt  von  Grad  zn  Grade, 
wie  gross  der  Unterschied  von  AB  und  AC  ist,  und  zugleich  die 
halben  Diderenzen  der  nacti  Tafel  1.  ^emeaseneo  Entfernungen, 
aia  den  mntbmassticb  begangenen  Fehler. 


A 

AB 

[  AC 

Diff. 
AC'-AB 

Halb  Diff. 
an«  Taf.L. 

1» 

2864,50 

28G4,Ü3 

0,43 

68 

1431,81 

1432,69 

0,88 

18 

964,06 

966,37 

Ul 

8V  S 
16)? 

4« 

716,03 

716^78 

1,76 

9fi 

671,60 

673,69 

2,19 

6 

6» 

476,72 

478,34 

2,62 

4 

70 

407,22 

410,28 

3,06 

3 

6» 

355,77 

359,26 

3,49 

2 

90 

316,69 

319,62 

3,93 

2 

KT» 

m66 

287,94 

4,38 

1^ 

11» 

»7,23 

20%O4 

4,81 

w 
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Die  Differenz  AC — Aß  versch windet  noch  mehr,  wenn  mao 
gemäss  der  am  Ende  von  §.  5.  gegebenen  Regel  bei  der  Mes- 
amig  den  Winkel  ß  ein  wenig  kleiner  du  ÖO*  angenemmen  bat 

Blosste  jedoch  BC  in  bedeotand  ndiriger  Stellong  gegen 
AB  gemensen  werden,  so  du«  die  Anwendung  von  TaM  II. 
notbwendig  wurde,  ao  findet  man  erforderlichen  Fallaa  AC,  In- 
dem nao  bei  Anwendung  von  Tafel  IL  C  für  B,  und  B  (Ma  C 
aetit 

Man  ersieht  aus  der,  4n  den  vorstehenden  Paragraphen  ge- 
gebenen Darstellung,  dass  eine  erhebliche  Vergrösserung  der 
Basis  ßCs  und  damit  des  Winkels  A  für  die  Praxis  keinen  Vor- 
tbeil  gewähren  wOrde;  einmal»  weil  die  zu  messenden  Ent- 
fernungen yerhältnissmässit;  zu  kurz  werden,  um  sie  ohne  An- 
wendung eines  zweiten  Winlccls  richtig  zu  finden;  dann,  weil 
eine  einigermassen  bedeutende  Abwetchnns^  des  Winkels  ß  von 
einem  Rechten  das  Resultat  dor  tiürecbnuog  aus  Talcl  I.  uo» 
richtii?  machen,  man  also  ßC  iörmlich  anvisiren,  und  überall  die, 
in  der  Kegel  entbelii liehe  Tafel  II.  anwenden  müsste;  drittens» 
well  es  nicht  zulässig  wäre,  liir  die  Berechnung  von  Tafel  11. 
den  Wei^th  von  cos  A  als  constant  anzunehmen,  wie  §.7.  geschieht; 
endiich,  weil  Aß  und  AC  zu  sehr  verschieden  sein  wQrden,  und 
es  in  vielen  F&lleo  wanschenawertb  iatt  beide  xugieicb  au  er* 
halten. 

Alle  diene  Umitiode  rechtfertigen  lagleicb  die  Benennung 
dea  Verfahrene  ata  Meaaung  auf  der  kuraen  Baaia. 

{*  9. 
Beispiele. 

In  den  hier  folgenden  Beispielen  wird,  wie  bereits  erwShnt 
wurde,  vorausgesetzt,  es  stehe  eine  gute  Feldmesserboussole, 
wemuglich  mit  Fernrohr  versehen,  und  irgend  eine  Vorrichtung, 
um  eine  LSogo  von  10  Ruthen  ssSOx  lu  meaaen  anr  Diapo* 
altion*). 

Eaael  von^m  Punkte  B(Taf.  IL  Fig.2.)  anadleEntfemungil^fl 
an  meeaen.  Ein  Beobachter  etelle  dleBouaeole  fllber^,  und  viaire 
nach  A,  während  augleich  ein  aweiter  nach  dem  Augenmaaaa 
ungeOhr  aeokrecht  auf  AB**)  eine  Länge  von  BC^  ID^  ssfiOK 

•)  Bin  blosMt  Abaebfeilea  der  Best«  würde  vagenngead  sein. 
*")  Teigl.  wegen  der  selftwigea  Abwelchang    4  and  $.  ft. 
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abmisst*).  Der  erste  Beobachter  stelle  darauf  die  Boussole 
über  C,  und  visire  nochmals  nach  A.  Der  Unterschied  der  Vi- 
siminkel  bei  ß  und  C  giebt  die  Grösse  des  Winkels  A.  Man 
sucht  Winkel  A  in  Tafel  1.  in  der  ersten»  mit  A  (Grade)  über^ 

sehtiebeDeii  Spalte»  mid  liadet  daDebvn  In  der  sweiten,  mit  d 

iibenehriebenen,  die  Entferiiiing  in  Schritten. 

Die  dritte»  mit  Diff.  beaetebBete  Spalte  giebt  von  1^  bis  3<> 
die  Differenzen  der  Entferniingen  d  von  3  zu  SMinoten»  uod  von 
bis  11^  diese  DiffereDsen  von  6  so  6  Minuten. 

Diese  Spalte  drückt  zugleich  den  äussersten,  bei  der  Mes- 
sung möglichen  Fehler  aus,  wenn  man  annimmt,  der  Fehler  in 
der*  Winkelmessung  betrage  Vio^»  ^^^^  6  Minnton.  Genügt  die 
erlangte  Genauigkeit  nicht  Ifir  den  Zireck  der  Messung,  und  hat 
man  Zeit,  so  kann  man,  wie  Beispiel  9  nüber  anallbN,  ton  ß' 
(Taf.  II.  Fig.  6.)  nach  C,  von  nacb  C"  u.  e.  w.  die  Messnng 
wiederholen,  und  ein  Mittel  nehmen;  oder  noch  besser,  wenn  es 
angeht,  bei  grosseren  Entfernungen  die  Basis  BC  In  einer  LSnge 
von  50'''  anstott  von  60  K  abmessen.  IMan  erbilt  dann  die  Ent- 
fernung d  In  Ruthen. 

Die  Distanzen  von  =  P  bis  J  =3^  sind  in  der  Voraus* 
netznng  berechnet,  man  habe  aus  mehreren  Winkelmessnngen 
ein  Büttel  genommen,  welches  bis  auf  Vio^  richtig  sei. 

Es  Ist  noch  m  erwähne  u,  dass  nach  der  üblichen  Gonatm* 
etion  der  Bousaole  die  Magnetnadel  an  dem  rechts  liegenden 
Punkte    stets  nebr  neigt*  als  an  dem  links  liegenden  Punkte  C. 

Beispiel  1.  Die  Entfernung  eines  Punktes  A  von  B  aoe 
soll  gefunden  werden.   (Tat  II.  Fig.  2.) 

Man  messe  iBCsslO^  s  60««  indem  man  sogleich  von  B 
gegen  A  vishrt 

Dte  Magnetnadel  selge  

Darauf  visire  man  von  C  gegen  A.  Die  Nadel  zeige  28I,3<> 

Man  erhält  A  =  3,5" 
Neben  3,5  findet  man  in  Tafel  I.  die  Entfernung  i2  =  817x 
mit  einem  muthmassiichen  Fehler  von      s=  12k 

Ich  wähle  für  Ruthen  die  Bezeichnung  anstatt  der  ge- 
bräachlichen  ^,  weil  letztere  auch  für  Grade  gebraucht  wird,  und  sie 
hier  oft  sa  Verweehaeiangen  Aniaas  gehen  wfirde. 

**)  Oer  nrathmaMUGhe  Fehler  ist  von  dem  mftgllehen  an  onter^ 
■«Mdeo.  Der  lelstere  durfte  doppelt  so  gvoM  «asoaehmen  sein. 
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fi ei«ptel  2.   Man  verlahre  wie  io  Beispiel  1.  aod  erhalte 

MB  

n  C  eilialte  man  79,7^ 

-4  =  6,90. 

Neben  A  =  5,9^  findet  mao  die  Entfernung  d  =  4Ö4x  mit  ei- 
nem motbmaaalielien  Fehler  von  %  =  4x. 

Beispiel  3L  Io  elDMo  ihnlielrao  Falle  «rbalie  man  bei 

B   2,70 

C   358,y» 

Ahgesogen  von  362,7''  giebt  A  = 

weflir  man  die  Entfernimg  findet  4  s  763K  mit  eioem  niithmaes- 
llehee  Fehler  ven  ^/t  s  IOk. 

Beispiel  4.  Eine  sehr  kurze  Eotferoung  AB,  etwa  die 
Breite  einea  Fluaaea  sei  za  messen. 

Man  messe  von  ß  oaeli  C  aar  2*  ss  IHM  ab.  Man  vialie 
In  B  naeh  4»  und  erhalte  134«4<* 

daiaof  viaire  mao  ¥on  C  naeb  il»  und  erhalte  123,7^ 

Abgeaogen  giebt  Ift7*^ 

Man  suche  zu  A  zzz  10,7^  die  Entfernung  265^«,  welche  mit 
0,2  multipiicirt  63*  als  die  Breite  des  Flusses  giebt,  mit  einem 
mnthmasslicben  Fehler  von  0,3x. 

Beispiels.  Es  soll  die  Entfernung  eines  sehr  entlegenen 
Punktes  gefanden  werden.  (Taf.  II.  Fig.6.) 

Man  metise  BC  =  50*^  fünfmai,  aber  an  ctvvas  verschiedenen 
Stelieo,  80  dass  dio  Punkte  ß\  B'\  B"'  u.  s.  w.  etwa  1^  aus 
einander  liegen,  und  ebent^o  die  Punkte  C,  C"  vt.  s.  w.  Mao 
visire  von  B'y  B"  u.  a.  w.  und  von  C,  C"  u.  s.  ^v.  fünfmal  gegen 
A>  Mao  erhalte 


e 


Digitized  by  Google 


9.  Pf$U:  MeMiHHg  auf  der  imrswn  Bnsis.  65 


bei    bei  C  ....  .  mti» 

ir.  .  .  .    236,0  „  C"  234,4 

Ä*.  .  .  .  235^  „  C*  234^ 

B^f  .  ,  .  .  2:i5,6  „  C'^  .  .  .  .  234,1 

Br,  .  .  .  235,5  „   234,0 


Mittel  0  =  236,80<»  Mittel  C  -  234,281» 


Die  i?-C=  1,520*). 

!Vlan  findet  oeben  ^4  =  1,55**  die  Entfernang  rf  =  1848s«  und  mit 
Hinzurecbuung  von  '/ö  <^6r  Differenz  aus  der  dritten  Spalte  mit 
37  ergiebt  sich  die  gesuchte  Entfernung  d  =  1885X  mit  eioer 
mothmasslicbea  ünsicberheit  von  = 

HAtte  maat,  aDstatt  die  VisiniDg  Ainfmal  sii  vriederboten, 
die  Baele  BC  fönffach  so  lang,  =  50^  gememen,  so  würde  maa 

für  il£ss7,7**  die  Entfernung  d:=^d!70^  mit  einem  muthraasslicbea 
Fehler  von  =  12^x  gefunden  beben.  Um  Schritte  zu  ei^ 
halten,  wurde  370  mit  5  multipliclrt,  was  laSO«  ergab**). 

§.  10. 

Beispiele. 

Geht  e«  nicht  an,  oder  i^t  es  nicht  bequem,  BD  (Taf.  II.  Fi^.7.) 
beinaiie  senkrecht  auf  AB  zu  messen,   oder  will  man  aus  BD 

*)  Die  ^enantren  Mnn.ise  würden  folgende  gewesen  sein: 
bei  Ä'  .  .  .  .  236»  6'  28,8"  bei  C  ...  .  884"  34'  4,4* 

„        .  .  .    286  57    14,4  „   f?"  .  .  .      „    24  50,2 

„  Ä"  .  .  .  .        48    0,0  „   C*^  .  .  .     „     15  36  0 

„  ßlf^ .  .  .  38  45,6  „    C'^.  .  .   „      6  2l,H 

„  ff''.  .  .'.      29  :n,a  „  cf" .  .  .  233  57  7,6 


Mittel  ß  =  235«>  48'  o"  Mittel  €  =  234«  15'  36'' 

SS  235,800  -s  234,26« 


Oiff.  ß-^C=  !•  82^  24^  s  1,54«. 
**)  Die  richtige  Entfernong  wurde  ]859,8X  f^eweeea  eeia*  Die  Dif- 
ferenz Ton  bezüglieh  —  25X  orter  -\-l01^^  je  nachdem  man  aas  einer 
fünfmaligen  AoTisirnng  von  A  ein  Mittel  nahm,  oder  aber  eine  fünf- 
fach HO  grosse  Basis  abrnnsn,  diese  Differenz  entsteht  dnrans,  daxs 
man  bei  genauer  Mensunjo^  nicht  A  —  1,52^,  sondern  1,54  utni  bezufrlich 
nicht  yl  =7,70  =  7  42'.  sondern  y|  =  7,656«  =70  39' 21,5"  liäUe  erhalten 
DBÜssen ;  eine  Di^feren/  von  0,044®,  welche  die  Toraosgesetztc  Genauig- 
keit des  Messinstruroents  nicht  gewährte.    Uan  ersieht  übrigens  ans 

TkeU  XLVU»  5 
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die  EntfernnDg  von  Punkten  beetimin^D«  welche  gegen  BC  eine 
erbeblicb  schräge  Lage  haben»  so  ist  man  genöthigl»  eich  der 
Tafel  IL  sa  bedienen. 

Man  bestinittit  zuerst  Aß  aus  Tafel  f.,  wie  gewöhnlich. 
Alsdann  sucht  in;in  entweder  {A^Bj  oder  C  in  einer  der  ersten 
beiden  Cotonnm  von  Tafel  II.  Der  daneben  stehende  Werth 
von  p  wird  mit  Aß  niultipHcirt.  Das  l^rodukt  AB.p  ^  Aß' 
iia(  Ii  Wegw  erhin:;  von  drei  DecimaUtellen«  giebt  die  gebuchte 
Entfernung  des  Punktes  A. 

\Väie  daran  gelegen,  auch  AC  wa  finden,  so  verföhrt  man 
ebenso»  sucht  jedoch  {A-i-  C)  anstatt  {A  +  B)  ode?  B  anatati  C 
in  einer  der  beiden  ersten  Colonnen  von  Tafei  IL 

Häufig  wird  es  bequem  sein,  AB  nicht  mit  p,  soudecu  mit 
der  dekadischen  Ergänzung  von  ;>  zu  multipliciren,  und  das  Pro- 
«iukt  von  AB  abzuziehen.  Der  Ue^t  ergiebt  dann  die  gesuchte 
Ei»tlernung  Aß'. 

Beispiele.  (Taf.  II.  Ftg.7.)  Es  sei  in  einem  Falle,  wo 
sich  BC  nicht  beinahe  senkrecht  auf  AB  messen  liess,  ^=3  3,9^ 
gefunden.  Man  erhielt  daneben  fl5  =  733x.  Es  .sei  aber  der  Win- 
kel, welchen  BC  mit  AB  bildet,  nämlich  J?=:59^  also  (A  i- B) 
=  62,9^.  Neben  62,9»  findet  man  mit  Beracksichtignug  der  Oif- 
ferens  in  der  3ten  Spalte  p  »  0»892. 

Durch  Multiplication  erhält  man  733  x  0,892  733  —  733 
X0,]08  =  733— 79=:654K=5^^  als  die  gesuchte  Entfernung. 
Der  niuth  massliche  Fehlw  wird  En  dem  Terhiltnisse  kleiner,  als 
BD  kleiner  wird.  Er  beträgt  also  in  dem  vorliegenden  Beispiel 
10/^x0,9  =  9«. 

Beispiel  7.  Gegeben  ^=2,400  und  ^=131,3«,  also 
(A-^B)  =  \dS,7^,  Man  findet  aus  Tafel  I.  1193,  und  neben 
134»  mit  Berücksichtigung  der  Differenz,  p  =  0,725,  mitbin 
Jß=1193x0.725=:865X,  mit  einem  miithmasslicben  Fehler  von 
*V«X0*7«9X. 

Beispiels.  Ee  sei  iil»  9,8^  und  ITssSO^  also  il-t-lTsSQ^^. 
Man  sndie  aus  Tafel  L  an  9JSf^  die  Entfernnog  <{s=290X,  und 


Beispiel  5.,  dass ,  wo  es  angeht,  die  Abmessung-  einer  I5n<rrreti  Basia 
vorzuziehen  ist«  Die  Annahme  eine»  (llittels  u;ah  20l,ü  ula  öi-n  itmth- 
massUchen  Fehler,  die  läugere  Basis  dagegen  nur  12^K.  Dtr  Fehler^ 
7,7^  anstatt  7,656o,  wurde  absichtlich  «ehr  gros«  angeuommeo. 
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n  A+  die  VerhältnissBabl  p  sa  1,002,  ao  erhilt  naa 

AB  =  290x1,002  =  201  al«  die  gesncbte  Entreronng,  mit  etoan 
mutbmasslichcii  Febtor  von  %  ^  l^S*^»  Man  ersiabt»  das«  dia 
ßaradEaicbtigaog  dar  scbrigan  Rlcbtong  von  BC  varnacbUlaaigl 
weidaii  banala' 

$.  IK 

B  e  i  a  p  i  a  i  e. 

Ea  vSgeo  bier  nocb  einige  Anfgabea  dar  militairiaeban  Faid* 
meaalconat  folgen»  am  dia  Anwandbarfcalt  daa  Varfabtaa«  an 
leigao. 

beispiet  9.  Aus  eioem  gegebenen  Punkte  dia  Lage  ainaa 
indaren  Ponkla«  aa  bestimmen*  (Taf.  II.  Fig.  2.). 

Her  gegebene  Punkt«  an  «relebam  aieb  dar  Baobacbtar  ba* 
iadat,  aal  B,  derjenige»  daaaen  Lage  bestimmt  «erdaa  aall,  aei 

Man  maaaa  aoa  B  aiae  Baals»  BCt  von  60*  oder  baaflglieb 
▼OB  50*  ab  (ja  aaeb  dar  Eatfarnnag  fod  A)  ungafiibr  aankraebt 
aaf  AB*)>  Man  vlairt  von  B  gegen  A  nnd  findet  die  Riebtang 
▼ae  AB  dateb  dia  Magnetnadel.  Ferner  vlstrt  man  von  C  gegen  A» 
aad  daieb  beide  Vislrllnlan  arbsit  man  den  Winkel  4; 
Wiabel  A  findet  man  aus  l^afel  I.  dia  Eatramong  den  Pnnktaa 
A,  aad  da  maa  anch  die  Riebtung  von  AB  kennt,  ae  Ist  die 
Lage  dea  Pnnktaa  A  gegen  B  bestimmt 

liei^piel  10.  Aus  einem  gegebenen  I^unkte  A  die  Lage 
des  Punktes  B  zu  bestimmen»  wo  sieb  der  Beobacbter  befindet 

EMa  AnUfisung  dieser  Aufgabe  lat  eben  ao»  wla  im  Bei- 
aplal  «.*♦*). 

Beispiel  11.  Eine  grosse  Stooc|linie  zu  geometrischen 
Zwecken»  etwa  eine  Viartelmeile  lang  an  meaaan.  (Taf.  iL  Fig.  &) 

Naabdam  maa  die  fiadpankte  der  gatwfibltan  Standllnla  dent- 
Hcb  baaaicbnat  bat»  manaa  man  aankraebt  auf  diaaalba  alaa  Baala 


*)  V«rgl.     5.  am  Ende. 

**")  So  ist  in  den  Belnpirlon  1.  hin  5.  überall  ni<-ht  nur  die  £oCfer- 
nSDg  von  A,  «ond«rn  auch  d«<i.sen  Lu<;e  i^e^cn  B  bekannt. 

**♦)  Belcanntlich  sind  znr  Lösung  dieser  Aufgabe  nach  den  ge- 
wöhnlichen Methoden,  mit  Hnlfe  der  BouNsole  zwei,  ohne  dieae  drei 
gegebene  Funkle  iu  günstiger  Lage  erforderlicli.  Vergl.  Wfldell» 
dae  aiilitslri*che  AufnelisM»,  §.38. 
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BC,  VOD  50''  Länge,  und  verfahre  dabei,  wie  in  Beispiel  5.,  in- 
dem man  den  Punkt  A  aus  verschiedenen,  eine  Ruthe  aus  ein- 
ander liegenden  Punkten  der  Baai«  BC  aovisirt,  nnd  aus  5  Mm» 
sungen  elo  Mittel  uiromt. 

Man  habe  folgende  Riebtungen  der  Vislrlinie  AB  erhalten: 


Bei   66,10 

jr  66,0 

n'"  65,9 

B^^  65.8 

B^  >  .  65,7 

Mittel  ff  9  65,90» 

Bei  C  60,5« 

C"  60,3 

C  60.2 

{?v  m,\ 

,   (iü,u 


Mittel  C-^*m)3 

A  =  5,680*). 

Man  erhSIt  hei  J  =  5,68  eine  LSnge  der  Standlinie  <f=  502,8'', 
mit  einem  muthmasslichen  Fehler  von  =  2^^,   oder  etwa  0,44 


Procent  der  gemessenen  Länge.  Mit  einer  halb  so  grossen  Ge- 
nauigkeit, also  mit  einem  Fehler  von  0,88%  ^^ird  man  von  den 
Endpunkten  dieser  Standiinie  aus  versrhicdeno  Punkte  der  Um- 
gegend bis  zu  einer  zehnfach  so  2;ross{Mi  l^ntfernniii?,  also  bis 
gegen  50W  oder  Meilen  hestinniien  können.  Der  mutbmass- 
liehe  Fe!iler  in  der  Lage'  dieser  Punkte  i^firde  also  sein  0«44 
+  0,88  =  1,32  =  Ii  7o  «twa  **). 


*)  Genavsv  «firde  die  Measnag  felgende  gewetee  •eins 


Bei   

.     „     l  IT 



Ä*^.  .  .  . 

•  •  .  :  • 

„   18  S8 

cir  

„  «40 

ff ^ »  »  •  ♦  . 

,,0  0 

Mittel  B 

=  65«  54' 88' 

Mittet  ffss 

Diff.  Ä  —  C=il  =  5«  40'  50''  =  5,6806« 

•*)  £•  aci  die  ridllig  geneMene  Standlinie  die  daran«  richtig 
abgeldtete  Bntfttanng  eines  Pnnlites  «et  AI,  we  ^  irgend  eine  FnnItCieii 
VfB  4  bedentnt  Nnn  sei  die  idblerhafi  beetininit«  Standlinie  j^sd; 
und  die  Fnnlaion  ¥  werde  nn  i^f  feiilerhalt,  lo  ergiebt  sieh  die 
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Man  ersieht,  dass  eine  solche  Genauigkeit  in  Fällen  aus- 
reichen dürfte,  wo  es  an  Zeit  und  Gelegenheit  gehricht,  genauere 
Operationen  vorzuoehmen. 

Beispiel  12.  Von  einem  gegebenen  Punkte  B  aus  ver- 
seliiedene  Punkte  der  Umgegend  zu  bestimmen.  (Taf.  II.  Fig*  8.) 

Man  messe  von  H  aus  eine  Basis,  JiC=  10^  in  solcher 
Lage,  dass  man  von  da  aus  nach  den  gesuchten  Punkten  4,  A' ,  A" 
a.  s,  w.  in  nicht  allzu  schräger  Richtung  sehen  kiitjii.  Sollten 
einige  Punkte,  A^f",  u.  s.  w.  gegen  die  Basis  ßC  eine  zu 
schräge  Stellung  bähen,  so  messe  man  von  B  aus  noch  eine 
zweite  Basis,         in  günstigerer  Lage  gegen  diese  Punkte, 

Von  BC,  oder  naeh  Befinden  von  BC  aus»  messe  man  die 
Entfemungen  AB,  AB^  JtB  u.8,if.  mit  Hülfe  von  Tafel  L  und 
Tafel  II.  Die  Riehtung  der  Linien  AB,  A*B,  ATB  u.  s.  w.« 
wird  gleichzeitig  dureh  die  Magnetnadel  gegeben. 

Ist  ein  Theil  der  gebuchten  Punkte  von  i$  aus  weit  entfernt, 
so  wird  man  für  diese  Punkte  und  i?r'  =  50H  messen,  für 
die  näheren  gleichzeitig  Bc  und  Bc'  =  iO"  — 50>«.  !Man  kann 
sich  alsdann  der  kürzeren ,  oder  der  längeren  Basis  beliebig  be- 
dienen. Tafel  L  giebt  dann  selbstredend  die  Entternung  in  dem 
jedesmal  zu  Grunde  gelegten  Maasse. 


Die  Messung  auf  der  kurzen  Basis  dürfte  eine  sehr  ausge- 
breitete Anwendung  zulassen.  Zunächst  wird  sie  in  fast  aüen 
Fällen  ausreichen,  wo  eine  Terrainauinahme  mit  grosser  Zelter^ 
sparniss  ausgeführt  werden  soll.  Aii^-  Beispiel  11.  ersieht  man, 
dass  sie  sof^ar  genügt,  um  eine  IStandlinie  von  beträchtlicher  LSnge 
^«  messen.  Für  Detailaufnahmen  aber,  zu  militairischen  Zwecken, 
mücbte  sie  wohl  fiberali  eine  hinlängliche  Genauigkeit  gewähren. 

Man  bedient  sieb  jetzt  In  Pireussen  dazu  vorzugsweise  der 
sogenannten  KippregeL  Bekanntlich  besteht  das  dabei  boobaeb** 
tute  Verfahren  darin«  dass  ein  GebOlfe  eine  in  Deeimalzolle  ein- 
getheÜte,  80  solcher  Zolle  lange  Distanzlatte  an  diejenigen 
Punkte  trägt*  deren  Ort  bestimmt  iverden  soll.  Der  Beobachter 
liest  dureh  ein  ziemlich  starkes  Fernrohr  auf  der  Latte  die  Axt» 


fehlerhaft  bestimmte  Enlfemnng  d'F'  =  id±8d)iF:i:F8')-={Fd±Fsd 
^Fi'd-^9^FdssFdil±8±s'-^ss')  =  Fdll±i8-{^s')]  weil  $*s  wegen 
•eloer  Kleinheit  verMbwisdet,  mithin  Fd^fd* ±{8-^8'). 


Digitized  by  Google 


>  70  9,  Ffeii:  Meatmf  wf  der  ltw%€n  Bant,  * 

zahl  Zolle  ab,  welche  innerhalb  von  drei,  resp.  zwei  Parallclföden 
im  Okatar  de»  Fernrohrs  erscheinen.  Die  abgelesenen  Zolle 
^ben  die  gleiche,  bezüglich  die  do[>pelte  Anzahl  Rothen,  ^velche 
Jedoch,  nach  dem  vorher  eriiiittelten  Fehler  des  Instrument?*,  und 
zwar  in  Hexiebung  auf  das  Auge  des  jedesmaligen  Beobachters, 
redueirt  werden  müssen.  Matt  recboet,  dass  sich  mit  der  Kipp- 
re^el  und  Distanzlatte,  bei  bestem  Licht  Entfernungen  bis  zu 
600>J  mit  hinlänglicher  Schärfe  schätzen  lassen*).  Wie  gross 
dabei  die  ünHicberheit  sein  mag,  ist  nicht  bekannt.  Es  sei  je- 
doch bemerkt,  das»  bei  der  Kippregel  die  zum  Grunde  gelegte 
Basis  (für  60()x  120^)  nur  0,(>  Ruthen,  bei  der  Messung  auf 
der  kurzen  Ba8is  dagegen  10  Rutben  beträgt,  also  IG^  3  mal  so 
gross  ist.  Die  Entfernung  von  GOO*^  würde  durch  die  Messung 
aiit  (lor  kurzen  Basis  bei  einem  Winkel  A  =  4,8^  etwa  mit  einer 
Unsicherheit  von  6x  also  von  1%  gemessenen  Entfernnog 
zu  entnehmen  sein. 

Vor  Allem  öQrfte  die  Mestaiig  auf  d«r  kurzen  Basis  f&r 
AVtilleiifitlAche  Zwecke  ein  brauchbares,  Ja  wohl  das  «in* 

alg  praktisch  brauchbar«  Mittel  abgeben»  um  die  EntfemuiH 
gen  der  Scbnssziele  an  bestimmen.  Man  hat  zahlreiche  und  koat- 
apielige  Versuche  gemacht,  die  Entfernungen  durch  Beobachtung 
Ton  einem  einxigen  Standort  ans  an  ach&kzeo,  und  der  Ver- 
fasser dieses  Aufsatzes  Ist  selbst  nicht  frei  von  dem  Vorwurf 
gebiieiien,  dergleichen  Versuche  angestellt  zu  haben*  Das  Ge- 
lingen solcher  Versuche  ist  jedoch  in  keiner  Weise  zu  hoffen. 
Die  unüberwindliche  Sebwierigkeit  liegt  in  der,  fär  die  kleinsten 
Bewegungen  ungenflgenden  Festigkeit  der  angewendeten  Mate* 
riaüen.  Eisen,  Messing  oder  Holz,  und  in  der  daraus  entsprin- 
genden Unmöglichkeit,  den  Collimationsfehler  der  Instrumente 
festzuhalten.  Wenn  ein  Kanonenrohr,  auf  den  Zapfen  liegend, 
f<!ch  an  beiden  Enden  abwärts  biegt  wie  der  Spinnenfaden  im 
Okular  des  Fernrohrs,  j:^,  wenn  die  festeste  Mauer  dem  Druck 
der  menschlichen  Hand  merkbar  weicht**),  so  darf  es  nicht 
Wander  nehmen,  wenn  auch  das  solidest  gebante  Instmment 


*)  H.  V.  Wf-tlell,  das  militairisrhe  Afirnehinen ,  S.  146,:  ,,Di© 
Lüuge  nllcr  idirigen  Kiitfernnngen,  «o  weit  sif"  nicht  nch\m  au»  der 
Aufnahme  (mit  dem  MesKtisch)  selbst  liervors;t ht,  wird  in  den  grÖNseren 
MaaaRKtäben  durch  die  Kette  ermittelt,  in  den  kleineren  daA;egen  werden 
die  längeren  Linieo  altgesuhriUen,  die  kürzeren  nach  dem  AugcnmaaMe 
bMtiiavt,**  in  ••  %eit  «an  sidi  nicht  der  Kip|iregel  wnA  Dfstanslatto 
bedient.   (S.  90.) 

**)  ?.  Littrow,  0i«  Wnader  des  Himmeli.   ft.  Anlisg»»  6.0»* 
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innerhalb  sehr  feiner  Grenzen  nur  schwankende,  und  dtmit  un- 
brauchbare Angaben  gewähren  kann.  Es  würde  Letzteres  der 
Fall  sein,  selbst  wenn  ein  solches  Instrument  nicht  bestimmt 
wäre,  beim  Transport,  und  bei  der  Handhabung  im  Felde  eine 
ziemlich  rohe  Behandlung  zu  ertragen. 

Folgende  Erörterung  dfirflte  diese  Behanptirog  noch  etwas 
nSber  begründen.  Jede  optische  Distansmessung,  ohne  Ausnahme, 
beriyht,  und  kann  nur  beruhen  aof  dem  Winkel,  den  swei  Visir- 
fiaien,  fod  den  Endpunkten  einer  Basis  ausgehend,  gegen  irgend 
ejjien  «nderen  Punkt  hin  bilden.  Je  kleiner  jene  Basis,  vni  so 
grf^sser  muss  die  Genauigkeit  der  Winkelroeeeiing  sein,  und  um- 
gekehrt ist  bei  einer  grosseren  Basis  eine  genauere  Winkelmee« 
8ung  eptbehrlich.  Wfire  z.B.  eine  Basis  von  6  Fuss  (dieQAanne- 
h$be  des  Gegners)  genau  roessbar,  wie  sie  es  keineswegs  ist,J 
so  würde  es  müglieh  sein,  daraus  die  Entfemang  des  Feindes 
mit  eben  so  grosser  Genauigkeit  abzuleiten,  wie  durch  die  vor- 
geschlagene Messung  auf  der  kurzen  Basis,  aus  einer  sol- 
chen Basis  von  50)^  =  10^  =  120  Fuss,  sobald  das  gebrauchte 
Instrument  eine  zwanztgfach  so  grosse  Genauigkeit  geivahrte,  als 
die  Boussole.  Wenn  also  Letztere  möglicherweise  um  0,P=6' 
febUc,  so  würde  jenes  supponirte  Instrument  keinen  Fehler  liber 
y^=\S"  z^lßBßeü  dürfen^  am  eine  gleich  grosse  Cjjenaaigkeit  zu 

Das  vellkomnenste  Messinstfement,  welehes  ohne  solides 
Stativ  gebraucht  wird»  Ist  wohl  der  Spiegeiseztant;  und  seit 
seiner,  jetzt  mehr  als  andertbslbhundertjährigen  Erfindung  haben 
die  grOssten  Gelehrten ,  und  die  gosehiefcteeten  KOnstler  gewett* 
eifert.  Ihm  denjenigen  Grad  ron  Vollkommenheit  zu  geben»  derou  er 
ftfaig  ist.  Mit  diesem  Instrument  kann  ein  geübter  Beobachter» 
bei  gehSriger  Ruhe  und  Sorgfalt,  auf  dem  Lande  Sonnenhüheu. 
Debmen»  mit  einer  Genauigkeit»  welche  einen  FeUer  tou  47"  flir 
den  gemessenen  Winkel  (die  doppelte  Sonnenhöhe)  nicht  über- 
steigt *).  Dieses  ist  der  Fall  bei  Objecten  der  allerdeutlichsten 
Art,  wie  soldie  hei  terrestrischen  Beobachtungen  niemals  Tor- 
kommen ,  auch  unter  den  allergünstlgsten  VerhXitnissen .  nicht. 
Ist  nun  wohl  irgend  eine  Wahrscheinlichkeit  vorhanden»  dass  ein 
lostminent  erfunden  werde,  weiches  in  den  Hftnden  eines  minder 
gepM!|ii<{kMn  Beobachters»  bei  minder  deutlichen  Objoeten,  In  der 


Bohoenberger,  geographisehe  OrtobesCiiiiniaiigT  8*  145.  Es 
ist  hier  allerdings  twu  dem  mdglichen  Fehler  die  Bede,  6w  wahr- 
mMpIMü  14  M44^Kli<;b  geringer. 
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9,  Pfeil:  Memmg  auf  der  karten  Basis, 


Unruhe  des  Gefechts  Ober  2^  mal  mehr  leiste»  als  der  SpiegeU 
sextaot  unter  deo  günstigsteo  Verhältnissen? 

Gleichwohl  würde  man  Unrecht  haben,  wollte  man  es  auf- 
geben, nach  einer  brauchbaren  Methode  zur  sicheren  und  scbneilen 
Anfiodung  von  Entferniingen,  der  Schussziele  sunial,  su  suchen. 
Wenn  früher  ?ortng8wei<e  dem  Artilleristen  die  Kenntniss  dieser 
Entfernungen  Bedfirfnlss  war,  so  Ist  seit  Elnftthrimg  der  fem 
treffenden  Infanteriegewehre  eine  richtige  Bestimmung  der  DI* 
stanzen  noch  mehr  für  die  Infanterie  anentbehrlich  j  will  man 
nicht  das  (allerdings  In  seinen  Erfolgen  zirelfelhafte)  Fernscbiessen 
gSnsllch  aufgeben.  Denn  die  Infanterie  hat  nicht  einmal  dIeMvg- 
licbkelt,  Probeschfisse  au  thun«  womit  sich  wohl  die  Artillerie 
liHft.  Aber  auch  bei  Probeschlissen,  wenn  solche  fiberbaapt 
tnl(glich  sind,  was  nicht  Immer  der  Fall  ut,  gebt  Zelt  und  Mate- 
rial verloren,  welche  durch  eine  vorgängige  Meesung,  meist  ohne' 
alle  Geföhrdung  der  Batterie  erspart  werden  kOnnen,  Sollten 
darum  för  die  Ermittelung  der  Distanz  auch  einige  Allnaten  vor- 
loren  gehen,  so  wdrde  der  Zeltverlnst  durch  die  weit  grOssere 
Zahl  der  Treffer  aberrmcb  ersetst  werden.  Es  iSsst  sich  aber 
auch  kaum  begreifen,  wie  flberhaupt  ein  Zeitverlust  durch  ge- 
naue Abmessung  der  Entfernungen  eintreten  kOnnte.  Sobaki  nur 
ein  eiolgermaassen  dentliches  Ziel  sichtbar  bt,  kdnnen  die  Ble»-' 
sungen  Jederseit  vor  Beginn  des  Gefechtes,  oder  In  den  Pausen 
desselben.  Ja  sogar  wihrend  die  Batterie  b  Bewqping  Ist,  oder 
Im  Feuer  steht,  vorgenommen  werden.  Nichts  hindert  den  Ar* 
tlliefisten,  schon  wShrend  der  Meesung,  und  bevor  diese  Vellen- 
det  Ist,  eben  so  gut,  oder  eben  so  schlecht  zu  schiessen,  als 
er  es  jetzt  kano.  Hat  man  aber  einmal  die  Entfernung  des  ste- 
henden Feindes,  oder  bestimmter  fester  Punkte,  so  ist  nichts 
leichter,  als  diese  Entfernung  fest  zu  halten,  und  Ihre  Verän- 
derung, ancli  in  der  schnellsten  Gangart,  genau  zu  controlliren, 
und  zu  berficfcsicbtigen. 

Die  Bedingungen  einer  railitairiechen  Distanzmessung  sind 
vor  Allem  folgende  :  erstens,  Dauerhaltlgkeit  und  ünveränderlich- 
keit  des  Instrumentes,  auch  bei  inivors'iehtiger  Behandlung  im 
Trausport  und  im  Gebrauch;  zweitens,  leichte  und  übersichtliche 
Berechnung;  drittens»  Zuverlässigkeit  in  solchem  Grade,  als  es 
die  K:>chusswaffe  verlangt;  erst  die  vierte  und  entbehrlichste 
Bedingung  ist  Zeiterspamlss.  Es  wäre  ein  Missgriff,  wollte  man 
dieser  letzten  Bedingung  irgend  einen  Punkt  jener  drei  erstea 
aufopfern. 

Die  Bottssole  ist  ein  Instrument,  welches  eine  siemllcb  rohe 
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"^Behaadlung  ohne  Nacbtheil  vertrigt.  Die  damit  ausgeffilirtea 
BeobacbtuDgen  sind,  ioDerhalb  gegebener  Grenzen»  durchaus  zu- 
verlässig, und  frei  von  Störungen  durch  äussere  Uraetände. 
Die  Berechnung  nach  der  Metbode  der  Messung  auf 
der  kurzen  Basis  gebt  nicht  über  die  Kenntniss  eines 
Soldaten  hinaus,  welcher  die  Dorfschule  besucht  bat, 
sie  ist  dabei  leicht  zu  controliiren.  Der  Zeitverlust  endlich  ist 
gering,  und  kommt,  wie  gezeigt  wurde,  nicht  in  Betracht 

VerbessemDgeo  des  Verfahrens  aind*  aUerdings  möglich.  Sie 
konnett  aber  nur  gefunden  werden  In  Verbesserungen  des  an- 
gewendeten Instrumentes,  der  Boassole  nSaiKch,  nnd  Ihres  Sta- 
tivs Im  Süine  grosserer  Genauigkeit,  und  wohl  auch  grosserer 
Schnelligkeit  in  der  Beobachtung. 
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Eine  aafiallige  Eigenheit  der  Richtangen  der,  durch 
eiD  Prima  o4er  dordt^  mebrare  Prismen  mit  paraUeien 
Kanten,  gebrochenen  Llchtstmhjlen. 

Von 

Herro  Dr.  ^ilh.  Matzka, 
Fwi^uwt  mn  d«r  HochMholfl  «o  Pwmg. 


Bei  einer,  zar  Verwenduiifi;  in  meinen  diessemestralen  Vor* 
lesnngen  über  Optik  ausgeführten  analytisch  -  ^eoroetriseben  Un- 
ternochung  der  Brechung  von  Lichtstrahlen,  welche  auf  ein  Prisma 
nach  beliebiger  Richtung  —  also  nicht  allein,  wie  in  den 
Lehrhuchem  der  Physik  flbsrmll  Toransgesetzt,  zur  breebenden 
Kante  desselben  senkrecht  ^  treffen»  entdedcle  ich  eine 
Eigenheit  der  durch  selbes  gebrochenen  Strahlen,  die  selbst  in 
den  optischen  HandbUcbem  von  Berschel  (Verholst,  Qee- 
telet),  £•  Schmidt  und  LIttrow  nicht  angeführt  wird  und 
einer  Sffentlichee  Mittbeilung  mir  nicht  enwerth  erscheint,  zumal 
auch  noch  meine  hier  folgende  BegrOodong  derselben  höchst  ein- 
fach md  leicht  ist. 

Die  angedeutete  Eigenheit  fipricht  sich  an  folgenden  Sätzen 

aus. 

1.  Wird  ein  Lichtstrahl  durch  ein,  von  einem  bestimm- 
ten Medium  umgebenes,  Prisma  gebrochen,  so  tritt  er 
unter  dem  nemflclien  Neigungswinkel  gegen  eine  ge- 
wisse Richtung  der  brechenden  Kante  diesOv«  Prisma  wie- 
der ins  Mittel  hinaus,  unter  dem  er  ursprünglich  ins  Prisma 
eingetreten  ist 

%  Geht  m  Lichtstrahl  durch  eine  Reihe  ▼on,  das 
Licht  ▼erschieden  brechenden  Mitteln,  welche  durch  Ebe- 
neut  die  allesammt  an  einer  feststehenden  Geraden 
der  Famllelliaife  —  parallel  sind,  von  einander  abge- 
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Prüma  oä,  durtk  meAr,  Prim^  nat  paratt,  Kmu.,  pekrotM,  UMrakL  75 

sondert  werden,  aUo  dnrch  ein  System,  der  Ordnung  nach  an 
einander  sich  anschliessender,  Prismen  mit  lauter  unter  sich  par- 
allelen brechenden  Kanten  hindurch ;  und  tritt  er  nach  allen 
erfahrenen  Brechungen  endlich  ins  ursprüngliche  Mittel  wieder  hin- 
aus: so  geschieht  sein  Aastritt  unter  demselben  Nek» 
gaogswinkel  geejen  eine  bestinunte  Richtinii^  jener  Parallel- 
Knie,  unter  welchem  sein  Eintritt  erfolgt  war. 

Beide  Sätze  sind  eigentlich  höchst  nahe  liegende  Folge» 
rangen  ans  demjenigen  Lehrsätze»  den  ich  io  diesem  Arcfai?, 
1860,  Tb»XXXiy.  S,d21.  in  meiflem  Aufsätze:  „intereenant# 
Abändernng  des  Ausspruchs  des  Gesetzes  der  g«« 
vrubn liehen  Lichtbrechung*',  2.Abe.9  in  folgender  Faeeung 
ao^eetetlt  habe: 

„Bei  der  (gewöhnlichen)  Brechung  des  Lichten  an  einer, 
swei  Mittel  scheidenden.  Ebene  iet  das  bestKndige  sogenannte 
BrecbungsverhSttniss  auch  gleich  dem  VerhSitnisse  der  Cosinoe 
der  Winkel,  welche  der  einfallende  and  der  gebrochene  Ltcht*> 
•tvabi»  nach  der  Richtung  ilirer  Fortpflanzung  genommen,  mit 
was  immer  Cur  einer  snr  Trennongnehene  gielehlaofenden  Rich^ 
lang  hilden." 

Sind  nemlich  erstens  f»,  p\  p"  die  Winicel,  weldie  heide-  ■ 
hnngsweie  der  in  ein  Prisma  eintretende^  der  darin  (gebrechen) 
sieb  fortbefr^nde  und  der  ans  ihm  ins  uniprfingliche,  das 
Prisma  umgehende»  Mittel  wieder  hinausfahrende  Lichtstrahl  mit 
efiser  gewissen  Riditung  der  hrechenden  Kante  NMet,  «nd  stellt 
n  den  Brechuogslndcx  lieim  Debergange  des  Lichtts  ans  dem 
Mittel  (s.B.  Luft)  Ins  Prisma  (z.  8,  Glas)  vor:  so  bat  man,  weti 
diese  brechende  Kante  In  beiden  Tfenoungseheneo'  (den  Winden 
des  Prisma)  Hegt,  safolge  des  erwShnten  Satses»  der  ersten 
Bieehnng  im  Prisma  die  Proportion 

cos  fi  :cosfi'  s  n :  I, 

bei  der  zsveiten  Brechung»  dem  WiederaustritC  ins  Mittel,  aber 
die  Proportion 

OOS  f^' :«as  ^  S7  i : »; 
mithin  folgt  aus  h«iden  sofort 

cos  (ff*  =  cos  II, 

und  da  solche  Winkel  JedesnntI  als  hobl  «180^  an^efasst  wer- 
den, Ist  avcb 

Sind  ferner  Im  sweiten,  allgemtfnen  Felle  die  Trennungst 
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^1»  ^»  ^*  ••••  ^ 

von  T-^h  Reihe  oach  paanrei«  an  efoander  gfensendeo»  ver> 
achiedeneD  lichtbrecheoden  Mlttelo  xa  einer  featatchendeo  6e* 
radeo  g  iMirallel,  alao  auch  ihre  DnrchachalttJiDien  (brechenden 
Kanten)  an  dieeer  Geraden  und  folgUch  aneh  unter  einander  pa« 
rallel;  ao  aeien 

i»-,  f*i  .  i^i,  f*3,  ••••  ••••  ftf 

die  (durchaus  hohlen)  Winkel,  wolebe  der  einfaUende  Strahl  und 
die  sänimtlicben  r  an  jeneo  Trennnngaebenen  gebrochene»  Strahlen 
nach  der  Ordnung  mit  der  ParallelUne^bilden.  Zugleich  seien  die  so- 
genannten absoluten  Brechungsexponenten  sämmtlicber  nach  ein- 
ander folgender  Mittel  den  Quotienten  oder  reciprokon  Wertben 

1111  1  I 

f  ■  f        -^m       ••••       ~   f       ••••  *~ 

n     Hl  m  nr 

proportionirt,  welche  der  Vibrationstheorie  dea  Liichtes  zufolge 
den  Geaehwindiglselten  der  Fortpflanzung  desselben  in  dieser 
Kette  von  Mitteln  proportional  sind;  folglich  seien  die  relativen 
Brechungsverhältnidse  swiachen  den  nach  einander  kommenden 
Paaren  dieser  Mittel 

1.1  i  .  ^  '  .  '  , 
~  •    >    —  •  — »   —  •    t    0*  a»  I» 

Da  nun  die  Paraltellinle  g  an  allen  angeführten  Trennung« 
ebenen  parallel  lat,  ao  bat  man  an  der  Trennnngaebene  die 
Proportion  - 

1  1 

coafi:coafi|  SS  - :  ^ 
oder  kOraer  die  Plrodactengleichnng 

«COOfl  s  Ml  cos  fli. 

Ans  gleichen  Grfinden  besteht  ähnlich 

an  der  Trennnngaehene  die  Gleichung  fneoa^  s%ooafit 
M  »  »  Ct  **       >t  naeoofitssNieoBii, 

n.  a.  w. 

mithin  znaamraengefasst  an  den  Tronnongsebeneo 

^  ^.  Cf  Cr 

die  Gleichungen 

ficoe|i  =  «icosfii  =  n^cosft»  =  njoos^s  =:....sii|COsms.**.=iifCoafir* 
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Pr^maod,  durek  mekr,Prim,  mit  paraiL  Kimi,  ^edroeA,  Uehittraki,  11 

Ist  daoD  da«  (r-l'l)te  Mittel  hinter  der  t eisten  TrenDiings- 
ebene  <Er  wieder  das  ttfsprflogliche  Mittel»  so  Ist 

«rscR»  folglieb  cosfAr  :=  cosfi»  Und  hlemacli  aucli  fir  =  |*. 

Ans  der  letsten  Kette  von  Gleichheiten  sieht  num  noch  gans 
leicht  folgende  Schlosse. 

I.  Für  einen  mittlereo  oder  Zwischenstrah  1,  z.  ß.  den, 
der  an  der  Trennunf^seliene  im  (t-f-l)ten  Mittel  gebrochen 
wird,  besteht  die  Gleichiin«: 

m  cos  ^ j  =z  91 C08  ft, 

also  gibt  sie 

n 

cos|ii=:  T~*cos|ft* 

Der  Neigungswinkel  irgend  einei«  Zw-iftchenstrabls 
gegen  die  Parallellinie  hängt  demnach  lediglich  ab  vom 
gleichartigen  Winkel  des  einfallenden  Strahles  und  von 
den  absoluten  ßrechungsindicesoder  vom  relatit^en  Broch ungs* 
Verhältnisse  derjenigen  zwei  Mittel»  in  denen  sich  diese 
beiden  Strahlen  bewegen,  keineswegs  aber  von  den  absoluten 
Brechungsindices  oder  den  diesbeziebllchen  optischen  Beschaf- 
fenheiten der  vom  Lichtstrahle  sonst  schon  dorchwanderten  Zwi- 
schenmittel« 

II.  Sind  sonaeh  die  absointeo  Brecbungsexponen* 
ten  «freier  Zwisehenmittel  gleich»  so  sind  die  diese 
Mittel  dnrchlanfenden  gebrocheneB  Lichtstrahlen  gegen  dio 
ParallelÜDle  aneh  glelehgenelgt. 

III.  Weil  die  Brechungsindices  jederzeit  absolut  (unbezo- 
gen)  t^eimmmeri  werden,  so  müssen  alle  hier  vorkommenden  Cosi- 
nus einstimmig,  folglich  die  in  Rede  stehenden  Neii^iinffs- 
winkel  allesammt  j^l eich  arf  i g,  d.  i.  durchweg  entwedt^r  spitze 
oder  rechte  oder  stumpfe  sein.  Ist  demnach  der  ein  falten  de 
Lichtstrahl  gegen  die  Parallellinie  (brechenden  Kanten)  unter 
einend  Kpitzen,  rechten  oder  stumpfen  Winkel  geneigt,  so 
sind  es  auch  alle  gebrochenen  Strahlen  ebenso. 

Sollten  übrigens  diese  von  mir,  anf  einem  anderen  Wege 
selbständig,  aofgeftindenen  Sätse  bereits  vorlängst  in  cdner  mir 
unbekannten  Sefarlft  aufgestellt  worden  sein,  was  heut  am  Tage 
gm»  leicht  mSglieh  wäre;  so  wurde  Ich  eine  anständige  Be- 
lehnmg  Ueräber,  wie  sie  selbst  von  tiefst  gelehrten  Männern 
anssogehen  pflegt,  gern  entgegen  nehmen. 

Prag  aO.  Jäoer  1867. 
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VII. 

Da«  Aneroid  als  Instrument  zor  Measang  der 
Aenderungen  der  Schwere«. 

Von 

■    Herrn  ProfeMor  Schramm 
ftt  WUner-NeiitUdt. 


Unter  diesem  Titel  ünden  wir  in  Nr.  7.  der  Ogtereichischen 
Zeitschrift  fiir  Meteorologie  einen  Aufsatz  von  8r.  EzcelL  B*  Freih. 
von  Wullerstorf-Urbair,  in  welchem  der  geehrte  Verfasser 
darauf  hinweiset,  dass  das  Aneroid  von  der  Anxiebnngskraft  der 
Erde  wid  ilee  Mondes  nicht  derart  beeinflosst  frird,  als  des 
Quecksilber -Barometer.  Man  künoe  also  ans  der  DÜeiens  der 
Angaben  des  Anerofdes  nnd  eines  Barometets  anf  die  SSnaabne 
der  Schwere  mit  der  geo^alischen  Breite  scbÜessen;  ebenso  kflnne 
man  die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Hübe»  so  wie  deren  Ein* 
flnes  aaf  die  Schwankungen  der  Bblie  und  Fiutb  des  Lufimeeres 
messen.  Diese  Ideen  sind  an  und  fttr  sich  gaos  richtig;  es  frägt 
sieb  nur»  ob  derlei  Messungen  mit  den  genannten  Instrumenten 
in  ihrer  gegenwirtigen  Fonn  ausfthrbar  sind  und  ob  sie  an  brauch- 
baren, verllsslichen  Resullaten  llihren  kOnnen. 

Da  ferner  der  geehrte  Verfasser  am  Schlüsse  seines  Auf- 
satzes die  Männer,  deren  Beruf  es  ist,  die  Wissenschaft  /u  püe- 
gen,  auffordert,  sich  diesen  Ge£»enstand  anzueignen,  in  der  Hoff- 
nung, dass  es  viellticlit  Andern  gelitjgeu  vverde,  j^ich  mit  derlei 
Untersuchungen  aui  eingehendere  Weise  zu  belassen,  als  es  bei 
ihm  der  Fall  sein  kann,  so  niüge  es  gestattet  s^in,  die  Ausfuhr- 
backeit  eines  solchen  Messuogsverfabrens  zu  erürtern. 

Diese  Frage  kOonen  'wM  nur  Zahlen  beantworten,  und  awar 
jene  Zahlen»  welche  uns  die  ent^irecbende  Benalning  der  «in* 
dehnten  Atlraktions*Gesetse  lielert 
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BnciekiMt  rmui  mit  G  &  die  Qewidbte  dn«r  QvtcUl- 
benSuIe,  welche  dieselbe  in  den  Efitrenettgeli  B  ond  {B-^JB) 
vott  fiidfflittel|tttel(to  beeitat»  ee  i«t  bekamitlidil 

Sollen  eber  swel  Qaeck»illiere8itlen  Ton  gleichem  Qneracbnitte  ond 
ttDisleicbem  Gewlebte  einer  ned  dereelben  Lnllsfinle  da«  Oleleb» 
frewicbt  balten»  «o  mfieeen  Ibre  Huben  k  und  in  amgekebrtem 
Verbmtpisse  an  derea  Gewichten  stebee»  d.  Ii. 

Im  vorliefsenden  Falle«  wo  es  sieb  am  vorifinfige  SebStaaBgen 
bandelt,  kann  man  R  vnd  B  m  runden  Zahlen  annehmen: 

r=i:6377üiK>  Meter« 

Btsim  Meter. 

Gesetzt*  man  habe  in  dieser  Höhe  von  1000  Metern  Ober  der 

Meeresflkche  einen  Luftdruck  von  680"""  am  Quecksüberbaroraeter 
abgelesen,  findet  luati  mit  Hiife  obiger  Proportionen,  dass 
die  Qoecksiiberfiiäuie  in  Folge  ihre«»  verminderten  Gewichtes  um 

0-2I"«» 

an  groee  sein  mnas»  daher  ein  angleicb  abgelesenes  Ane* 
rold  ttm  dieselbe  Grösse  von  ü^l^  weniger  «naelgen 
#lrd.  Efngdiendeie  sergfiUttge  üntersttchnngen  der  Aiieroide 
haben  Jedoch  geseigt»  dass  die  Unsicherheit  im  Ablesen  dersel- 
beto,  seihet  bei  gnten  Insthimenten«  eirea  0*2  bu!  0*4  MiHidh  be- 
IrSgt.  Wir  verweisen  hiemit  auf  die  Untersacbtingen  Itber  die  Lei* 
Stangen  dar  Bourdon 'sehen  Metallbaremeter  von  J.  F.  Schmidt» 
welcher  die  Unsichetheit  im  Ablesen  anf  0*1  bis  0*2  par.  L.  an- 
glbt;  ferner  auf  die  von  Dr.  Pierre  (1860)  verSffwtlicfaten  ün* 
tersuchungeo,  vrotin  die  snftlligen  Schwankangen  des  Zeigers  anf 
1  bis  ^  geschStst  werden«  was  abermals  einem  Ablesefehler  von 
0*2  bis  entspricht    Ebenso  finden  wir  in  den  Sitznngs* 

berichten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  so  Wien«  1862. 
XLV.  eine  A.bbandlang  vnn  Prof.  J.  Wastler^  worin  der  wahi^ 
sCbetnIicbe  Fehler  eines  von  ihm  durch  Igngete  Zeit  geprüftes 
Benrden*schen  Aneioides  mit  ±0*36*^  ang^^eben  Ist 

Wenn  also  <Jer  q-eehrte  Verfasser  des  Eingangs  erwähnten 
Aufsatzes  die  Bemerkung  macht,  er  habe  bei  einem  Versuche  auf 
dem  ]OÜÜ  husa  hohen  Felsenberge  Gibraltar»  seine  Voraus- 
setzungen in  sehr  befriedigender  Weise  bestätiget  geluiidea,  00 
durften  wohl  die  damals  (1859)  beobachteten  Unterschiede  beider 
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iDStrnmente  weit  eher  dem  unregelmäsaigen  Gange  de«  Ane- 
rokles,  als  dem  Einflneee  der  Schwere  cnzuschreiben  ne'm,  indem 
der  letztere  Einfluae,  wie  die  Rechnung  aeigt,  för  eine  Erhebung 
von  1000  Foes  höchstene 

betragen  kann.  Mao  sehe  nnr,  welche  bedeatenden  Diflerensen 
da8  Aneroid  bei  aftn^mendem  Drucke  zeigt,  wenn  es  mit  einem 
Quecksilber -Barometer  vergticben  wird  So  s.  B.  ergaben  «eh 
bei  zwei 5  vom  Astronomen  J.  F.  Schmidt  unter  der  Lnftpnmpe 
geprOften  Aneroiden  Differenxen,  die  bis  so  5  Millim.  stiegen, 
und  es  ist  bisher  noch  nicht  gelangen,  ein  Aneroid  hersnstellen, 
welches  von  dieser  Art  der  UDregelmässigIceit  im  Gange  glns- 
llch  frei  wSre. 

Ueberdies  machte  Professor  J.  Wastler  noch  eine  andere 
überraschende  Bemerkung,  nemlich  jene,  da.ss  das  Aneroid 
seinen  Gang  auch  mit  der  Zeit  beträchtlich  ändert.  So 
z.  B.  stand  das  von  ihm  beobachtete  Aneroid  am  1.  April  1860 
nur  um  buber  als  ein  gleichzeitig  beobachteter  Kapeller; 

diese  Diflferenz  nahm  später  immer  zu  und  betrug  am  15.  Okto- 
ber desselberi  Ja  Ii  res  schon  n-S«"».  Von  dieser  Zeit  an  worden 
die  Difierenzen  etwas  geringer  und  der  Gang  des  Instrumentes 
konstanter. 

Hieraus  lässt  sich  wohl  schliessen  ,  dass  die  Elastizität  des 
Metailes  keine  so  konstante  Kraft  ist  als  man  e8  erwartet  hatte, 
und  daher  inap:  es  kommen,  dass  ein  Aneroid,  dessen  Gang  nicht 
innerhalb  der  benutzten  Druckhoben  genau  geprüft  viurde,  leicht 
SU  irrigen  Schlüssen  veranlasseo  kann. 

Die  Ahnabme  der  Schwere  mit  der  geografischen 
Breite  ttesse  sich  in  der  besprochenen  Weise  eher  wahrnehmen; 
denn  benutzt  man  so  deren  Berechnung  den  in  der  barometrischen 
HSbenformel  vorkommenden  Ausdruclc 

^=^l-(HM»«8dco8^i>r  • 

wobei  i>  die  geografische  Breite  bedeutet,  setzt  ferner  ip' 
und  snlistitiiirt  für  die  Gewichte  die  Höben  A  und  A'  der  Queck- 
silbersäule, so  erhält  man: 

 Ä_  

-~l--0-00S»88cosV 

Für  ^=0  und  A  =  700"'"  gibt  uns  die  Formel 


Digitized  by  Google 


r 


der  Aenderungen  der  Schwere.  81 

d.b.  es  wird  an  eifieiii*vin  45**  nördlicher  gelegenen  Orte  A  da« 
Barometer  unter  eonat  gleichen  VerhSitnIaaen  nro  1*97*^  tiefer 
stehen  alaanialidlicherett  Orte  B,  Dieae  Differena  konnte  man  allev* 
dinga  am  Aaeroide  ablesen»  obwohl  auch  aie  in  Aobetraeht  der 
grossen  Differens  von  45^  und  der  besprochenen  Unsicherheit  im 
Ablesen  dieser  Instrumente  kaum  hinreicht,  um  ala  Basis  flir  wti* 
fere  Schlflsse  su  dienen.  Jedenfalls  wird  sie  die  Genauigkeit  der 
Pondelmesaungen  bei  Weitem  nicht  erreichen. 

Endlich  finden  "ir  in  demselben  Aufsätze  eine  Hinwtisung 
darauf,  dass  die  Ebbe  und  Fluth  des  Luftnieeres  mittelst  des 
Aneroides  weit  besser  zu  niesiscn  wäre,  indem  durch  die  Anzieb* 
ung  des  Mondes  die  Schwere  eine  veränderliche  wird,  und  es 
daher  nnmöglicb  ist,  n^itteUt  de»  gewubnlicben  Barometers  ein 
entsprechendes  Resultat  zu  erzielen. 

Sehen  wir  daher  nach,  um  wie  ?iel  die  Anaiehnng  des 
Mondes  das  Gewicht  des  Quecksilbers  vermindert 

Bezeichnet  M  und  R  die  Masse  und  den  Radius  der  Erde 
und  ebenso  31'  und  D  die  Masse  und  Entfernung  des  Mondes« 
so  ist  bekauotltcfa: 

Die  mittleren  Wefthe  yon  ilf'  und  D  sind  aber: 

und  man  findet  daraua  für  A=576(H**: 

Ä'  =  0  0024"»'». 

Um  dieae  GrSase  h'  wird  die  Quecksilbersäule  beim  Menmonde 
zu  gross,  beim  Vollmonde  an  klein  sein;  dieses  gibt  ansammea' 
eine  Diffisreas  von 

welche  weder  am  Aneroide,  noch  am  Barometer  atigeleaen  wer* 
den  kann.  Ea  wird  also  die  Ebbe  und  Fluth  des  Lnftmeeres, 
Insoweit  sie  vom  Monde  eraengt  ist,  auf  beide  Instrumente  uahean 
die  gleiche  Wirkung  ansfiben. 

Die  Anziehung  der  Sonne  und  die  daraus  folgende  Zu- 
und  Abnahme  des  Gewichtes  liesse  sich  auf  diese  Art  eher  kon- 
statiren;  denn  man  fmdet  durch  eine  der  früheren  ähnliche  Rech- 
nung, dass  sie  die  Quecksilbersäule  des  Mittags  um  0*48^"*  zu 
gross  >  Mitternachts  um  eben  so  viel  zu  klein  macht. 

TbeU  ICLYII.  6 
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DiMe  Betnehtoiigmi  führan  also  sa  den  Itesoltate»  dm  eieh 
die  Aneroide  in  ihrer  gegeowSrtigeB  Form  su  den  im  sillrten 
Aofitttie  ▼orgeoeblogeneii  Meeonngen  nicht  eignen.  Sie.  mftMfen 
sn  diesem  Zwecke  in  einem  weit  grOcaeren  Bf asaetabe  ? erfertigt 
nnd  deren  Empfindllchiceit  nm  ein  Betritehtliehes  gesteigert  werden. 

Dabei  ist  jedoch  nicht  zu  übersehen  ^  dass  damit  auch  alle 
Unregelmässigkeiten  des  Ganges«  deren  das  Anerotd  in  reichlichem 
Masse  besitzt,  vergrOssert  würden,  und  dass  wir,  um  ein 
Aneroid  za  prüfen,  noch  icein  anderes  Mittel  besitzen, 
als  dasselbe  mit  einem  guten  Quecksilberbarometer  zu 
vergleichen.  Es  wSre  daher  auch  unter  den  letzteren  Voraus- 
Setzungen  die  Genauigkeit  der  gebofften  Resultate  sehr  zweit'elbaft. 

Trotz  allen  diesen  Ueiielständen  ist  des  Aneroid  dennoch  dn 
brauchbares  Instmment.  Denn  darin  etimmen  atie  früher  ange- 
f&hrten  Untersuchungen  überein,  dass  man  es  nach  voransgegao* 
gener  Prüfung  und  Ermittelung  aller  seiner  Correctionen  ebenso 
wie  ein  anderes  Barometer  verwenden  könne;  ja  es  bietet  bei. 
Hobenmessungen  noch  den  Vortheil  der  grösseren  Bequemlichkeit 
dar  nnd  steht  dem  Barometer  an  Genauigkeit  xlemlich  nahe. 


¥UI. 

GeomelriBch^  Ort  aller  der  Punkte,  welche  von  einem 
Ellipsoide  gleidi  stark  abgezogen  werden. 

Von 

Herm  Simon  Spitzer f 
Professor  am  Polytechaikam  io  Wien. 


Nennt  man 

2a,  26,  2c 

die  Hanptazen  eines  Ellipsoids  and  sind 
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welche  ton  9lntm  ßlipsoide  gleich  stark  angezogen  werden,  ^ 

«.   ß*  7 

(}le  Coordlnaten  eines  Punktes,  der  sieb  im  Inneren  oder  auf  der 
Oberfläche  des  Eliipsoides  befindet,  so  ergeben  sich  als  Compo- 
nenten  der  Kräfte,  mit  welchen  das  EUlpsoid  den  Punkt  aoziebt 
(falls  das  J^ewton*sebe  Anxiehongsgeseti  voransgesetxt  wird): 


\^  bccos^es'medd 


ac  cos  ^(9  sin  6dB 

—  » 


^  /*  4* .   o5co8*ö  sin 


cos  =^6  +  6*^  sin  26)(c«  cos  2ö  +  6asin*ö) 


—  t 


*cos«6  +  c»sin»ö) 

n.s«  1.  Band  Seite  153  der  deutschen  Ton  Stern  besorgten  lieber* 
iftznog  des  Pol sson 'sehen  Lebrbnebs  der  Meehanilcs  und  diese 
Componenten  lassen  sieb  kurz  so  sehreiben: 

A  —  aqD|  («,  b,  c)  =  a(p(a,  b,  c), 
B  =  ß9%ia>  b,  e)  =  ß^ib,  e,  a), 
C  ^  yqPsCo*    €}  Ä  79(e,  a,  6). 

Hieraus  folgt  als  ResuUireude: 

Ist  R  constant  und  gleich  l,  so  ist  der  Ort  aller  der  Funkte  a,  ß,  y, 
lür  weiche 

ist,  ein  Eltipsotd,  dessen  Axen 

2^  '2k 
9>l  (o,  6,  c)'   ip^ia,  b»  e) '   ^(a,  b,  e) 

sind.  Es  liegen  sonach  alle  Punkte,  welche  von  einem  Ellipsoide 
glei^  stark  angezogen  worden»  auf  der  Oberfläche  eines  durch 
die  Gleichung 

bestimmten  EIBpsoids. 


6* 
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IX. 

Ueber  merkwürdige  Punkte  der  Spiegel-  uod  Linsen- 
Systeme. 

Ion 

dem  Herausgeber. 


$.  1. 

Gewisse  merkwürdige  Punkte  der  8f)ie^*'l-  utiH  Linsen-Systeme 
haben  die  Aufmerksamkeit  der  Matliematiker  in  neuester  Zeit 
wieder  mehrfach  in  Anspruch  i^enorniuen ,  es  sind  darüber  ver- 
schiedene besondere  Schriften  und  Abhandlungen  erschienen,  ja. 
man  hat  besondere  optische  Tbeorieen ,  die  aber  nach  meiner 
Meinung  für  die  Optik  im  Ganzen  und  Aligemeinen  wenii^^  leisten 
und  zienillcfi  unfruchtbar  sind,  auch  der  nothwendigen  Allgemein- 
heit entbehren,  entwickelt,  um  die  Eigenschaften  der  merkwürdi- 
gen Punkte  der  Spiegel-  und  Linsen-Systeme  daraus  abzuleiten. 
Diesen  Bestrebungen  und  Arbeiten  gegenüber  niuss  ich  mir  die 
Bemerkung  erlauben,  dass,  wenn  man  sich  nur  er^t  im  Besitz 
ganz  allgemeiner,  der  gesammten  Optik  zur  Grundlage  dienender 
Formeln  und  Gleichungen  befindet,  au8  denselben  die  ganze  Lehre 
von  den  in  Kedc  ötchenden  merkwürdigen  Punkten  sich  mit  der 
grösstcn  Jjeichtigkeit  und  besomlercr  Eleganz  und  Allgemeinheit 
ableiten  lässt,  und  dass  man  also  dazu  besonderer  Apparate,  wie 
man  sie  in  neuester  Zeit  nach  meiner  Meinung  in  ziemlich  unvoll- 
kommener Weise  an's  Licht  zu  stellen  versucht  hat,  gar  nicht 
bedarf;  ja  es  hat  gar  keine  Schwierigkeit,  mittelst  der  erwähn- 
ten  aligemeineD  Formelo  die  bisher  bekannten  merkwürdigen  Punkte 
noch  mit  neuen  nicht  onerbebKcb  2«  vermebreo. 
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In  dem  ersten  Theile  meiner 


„Optischen  Untersuchungen", 

ven  denen  drei  Tlieiie  ersciiienen  sind*),  nSmiicb: 

Erster  Theil.  Allgemeine  Theorie  tler  Fernrühre 
und  Mikroskope.  Leipzig.  1846.,  auch  unter  dem  Titel: 
Atlpfemeine  Theorie  der  Fernröhre  und  Mikroskope, 
zugleich  als  ein  Lehrbuch  der  elementaren  Optik. 
Leipzig.  1846. 

■welter  neil.  Theorie  der  ftchromatiscben  Ob* 
jeetiye  fflr  FernrObre.  Leipsig.  1847**). 

Dritter  Theil.  Theorie  der  zweifachen  achroma- 
tischen Oculare.   Leipzig.  185L 

liabe  ieh  solche  gans  allgemeine  Formeln  entwickelt»  in  diesem 
Werke  jedoch  anf  die  dem  Zwecke  dessellien  ferner  liegenden 
merkwUrdigen  Punkte  keine  weitere  Rficksicht  genommen.  Die 
diesen  Gegenstand  betreffenden  neaeren  Arlieiten  geben  mir  jetst 
aber  Veranlassung,  hier  zu  zeigen,  wie  derselbe  mittelst  der  von 
mir  gegebenen  allgemeinsten  optischen  Grundformeln  mit  der 
grossten  Leichtigkeit  und  in  T5lliger  Allgemeinheit  ohne  jeden 
besonderen  HQlfsapparat  sich  erledigen,  diese  Theorie  sich  auch, 
wenn  man  es  tät  wflnschenswerth  halten  sollte,  mit  neuen  merk* 
wfirdigen  Punkten  bereichern  ISsst. 

üm  aber  das  Folgeode  den  Lesern  zu  völligem  Verst&ndniss 
zu  bringen,  will  ich  aus  meinem  genannten  Werke  die  den  fol* 
genden  Betrachtungen  lediglich  zu  Grunde  liegenden  Formeln  an* 
(^eben  und  ausfilhrlicher  ertintem,  indem  ich  wegen  der  Ent* 


Bierso  kommen  noch  meine  „Beltr&ge  sor  neteorolo- 
giteben  Optik.  I.  Leipzig.  ISiB.*',  worin  u.  A.  der  Rcgenbegeo, 
die  Däramernng  mit  besonderer  Räcksicht  auf  Lamberts  Beobachtnngen, 
die  Luftapiegelnng  0.  s*  w«  n.  s.  w.  eine  sehr  aasfährliche  Behandlung 

gefaaden  haben. 

Worin  die  zweifachen  und  dreifacben  arhroinatiMchen  Objective 
nach  allen  bisher  in  Anwendung  (gebrachten  Priiiripien  aehr  ausführlich 
bebandelt  und  zur  unmittelbaren  praktischen  Anwendung  geeignete  For- 
■idn  gegeben  worden  oind.  Eben  es  im  dritten  ^Theile  für  die  swel- 
fiwbca  acbromatioeben  Ocolare. 
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wickelnng  dieser  Formeln  natOrlleh  auf  das  Werk  selbst  verweisen 
iniiss. 

Jede  Kugelileliet  «retcbe  die  Llcbtstralilen  nach  den  gewOho* 
tiehen  Ges^sen  der  ZerQckirerfeng  telleetirt«  wird  ein  sphSrI* 
scher  Spiegel«  nnd  jeder  von  zwei,  KogelflScben  begränzte 
KSrper,  welcher  die  LichUtrablen  nacb  den  gewSbnllchen  Ge» 
setzen  der  Brechung  bricht,  wird  eine  Linse  genannt.  Spiegel 
ond  Linsen,  welche  eine  solche  Lage  im  Räume  haben,  dass  die 
Mittelpunkte  der  sämmtlicben  dieselben  be^itiramenden  Kugel- 
flächen in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  bilden  ein 
Spiegel-  und  Linsen-System,  und  die  in  Rede  stehende 
gerade  Linie  wird  die  Aze  dieses  Systems  genannt.  Die  ein- 
zelnen Spiegel  und  Linsen»  ans  denen  ein  Spiegel-  und  Linsen* 
System  besteht,  sollen  dessen  Elemente,  und  zwar,  wenn  das 
System  ans  i  Elementen  besteht,  nach  der  Reihe  das 

Iste,  2te,  3te,  4te  ite 

Element  genannt  werden«  Die  Punkte,  in  denen  die  Axe  des 
Systems  von  den  die  Elemente  desselben  bestimmenden  Kugel* 
flächen  geschnitten  wird,  heissen  die  Scheitel  der  entsprechen* 
den  Elemente.  Jede  Linse  hat  zwei  Scheitel,  von  denen  wir 
immer  den,  weicher  der  von  den  einfallenden  Strahlen  getrof* 
fenen  Kugelfläche  entspricht,  den  verderen  Scheitel,  den 
anderen  den  hinteren  Scheitel  nennen  wollen.  Jeder  Spiegel 
hat  natürlich  im  eigentlichen  Sinne  nur  einen  Scheitel.  Indess 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kurze  des  Ausdrucks  wegen  auch 
jefloni  Spiegel  zwei  Scheitel,  einen*  vorderen  und  einen  hinteren, 
beileii;en,  wobei  aber  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  in  diesem  Falle 
die  beiden  Srhcitel  zusammenfallen^  Ihre  Entfernung  von  einander 
also  verschwindet 

Dnrch  alle  Seheitel  der  Elemente  denken  wir  vns  sKromtlich 
unter  einander  parallele  rechtwinklige  drelaxige  Coordlnatensysteme 
gelegt,  deren  erste  Azen  alle  in  die  Axe  des  Systems  fallen»  be- 
seichnen  die  gehörig  als  poeltiv  oder  negativ  betrachteten  Ent- 
fernungen des  vorderen  Scheitels  des  2ten  Elements  von  dem 
hinteren  Scheitel  des  Isten  Elements»  des  vorderen  Scheitels  dea 
3ten  Elements  von  dem  hinteren  Scheitel  des  2ten  Elemente» 
des  vorderen  Scheitels  des  4tsn  Elements  von  dem  hinteren 
Scheitel  des  3  ton  Elements,  n.  s.  w.»  des  Yorderen  Scheitels  des 
iten  Elements  von  dem  hinteren  Scheitel  des  (i — l)ten  Elements, 
wobei  diese  Entfernungen  natOrlich  von  den  hinteren  Scheiteln 
des  Isten»  2ten»  3ten»  4ten  u.  s.  w.  (t— ])ten  Elements  an  ge- 
rechnet werden,  nach  der  Reihe  dnrch: 
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^*  ^»  ^9  £4» £Sf— Ii 

und  betrachten  die  Halbmesser  aller  einzelnen  KngelfllcbeD  als 
poeitiv  oder  ne^^ativ,  jenachdeni  sie  von  den  entsprecbenden 
Scheiteln  an  nadi  der  Seite  der  peeithreo  oder  nach  der  Seite 
der  negativen  ersten  Coordinaten  hin  liegen.  Ferner  sollen  nnter 
diesen  VoraossetzQngeo  die  Modnil  des 

Isteo»  äten«  3ten,  4teo>  6ten>.... tten 

Elements  respective  durch; 

üfl,   Jf^t   M%f    M^,    M^t  mmm*  Mi 

bezeichnet  werden. 

Der  Begriff  des  Modalus  eines  Spiegels  oder  einer  Linse 
ist  Ton  mir  in  die  Optik  etugefiihrt  worden,  and  hat  sich  mir  bei 
allen  roeioen  optischen  Untersuchungen  als  sehr  fruchtbar  erwiesen. 
Hier  kann  ich  über  denselben  nnr  Folgendes  bemerken,  was  auch 
für  die  weiteren  Gntwickelongen  vollstäudig  genügt« 

Der  Modulus  M  eines  Spiegels,  dessen  nach  dem  Vorher* 
gehenden  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteter  Halb- 
messer R  ist»  wird  dnrch  die  Fetmel: 

bestimmt 

Der  Modulus  M  einer  Linse,  deren  dem  vorderen  und  hinteren 
Scheitel  entsprechende,  und  nach  dem  Vorhergehenden  gehörig 
als  positiv  nder  negativ  betrachtete  Halbmesser  R  und  R'  sind, 
und  deren  liinterer  Scheitel  von  dem  vorderen  die  nach  dem 
Vorhergeheinlen  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Ent- 
fernung D  hat,  d.  h.  wie  man  gewöhnlich  zu  sagen  pflegt,  deren 
nach  dem  Vorhergehenden  gehörig  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtete Dicke  D  ist,  wird,  wenn  n  das  negativ  genommene 
Brechuogsverbältniss  bezeichnet,  mittelst  der  Formel: 

 Mi 


(n-l-lHR-R'^-'^D) 


oder: 

gefunden. 

Wir  denken  uns  nnn  dnen  etreUenden  Punkt«  dessen  Coor«' 
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dinateo  io  Bezug  aof  das  darcb  den  vorderen  Scheitel  des  Isten 
Elemente  als  Anfang  gelegte  Coordinatensystem  p,  q,  r  sind,  and 
beseichnen  die  in  Bezug  aof  da»  durch  den  hinteren  Scheitel  des 
ften  Elements  als  Anfang  gelegte  Coordinatensystem  genommenen 
Coordinaten  des  dem  iten  Elemente,  nachdem  die  Strahlen  an 
allen  Elementen  des  Systems  Al)lenkun2;cn  erfahren  babeo»  ent- 
sprecbeodeo  Bildes  dieses  Punktes  durch  pi,  qu  n» 

Die  (kränzen,  welchen  hei  uriKereiii  aus  /  Klenienten  bestehen- 
den Systeme  die  GriisstTi  p  utid  pi  sich  nähern,  wenn  sich 
respective  der  absolute  Werth  von  pi  und  p  dem  Unendlichen 
nähert,  bezeichnen  wir  beziehangsweise  durch  Fi  und  /V.  Die 
Warthe,  welche  Fi,  Fi'  für  die  einzelnen  Elemente  des  Systems 
erhalten,  bezeichnen  wir  der  Reibe  nach  durch: 

ti*fii  f%>  f%t  fu»  fti  A»  A' »••••/«"» 

Die«  jenaebdeoi  das  Element  ein  Spiegel  oder  eine  Lioee  Ist* 
positlT  oder  negativ  genonmenen  Quadrate  der  Moddi  des  laten^ 
2 ton«  3ten,  4toD»  5 ten».,.*iten Elemente  betelcbnen  wir  reepee- 
tive  doreb: 

Uli»  Ufa,  7X1^,     m«,  ....Wf 

und  berecbneo  die  GrOesen:  >> 

Iti*        Hg,  Tßt^, . . . .  ^ 
mittelst  der  Formeln: 

n.  s.  w. 

so  wie  ferner  die  GrOssen: 

^0»  ^l»  ^8»  Z^f  Zi-^i 

mittelst  der  Formeln:  ^ 
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0.  S.  W. 

Z<-i  =  Zi-a .  Mi-i  +  Z,_s .  rXli-i^ 

BcseichDen  wir  daon  die  Aoiabl  der  in  dem  Systeme  vor* 
kommendeD  Liosen  durch  I»  wo  deoa  natariieh  I—/  die  Anxalil 
der  in  dem  Systeme  rorkommenden  Spiegel  ist;  so  babeo  wir 
die  beiden  folgenden  aligemein  gültigen  Formeln: 


Zi-iip-^Fi) 


qi    Ti    ^     *      MiM^M^U^,**,  Mi 
Setsen  wir  aber  der  Kürze  wegen: 

•'''^  zPi  • 

so  werden  die  vorsleheDden  wichtigen  Formeint 

Aläu  ist: 

qt  "i 
pi^F/:^  (- 1)'.  I  Ji  =  (-  1)'.  ^' Je. 

Aoch  ist,  wie  sieh  leicht  ergiebt: 

Mittelst  dieser  Formeln*),  Ton  denen  *icb  schon  in  dem  an- 
gef&hrten  Werke  die  vielfachsten  Anwendangen  gemacht  habe, 
läset  sich  nnn  die  Theorie  der  merkwürdigen  Punkte  der  Spiegel* 
Linsen  •  Systeme  leicht  und  allgemein  anf  folgende  Art  ent* 


")  Zu  verweiHen  »ihiube  ich  mir  noch  auf  meine  Abhandlung: 
lieber  die  G r u ii d f ur fu e I n  der  Dioptrik  ond  Katoptrik  im 
Archiv.   Tbl.  II.   Nr.  XV.    S.  145. 


Digitized  by  Google 


90  ßrnneri:  Vtbtr  merkmüriUge  Funkte 

i.  3. 

GHoe  beMDder«  bemerkeoswerthe  Sing^nlarltSt  bieton  die  aU 
Object  und  Bild  einander  entoprecbenden  Punkte  (pqr)  nnd 
(pigiTi)  dar,  filr  irdcfae  iwleeben  den  Coerdinaten  und  r,  ri, 
wenn  f»  eine  beliebige  beatinunte  oder  cenatante  Zahl  beieicbnet, 
die  ReUtionen: 


Statt  finden,  wo  wir  nun  versuchen  wollen,  die  Coordinaten  p,  pi, 
also  die  Punkte  der  Axe  des  Systems  zu  bestimmeDy  ffir  weiche 
oder  in  welchen  die  obigen  Relationen  gelten. 

Bezeichnen  wir  au  dem  £nde  die  Werthe  von  p,  pi,  Rlr 
weiche  die  in  Rede  atehenden  Relationen  gelten«  reepective  durch 
P,  Pa  ao  haben  wir  nach  den  allgemeinen  Pormeln  dee  vorher- 
gehenden Paragraphen  die  folgenden  Gleichungen: 

(F-  F.)  (Pi  ~  Fi)  =  (-         .  {Ji)\ 

oder; 

r 

wo  aich  die  beiden  letzten  Gleichungen  auch  unter  der  Form: 

ff* 

achreiben  laaaen. 

Bezeichnen  wir  die,  natürlich  mit  ihren  gehörigen  Zeichen 
genommenei^  Entfernunf^en  der  durch  Ff,  F/  bestimmten  Punkte 
der  Axe  von  den  durch  P,  Pi  bestimmten  Punkten  respective 
durch  Oi,  (D/;  so  ist  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  völlig  ailgemeio: 

FissiP-^Ou  FifssPii-O/; 

alae:  # 

Fi=s^^,  Pi-^F/  ^-^0i 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

0,.<P/  =  (-l)<+i-i.(yi)«i 
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Bezeichnen  wir  ferner  die  immer  mit  ihren  gehorinjeo  Zeichen 
genommenen  Entfernungen  der  durch  p,  pi  bestimintcn  Punkte 
der  Axe  von  den  durch  P,  Pi  bestimmteo  Punktea  durch  m; 
80  iat  wie  vorher: 

also  nach  dem  Obigen: 

folglich: 

((5  -  <P<)  (ö<-       =  (p  -     (i?f— F.O, 

abo  naeh  den  aUgemeineD  Formeln  des  yorbergehesdeo  Para* 
grapben : 

und  daber  nach  dem  Obigen: 

(cS — ^i)(S<  —  01*)  =:  010/, 

woran«  eich  dareb  EntniciceJung  den  Products  auf  der  linken 
Seite  den  Gleichheitszeichens/  wenn  man  sngleich  aufhellt,  was 
sieh  aufheben  I5s«^  die  Gleichung: 

4-  ^0t  =  <5oi, 

oder; 

ergiebt. 

i^erner  ist  nach  den  allgemeinen  Formeln  des  Torhergehenden 
Paragraphen  nnd  naeh  den  obigen  Formeln: 


aber: 


also: 


Ji^         0t  * 
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91    ri  4P| 


oder  auch: 


Folglich  ist: 

Nach  dem  Obigen  Ut  ferner: 

I 

also: 


folglich : 


ttnd  hieraue: 


oder; 


Weim  <Z>t  ,  ^/  und  fflr  Irgead  eioen  Punkt     9>  r  ab  seseheo 
angesehen  werden»  ao  bat  mao  nach  dem  Ohigen  inr  " 
TOD  Ui,  qi,  n  die  folgenden  Formeln: 


uiyiii^Cü  üy  Google 


und 


oder  aocb: 
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t)<  =  = — ^  ü 
_  _  1   ^    _    i  öf  — 


Zwei  den  Werthen  Pt  von  p,  pt  entopreebeDde  Werthe 
▼OD  q,  ^  und  r,  n  seien  Qf  Qt  ond  ÜK,  A«.  Die  Gleicbttogen 
der  durch  Jede  zwei  Panl^te  wie  {PQB^  uod  (PiQiRi)  gehenden 
Geraden  in  Besng  auf  das  durch  deu  ersten  iScheitel  des  Spiegeln 
und  Linaen-Systems  gelegte  Coordioatensystem  sind,  wenn  E  die 
£tttferonng  des  letzten  Scheitels  dea  Spiegel-  nnd  Linsen-Systems 
?on  dessea  erstem  Scheitel  beaelehnet»  offenhar: 


P-E  ^Pi  -  -  Ä  -  ig* 


Es  ist  aber: 


und  die  msteheaden  Gleichungen  sind  also: 

Fflr  y  =  0,  «  =  0  ist: 
also: 

uod  folgltcb  gleichzeitig: 
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Für  (Ii  =  I  wird  die  AbaclfM  s  Dnendlicb,  fiir  fi  as    1  wird 

Alle  durch  Punkte  wie  (PQR)  und  (PiQiRi)  gezogene  Ge- 
rade laufen  also  io  dem  dorch  die  Abscisse 

X  =  —  1 

bestimmten  Punkte  der  Axe  des  Systems  zasammen,  oder  sind 

dieser  Axe  für  |U  =  1  parallel. 

Die  durch  P,  Pi  bestimmten  Panicte  der  Axe  des  Systems 
wollen  wir  beziehungsweise  dorch  Hi,  M/  bezeiehoen;  die  durch 
die  Entfernungen  <Pit  (P/  von  deo  Punkten  Hi,  ff/  bestimmten 
Punkte  der  Axe  des  Systems,  welche  mit  dem  durch  Fj,  be- 
stimmten Punkte  der  Axe  des  System«  einerlei  sind»  mSgen 
liMiebnogsweise  durch  (Oi),  {^/)  bezeichnet  werden;  endlich 
wollen  wir  zwei  beliebige  als  Object  und  Bild  einander  ent- 
•preebende  Punkte  (pfr)  und  (ptqirt)  durch  L  und  Xu  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  £(^  In  Bemg  auf  «In  dufcb 
Bt  nie  Anfang  gelegtes  Coofdinateneyetom,  f&r  welche«  wir  die 
laufenden  Ceordinaten  durch  Y,  Z  beielchnen  wollen»  sind 
offenbar: 

Für  J:  =  0  wird: 

alao«  well  nach  den  Obigen: 

0i  <I>i 

i«t: 

Ffir  ffr  SS  J:  1  l«t: 


Die  Gleichungen  der  Geraden  Li(^/)  in  Bezug  auf  ein  durch 
ffi'  als  Anfang  gelegtes  Coordinatensystem,  für  welches  wir  die 
laufenden  Ceordinaten  durch  A'»  P,  Z'  bezeichnen  wollen»  «iod 
offenbar; 
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Ffir  Z'sO  wird: 

also,  weil  nach  dem  Obigen: 

0/       _     l  9/  1 

ist: 

Fflr  f»s=i:l  ist: 

Für  ^=-f  1  heissen  die  Punkt©  /i»  und  ^/  die  Haupt- 
panlcte  des  Spieo;e!-  und  Linsen-Systems.  Wenn  diese  Punkte 
und  auch  die  Punkte  (Oi)  und  (U>j'),  welche  die  Brennpunkte 
genannt  werden,  gegeben  sind,  kann  man  mittelst  der  vorher  be- 
wiesenen  Ausdrücke  zu  jedem  Punkte  L  leicht  sein  Bild  Li  mit- 
telst einer  in  der  durch  die  Axe  des  Systems  und  den  Punkt  L 
gelegten  Ebene,  welche  man  als  Ebene  der  a:f/  annimmt,  auszu» 
fährenden  Construction   finden.     Zu   dem  Ende   errichte  man 

(Fig.  I.)  auf  die  Axe  AH  des  Spiec:el-  und  Linsen-Systems  In  Hi 
und  ///  Perpendikel,  ziehe  durch  L  und  (Qi)  eine  Gerade,  welche 
das  in  //,  auf  die  Axe  errichtete  Perpendikel  in  M  schneidet, 
ferner  durch  L  eine  Parallele  mit  der  Axe,  welche  das  in 
aut  die  Axe  errichtete  Perpendikel  in  J^i  schneidet;  zieht  man 
dann  durch  Mi  und  (^/)  eine  Gerade,  ist  der  Durchschnitts* 
ponkt  Li  dieser  Geraden  mit  der  durch  M  parallel  mit  der  Aze 
gezogenen  Geraden  das  gesuchte  Bild  des  Punktes  L, 

Wenn  die  PoDkte  Bt  and  B/  nleht  wie  verlier  dem  Falle 
f»  SS  -1-1,  Bender»  dem  Falle  fi  =  ml  entepreelien,  so  kann  man 
das  BÜd  des  Pnnktes  L  dnreh  folgende»  ane  den  oben  bewiesenen 
Formeln  sieh  nnmittelbar  ergebende  Construction,  welche  etwas 
weniger  einfach  als  die  vorhergehende  Ist,  finden.  Man  errichte 
wieder  (Flg.  II.)  In  Bi  vnd  Bj^  Perpendikel  aaf  die  Axe  des 
Spiegel-  und  Linsen  •Systems.  Auf  der  anderen  Seite  der  Aze 

AB  bestimme  man  den  symmetrisch  mit  Z  liegenden  Punkt  X% 
siehe  dnrch  L'  und  (^i)  eioe  Gerade,  welche  das  in  Bi  auf  die 
Aze  errichtete  Perpendikel  in  M'  schneidet,  femer  dnrch  L'  eine 
Pteallele  mit  der  Axe,  welche  das  in  B^  auf  die  Axe  errichtete 
Perpendikel  in  schneidet;  zieht  man  dann  durch  JVi'  und 
(^/)  eine  Gerade,  so  Ist  der  Darehschnittspnnkt  In  dieser  6e- 
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raden  mit  der  durch  M'  parallel  mit  der  Aze  gezogenen  Geraden 
das  gesuchte  Bild  des  Ponktes  L, 

DaM  die  beiden  verhergebenden  CoiiBtnietienen  sehr  ver- 
scbiedene  Bilder  des  Punktes  L  geben»  bat  —  was  kaum  necb 
besonders  bemerkt  au  werden  braneht  natfirlieh  seinen  Grund 
darin,  dass  in  diesen  beiden  Construetionen  die  Punkte  Bi  und 
JBl/  sehr  von  einander  verscbiedene  Bedentnngen  haben. 


Alle  Anwendangen  der  vorhergehenden  Theorie  setzen  zu- 
nSebst  und  vor  allen  Dingen  voraus,  dass  man  die  Brennpunkte 
des  Spiegel-  und  Linsen  Systems  kennt;  dieselben  kunneD  natür- 
lich nur  in  jedem  einxelnen  Falte  durch  Versuche  bestimmt 
werden»  wem  man  am  Besten  mittelst  der  folgenden  Methode 
gelangt 

Durch  drei  Versuche  bestimme  man  drei  Paare  einander  ent- 
sprechender Wertbe  von  p,  pi,  weiche  wir  durch: 

p»  pa  p'*  p/;  p">  p^ 

bezeichnen  wollen;  dann  hat  man  nach  $•  2.  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


fr  4 


p"-Fi^{^\)i'K^Ji 


und 


also  auch: 


{p  ^Fi){pi  -F/)s:=(^l)*H-».(yf)*. 

(p' -Fi)  (pi'  -  Ff)  =  (-  !)*+*-».  ( 


wie  bekannt  Also  ist: 
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(p  -Fi)(pi  -Fi')  =  {p'  -mpi'  -F/). 
ip'  -Fi){pi  -F<0  «  ip^-Fi^  ipi'-F/h 
(p''-Ft)(pr-F/)^ip  --FiHpi  —  W; 

welcbe  Gleichuugeo  mao  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

ppi  -p'p/  =(pi  '-p/yFi'i'ip  '-p')Fii, 

pfpi  -p"pV  =  (Pf'  '-px^)Fi  +  (p'  -//')  F/, 
rfpV\- PPi  =  ipf  ~Pi)Fi'\-{p'--p  )F/; 

wo  OBtOrlich  jede  Gleicbang  eine  Felge  ans  den  beiden  anderen  ist 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  die  Gleichungen : 

=1  (p  -p')  (Pi'  -pn-ip' -p")  ipi-pi')  \  Fu 

ipif'-p^')(ppt-p'pi')-{pi-pt')(p'pi'-p"pö 
=\ip-p^)  (p/ -pn-ip'  -p*)  ipt-p/)  \  F^. 

Zieht  man  diese  beiden  Gleichungen  von  den  beiden  ideu- 
tischen  Gleichungen: 

Up  -p^Hp/-p^')-ip'  -pf'){pi-p^)\p 

-  (p-p^(pp/-ppn-(p'--p^')(ppi-ppö. 

\  (p  -p')  W  -pi')-{p'-p")  (pi  -Pi'))pi 

= {p^-^pi*){ppi'-p'pt)-{pi''P^){p'pt''P"Pi) 

nan  mittelst  lef'etiter  Rechnung  die  folgenden  Glelchangen: 

t  (p-p')  (p/  -pn  -  (p'  -p")  (PI  -p/)  Mp-Fi) 
^{p-p'){p-p")ipi-pn* 

{ -  po  ipi'-^pn  -  (p'  -  //')  ( -  p/) )  (Pi  -  F/) 

,  ^^ip'-p'Kpi-pOipi-pi'h 

also: 

»(P~P')(P<'-P<^  -(p'-p")  {pi-p/)f^(p-Fi)  ipi-F/) 
«=  -  (P-P')  (p'  -p")  (p"  -p) .  (pi-p/)  (Pf' -pö  (pr-pi) ; 

folglich  nach  dem  Ohigen; 

(-  i)*+'-».l(p-p')(p<'~pO-(p'-p'')(p.-pt-')P.  (Ji)* 
=  -(p-p')(p'-p'W-p).ipi-pi'Kpi'-pi")ip/'  ~pO, 

also: 

TbtaXLVlL  r 
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,,,,  ,  (p-p')(p'-p''Kp''-pUpi-pili^^^ 

iJi)  -.-K-Il-H-  .  -pn-{p'-p"Hpi-p/)\* 

.  (p-p')(p'-Pi(p''~p)(Pi~pO(pi'~pn(pr'-Pi) 

--^-^>^    •    I;i.<p'-P")  +  pap^-p)  -ipi'ip-p') 
and  nach  öeu  Vorbcrgebenden: 


(p-p^)(p-p")iPi'  - 


(p-p')(p-p")(Pi'-pn 

_  (P-P')(p-P")ip/-Pf) 
"    piip' -p")  +  Pi'(p"-p)  +  Pi"(p-p') ' 

 ip'-pi(Pi-pö(Pi-pn 

{p'-p'^{pt-pö{pt-pn 


-       ip'  -'P")ip^-Pi')(pi-Pi'') 

MltleUt  dieser  Formeln  findet  man  {Ji^/Fu  Fi  ohne  aUe 
ZweidentigkeH.  Wenn  man  Ji  eelbet  finden  will,  raoM  man 
wonigatene  bei  einer  der  drei  BeobachCnngen,  etwa  bei  der 
ersten,  frisaen,  ob  das  Bild  anfreclit  oder  Terkebrt  atebt,  ob  näm- 
lich ^  positiv  oder  negativ  Ut;  dann  kann  mao  etwa  mitteist  der 
Formel: 

p-FiZ^zi^lY-K^Ji 

immer  sicher  Ober  das  Vorzeicbeo  von  Ji  entscheiden,  und  daa- 
selbe  also  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmeo. 

Die  Verfafiltniase: 
erhiU  man  dann  mittelst  der  Formeln: 
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\V«U  oach  §.  2.  bekaontlicb: 
ist,  80  ist  nach  4md  Obigen  aucb: 

und  in  Shalicber  Weise  föt  die  beiden  anderen  Beobacbtongen. 

Die  GrSsseo  P  nod  werden  nun  mittelst  der  ans  dem 
Torbergebeaden  Paragrapben  bekannten  Formeki: 

gelunden»  nriNl  dadureb  die  der  fiedbigangs 

qi  r,- 

entsprechenden  Punkte  der  Axe  des  Spiegel«*  und  Linsen«Syatenuiy 
alee  fifr  fi  s  1  aucb  die  Hauptpunkte,  bestimmt 

Bemerken  wollen  wir  noch  Folgendes:  Wenn  vier  ßeobach- 
tungeo  oder  Versuchen  die  VVerthe: 

p.  pn  p*,  pi\  p^ 

TWkpfpi  enUlprechea»  so  b^ben  irir  die  folgenden  Glelcbongen: 

(P-  Fi)  (Pi- =  (- .«)•. 
{p'-Fi){pi'-F^)  =(-.l)«-+'-i.(J.)« 

ip"  -  Fi)  ipi'  -  FÖ  =  (~  1)»+'-^  •  {Ji)\ 

{p^-Fi^ipT-F^)  =  (-  D'+'-^C/d*; 

welche  man  leicht  auf  die  Form : 

ppi-'PtFi  -pFi'  +  F,F<'-(— l)<+<-i.(Jd«  =0, 
p^p/  -piFi  -^p'F/^tVFt*  -  (-l)H^».(Ji)*  =  0, 

p^'p/'-p/'Fi  -^Fi  +  Fi¥i  -  (- 1)'+^-».  W  =s 0, 
fp("-'P^Fi-p'«Fi  \  FiFi^i,- 1)'+*-» . (Jd*  =  0 

7* 
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bringt.  Dnreb  Snbtraction  erhKlt  man  hteraoa  dio  drei  Gleicfaengeo : 

ppi-p'pi'  -(pi—pi')Fi—(p-p')Fi'  =  0, 
p'pi'-pV  -(p/-p/')Fi''(p'-p")Fi'  =0, 

und  hieraus  durch  Elimination  voo  Fi  und  Fi  die  Gleichung: 

+ (p'Pi' -pV)  i  (pr-pf)(p-p^  -  (pi-p^Xp^-f^n  I = 0, 

+  {p'pi"-p'"pi")\ipi'-pi')(p'-p")  -ipi'  -pnip-p')\ ' 

welche  Relatioo  man  leicht  auf  die  Form: 

PPi\ pap"-p"') + pi'ip'^-p')  -^pi'"{p'  -p") ) 
-^p'Pi\pnp-p")  +  piip'-p")  +  pi'"ip"'-p)\ 

-^p"pi"\pf(p-p')  ^Pi(p'-p"')  4  jnip'"-p)\ 

oder: 

PPi\p\Pi'-pn + p'Xpi" -pi) + -K)  t 

p(pr-p/')  i^^dw-P«'")! 

bringt. 

§.  6. 

Statt  wie  im  vorhergebenden  Paragraphen  drei  Versuche 
oder  Beobachtungen  zu  Gründe  an  legen,  kann  man  allerdinge 
anch  mit  nur  aweien  auakommeo;  aber  dann  mosa  man  amaer 
dea  GrOaaen  p,  pi\  p\  pi  anch  die  GrOssen  qi\  ff^  qi  der 
Objecto  and  ihrer  Bilder  messen.  Unter  dieser  Voransaetsong 
hat  man  die  GleichongeBS 

und 
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aus  deoen  sich  die  GleicbungeD: 

p-^Fj  _  qg/  pi^Fif  q^ . 
p'-Fi  -  qiq' '    pi'  -  Fi'  -  qqi' ' 

aUo: 

pqiq''—p'qqi'  =  (^i^'  —  qq/)  Fi , 
piqq/^Pi'qiq'  =  iqqi^q^')F/i 

folglich  die  Formeln: 

qiq'  — qqi' 

qtq'-qq/ 

ergeben. 

Hat  man  Fi,  Fi'  auf  diese  Weise  gefundeo,  so  erhäit  man  Ji 
mittelst  eines  der  folgenden  Ausdrücke: 

j, = (- 1)'-'.         =  (-  ly-K^ip'-Fd 

und  endlich  P,  Pi  mittelst  der  Formeln: 

P^Fi^i-^iy-Ki^i,  P.=  Fi' +  (-!)'. 4'- 

Well  aber  die  Messung  der  Grösse  der  Bilder  schwerlich  mit 
nur  cinigcrmassen  hinreichender  Genauigkeit  zu  bewerkstelligen 
ist,  80  ist  diese  Methode*)  jedenfalls  als  eine  ganz  unprak- 
tische zu  bezeichnen,  die  kein  «;org(äUiger  Beobachter  anwenden 
wird.  Deshalb  hat  sich  otlenbar  auch  Gauss**)  nur  der  im 
vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Methode  dreier  Beob- 
achtungen oder  Versuche  bedient,  indeni  er  zugleich  ganz  richtig 
auch  röcksichtlich  dieser  Methode  bemerkt:  ,,Da  die  Ausführung 
der  Versuche  immer  nur  einen  gewissen  beschränkten  Grad  von 
Scbärle  zulässt,  so  ist  es  für  die  Zuverlässigkeit  der  Resultate 
keineswegs  gleichgültig,  was  für  Cuinbinationen  gewählt  werden. 
Im  Ailgemeineo  kann  als  Regel  gelten^  dass  durch  drei  Versuche, 


*)  H.  «.  die  Schrift:  Die  Heupl-  and  Brenn-Punkte  einen 
Liasen-Syslem«.  Von  Carl  NenmniiD.  Leipzig«  IBM.  S.  40. 

**)  M.  «.  die  Sehrift)  Dioptriaelie  Untertuehnogen  Ten 
C.  F.  Gen««.   GS  Hingen.  1841.  4^  Nr.  1&   S.  83. 
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von  denen  zwei  unter  wenig  ver»chtedeneti  Umständen  gemacht 
8ind,  jedenfalls  nicht  alle  drei  Elemente  mit  Schärfe  bestimmt 
werden  können/* 


f.  ft. 

Wir  ^rollerj  jetzt  zwei  Punkt«  Ki,  AT/  in  der  Axe  des  Spiegel* 
und  Linsen«Systems  durch  die  £otfernungeD : 

von  dem  ersten  und  letzten  Scheitel  der  Elemente  bestimmen; 
dann  ist: 


also: 


Besieiien  wir  nun  alle  folgendeo  fvleicbaogen  auf  das  dareh 
den  ersten  Scheitel  des  Spiegel-  und  Linsen -Systems  gellte 

Coordisatsnsystem,  so  sind  die  GleieliiingeD  der  Linien  JXi  nod 

LiK/  ofenlmr  re&pective: 

nnd  weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden: 

y  «7» 

ist,  so  haben  die  Piiiikte  Ki  und  A^j'  die  loerkivurdige  Eigenschaft» 
dass  die  Geraden  Lki  und  LM  immer  einander  parallel  sind. 
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Die  GleicbungeD  d«r  Linien  X(<Pi)  and  Lii/Pi')  sind  respective : 

Beseicbnen  wir  die  Entferoiingen  der  Darehseboittepeekte 

der  Linien  L{0i)  und  Jü(W)  mit  dea  in  Kt  ved  auf  die  Axe 
erriehfeteD  Per|ieodliietn  durch  «f  und  «/;  so  ist,  indem  man  in 
vorstehenden  Gloichviigen  flir  «  respective  P*  ond  E-^P/  setst: 

also  nach  de«  Ohigen: 

Nun  ist  aber  bekanndicb: 

7i  =  (- 1)*-».  l'Cp--  Fl)  =  (- 1)'. 

also: 

fiethielte  das  Systeoi  nor  Untien»  «e  wftre  t  ^  1-^1  31—1, 
also: 

Es  würden  also  auch  die  Putjkte  Ä^i  und  Ki  zu  einer  Ton- 
stroction  des  Bildes  Li  von  L  benutzt  werden  können,  wie  von 
selbst  in  die  Augen  iallt. 

Noch  wollen  wir  awei  Punkte  N{  und  N/  in  der  Axe  des 
Spiegel-  nod  Linsen^Systems  durch  die  Entfernungen : 

P'     Fi^i-^iy.Ju   PV  =  Pi  J. 

von  dem  ersten  und  letzten  Scheitel  der  Elemente  bestimmen; 
dann  ist: 
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=  -(-iy-i.5^J,+(-l)i./i 



pr-pi  =  F,'  -in + (-  \y-KJi 

=s-(-i)/.|\/i  +  (-i).-i.y,. 

also: 

Beziebeo  wir  alle  folgenden  Gleichungen  auf  dasselbe  Coor- 
diiiatensystem  wie  vorher,  so  sind  die  Gleiebangen  der  Linien 
LNi  nnd         oienluir  respsetive: 

und  weil  nun  nach  dem  Vorbergeheoden: 

♦ 

 9_   Vi 

ist,  so  haben  die  Punkte  Ni  und  die  merkwürdige  Eigenschaft, 
dass  die  Linien  LA",  und  Li^if  immer  gegen  die  Axe  unter  gieieheo 
Winkeln  geneigt  sind,  ohne  einander  iMwaliel  so  sein. 

Die  Gleicbungea  der  Linien  Li^^i)  und  Lj[Ö7)  sind  wie  ?orber 
respective : 

Bezeicboen  wir  die  Entfernungen  der  ÜurchschnUtspunkte  der 
Linien  L(Oi)  und  L^W)  mit  den  in  Ni  und  Ni'  auf  du'  Axe 
errichteten  Perpendikeln  durch  a  und  »/;  so  ist,  indem  man  io 
voretebeoden  Gleichungen  für  x  respecti?e  P'  und  £  +  Pi"  setzt: 
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i 

also  nach  dem  Obigen: 

4 

Nun  ist  aber  bekaontllcb:  ' 

Ji  =  (- .  J     -  Fi)  =  (- -  F/) , 

also: 

9 

Beetebt  das  System  nur  aus  Linsen^  so  ist  i-t-/-— 1  =  2/— 1, 
also: 

«ISS— jfi,  vissi—q. 

Auch  auf  die  Punkte  Ni  und  iV/  würde  man  eine  Constructioo 
des  Bildes  Li  von  L  gründen  können. 

Sehliesslicb  bemerke  ich,  dass  die  vorstehenden  Betracb> 
tongen  sich  lediglich  auf  die  durch  die  Axe  des  Systems  und 
den  Punkt  L  gelegte  Eliene  als  Ebene  der  xy  lieaielien. 

Das  Vorhergehende  wird  hinreichen,  zu  zeigen,  dass  sich  aus 
den  allgemeinen  Grundformeln,  von  denen  wir  hier  ausgegangen 
sindj  noch  viele  in  Bezug  auf  ein  Spiegel-  und  Linsen -System 
gewisse  Merkwürdigkeiten  oder  Singularitäten  besitzende  Punkte 
würden  ableiten  lassen,  weshalb  ich  diese  Betrachtungen  hier 
abbreche. 
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Beweis  eines  die  Pf  äff 'sehe  Integrationsmethode 

betreffendeo  Lehrsatzes« 

Von 

&errn  Prof.  Dr.  Ladislaus  Xajt^e%kow$ki 

in  Warschau» 


Pfaff*)  hat  jjelehrt  lineare  Differential^leicbnit^en  erster 
Ordnung  zwischeu  mcbreren  Variabeto«  nämlich  Uiöereotial- 
glelcbuoK^D  FOD  folgender  Form: 

(1)  'WÄrda:r  =  0, 

zu  intej^^riren ;  er  hat  gczeit^t,  dass  sn7chc  Differentia!j?!eichungen, 
falls  nicfit  in  Form  einer  einzi<»en,  doch  u  piii^steos  in  Form  einer 
ganz  bestimmten  Ideinsten  Anzahl  von  lirgtoichongen  integrirbar 
sind,  und  zwar  ist  diese  Icieinste  Anzahl  von  Urcfeichun^en  ent- 
%veder  gleich  Jn  oder  gleich  i(w  +  1).  je  nachdem  die  Anzabl  n 
der  Variabein  eine  gerade  oder  eine  ungerade  ist. 

Diese  Integratioosmethode  beruht  bekanotlich  aaf  der  saeees- 
sWea  Verniladeraag  der  Ansahl  der*  Vaiiabeln  um  eine  Variable. 


*)  Abheadlaagen  der  Berliner  Aeademie  der  IHweniebalkea  vom 
Jabre  1S14i  «,llletho4u«  geaeralie  aeqaatleaea  differeatiaraai  panicaia«* 
riun«  nee  aea  ete.'*$  —  aaeb  in  Crolle*s  JoaraaU   Band  II.  Seite 

iet  eine  Abhandlung  von  Janobi  über  denselben  Gagenstand;  —  eben" 
falls  in  RaabeU  üifferentlnl-  und  Integralrechnung.  Bd.  iLb.  Kap.  X* 
«  II 
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J«t  io  der  üillereotialgleiciiiing  die  Anzahl  der  Variabelo  eine 
gerade,  so  laeaen  sieb  nach  einer  ven  Pf  äff  gegebenen  Regel 
die  $obetitutionen; 

(2)  «X^r  =  7r  (^»9     *  ^9  *  — • .  [r  =  1 ,  2, .... ,  «— 1], 

VC  3f|,      .....  yn^i  n—l  neue  Variabein  bezeicbneo.  berecbnen, 
denen  sn  Folge  die  Gleichung  (1)  in  eine  andere: 

(3)  *^"V,rfy,=:a 

swiechen  den  ii — 1  neuen  Variabein  y  fibergebt 

In  diesem  Falle  führt  die  Verminderung  der  Variabeln  iceine 
Relation  zwischen  den  urdprüoglicben  Variabein  ein. 

bt  dagegen  die  Anaabi  der  Variabein  iu  der  Oifereatial-  ' 
gleiehnng  eine  ungerade«  eo  mnaa  man»  um  die  beengte  Vermin- 
derong  der  Anzahl  der  Varlab^lii  so  erzielen,  eine  ganz  vrlllbfir- 
liebe  Relation  zwischen  den  ursprünglichen  Variabein  annebmen, 
lodern  die  Pfaffsche  Regel  für  diesen  Fall  nur , dann  gilt,  wenn 
die  gegebene  Differentialgleichung  In  Form  einer  eiomigeo  Ur- 
gleichung  integrirbar  iet 

In  den  Darstellungen  dieser  Pfatt 'sehen  Integrationsmethode 
scheint  ein  Punkt  nicht  beachtet  worden  zu  sein ,  wenigstens 
fehlt,  soviel  mir  bekannt  ist,  der  Beweiseines  für  die  Aowentiung 
dieser  Methode  auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgiei- 
ehungen  erster  Ordnung  wichtigen  jiebrsaUes. 

Der  fragliehe  Lehraats  lautet  folgendermaaaen: 

Ist  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  (I)  in  Form 
einer  einzigen  Urgleichuni:,'  integrirbar,  und  bestimmt 
man  nach  dor  Pfaff'K<:hen  Re^el  die  Substitutionen  (2), 
denen  zu  Folge  (1)  in  (3)  übergebt,  so  wird  auch  die 
Uifferentialgleichung  (3)  in  Form  einer  einzigen  Ur- 
gleichung  integrirbar  sein. 

Den  analytischen  Bewele  habe  leb  in  einer  Veryammlnng 
bieeiger  Mathematiker  gegeben. 

Ist  die  Gleichung  (I)  in  Fonn  einer  einzigen  Cri^lcichung 
integrirbar,  (so  mijggen  bekanntlicli  die  Coefüßi^tea  Ji.  dea  i>lei* 
ehungen  von  ioigendier  Fonu: 


m 
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wo  ß,  y  irgend  drei  Zableo  aus  der  Reihe  I,  2,....,n  sind, 
identisch  genügen. 

Seist  man  aUgnniein: 
nod  fiberdisfls: 

SO  kann  nuw  obige  Bedingnngsgleiehang  symbnliscb  so  darstelten: 

(4)  («,  ^,  y)  =  0. 

Mittel«  der  nach  der  Pf  äff 'sehen  Regel  berechneten  Sub- 
stitutionsformeln (2)  geht  nun  die  Gleichung  (I)  in  (3)  über,  und 
es  ist: 

'    (5)  F.  rr'^T  A,^*     [«  =  1,  %  «-1J. 

Ist  diese  Gleichung  (6)  ebenfalls  in  Form  einer  einzigen  Ur- 
gleichung  integrirbar,  so  müssen  wieder  die  Coeflicienten  V  den 
Gleichungen  von  folgender  Form: 

wo  h,  i,  k  iri^eiul  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  1»  2,...-,n  1 
sind,  ideütitich  genügen. 

Setit  man  wieder 
und  überdieaa 

so  lässt  sich  obige  Bediugungsgleichuog  symbolisch  so  schreiben; 
(6)  (A,  t,  ife)  =  0. 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  die  ßediügungsgleicbungen  (6) 
nothweudig  erfüllt  werden  müääen,  wenn  jene  (4)  erfüllt  sind. 

M^en  die  Indexe  u,  ß,  y  den  Indexta  h,  i,  k  gliedweise 
entspreehen,  und  sehreiben  wir  nach  (5): 
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CT) 


n='^-*xJ^.  r,=TV^.  nJ^'x^' 


r 


itsi     Byk'  '^öy«*  yai  ^cjy»* 

DIfinreDtfcrt  man  die  sweite  diem  Gleldiungen  (7)  nach  yk, 
und  die  dritte  nach  yi,  so  ergiebt  sieb: 


Qiid 


Zieht  man  diese  beiden  Gleicimogen  tod  einander  aJ>  und 
benutzt  die  oben  eingeführten  S3nDbole9  so  erhält  man  die  eiste 
Gleiehaog  folgender  Gruppe: 


die  beide»  letatee  erbalten  wir  auf  Sbnliehe  Weise  ans  der  dritten 
ond  ersten,  so  wie  ans  der  ersten  und  zweiten  obiger  Glei* 
chnogen  (7). 

Mnitiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichnngen  letzter  Gruppe  mit 
den  entsprechenden  Gleichungen  (7),  addirt  die  Froducte  und  be- 
Dotzt  die  oben  eingeführten  Symbole»  so  erhält  man  die  Gleichung  : 

—    ß=A  ^         '  ByhByidyk 


atis  welcher  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Bedingungs- 
gleichnngen  (6)  nothwondig  erfüllt  werden  mfissen«  wenn  die  Be- 
diogungsgleicbungen  (4)  erfSlIt  sind. 

Hiermit  ist  der  oben  ansgesproehene  Lehrsats  bewiesen. 
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Integration  der  Gldchnog 

in  welcher 

conetante  ZaUen  beieichnen* 

Von 

Herrn  Simon  Spii*€rf 
ProlMMr  ftdi  FoljtecbnlliiiD  In  Wien. 


leb  setie  das  litegtlU  obiger  Differeotiftigleiehung  in  folgeoder 
Form  Vorauas 

y- y*"*   ® 

woselbst  ^(jr)  eine  solche  Fooction  fOn  Jr  bezeicbaet.  welche  der 
Differentialgleicbung 

(3) 

(«tat -f  +0111-1  + ....  +Äi^'(Ä)-f  «h^K«)  «aO 

Genüge  leistet,  V  eine  einstweilen  noch  unbestinunte  Function 
von  u  bedeutet,  und  », ,  coDstaole«  eiostweilen  noch  anbe« 
kannte  Zahlen  repräsentireo. 

Ans  00  folgt  t 
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und  worden  diese  Werthe  io  (1)  eingeführt«  eo  erhält  man: 

(4) 

y^"'  F^««H•^p<■+"K»+*)+<|"^^l-l«»^+^*H«+«)+".• 

,  -|-  a»fi  ^("H-*)  (tt  -1-  j?)    (as + (m  +  ä) 

+ etm-\  ^pt»"*)  (t* + ar)  + ....  +    g>'{u + a;)  +  ffo^C« +^)  \du=0. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  wenn  man  in  «elber  u-^d^  statt 
X  setzt: 

(o«  +  II  +  o;)  (jp^"»)  (tt  +     +        <p("^i)  (» -I-  a:)-|-  .... 

und  mittelst  dieser  Glefehung  vereinfacbt  sieh  die  GleicbQDg  (4) 
und  geht  Aber  in: 

(5) 

•  •  -  +  (» -|-  jp) — u^C»)  (m  ^  jr)  I  dtt  0. 

Kan  ist  aber,  wie  leicht  elnsuselMD: 

(ö) 


Demnach  gestaltet  sich  die  Gleichung  (5)  folgendermasäeu ; 
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(7) 

4-(aMH4N.i  FOv^***-^  <« + «) 

+  

+y    K-  ly FW + (— i)^»««,f,_i  F(— >) 

+  (- 1)—*  a«H^-a  FC-*)  + 
-o + a»fB  F''— a»|4  V—u  F|  9(»)<«+ jr)4£K  =  a 

Dieser  Gleiebnog  genügt  nan»  weno  nan  F  so  w&blt,  auf  dase 

(8) 

(- ir        FW+(^l)"-i««+i,-iFl«-»)+(-l)«-*€i«HH.-»  F(«-^+... 

.... + a»fra  F"  -       F' F  =  0 

ist,  und  »1,  1%  so,  aof  dass  für  selbe  oacbfolgcoder  Ausdrack 

verschwindet: 

Obh^  F9»«»H»-»>(«+*) 

+(rtm+«-i  F—  fim-Hi  F')  9)(»f»-«>  (tt-f  ir) 

F — a»Hi-i  F'  +  «»f«  F)  (I* + 

+  

+(a^+i  F'+am+8  F'~..^+(-l)»-»am-|-i»  F(»-l))9)('n)(«4-;r)=ü. 

Die  Gleichung  (8)  iSsst  sich  mittelst  der  Laplace'seben  Me- 
tbede dsfch  Ausdrücke  von  der  Form 


-/ 


woselbst  W  eine  Function  von  v  bezeichnet,  vollständig  iotegrt- 
ren.  Das  lntet!;ral  der  vorgelegten  Gleichung  der  (m4-«)t€n  Ord- 
nung hängt  (lenmach  ab  von  der  Auflösung  zweier  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen, von  denen  eine  der  mten,  die  andere  der  nten 
Ordnung  angehurt. 
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Ueber  Kreisirierecke,  in  welchen  die  Seiten ,  die  Dia- 
gonalen, der  Badins  des  Kreiees  nnd  die  Fliehe 
rationale  Zahlenwerthe  haben. 

Von 

Herrn  Doetor  ff^.  Ltg^wski, 

ProfeMOr  4er  Mathematik  an  der  Terelnigten  Artitlarle-  imd  Ingenienr- 
Schal«  und  am  Saa  -  Chatten  ■>hatH<it  In  II  er  IIa. 

in  dtn  Timck  ABCD  «el 

AB=a,  BCsib,  CD::=c,  DA  =  d, 

die  Diagonalen  AC^p  nnd  BD^g,  und  der  Ri|dinn  des  um-  * 
edifielienen  Kreises  r.  Der  DorebsdinitCspanltt  der  Diagonalen 
beisse  O..  Femir  »Igen  die  Inlialte  der  Drsieeke,  welche  dorch 
die  Diagonalen  und  Seiten  gebildet  werden,  ABC,  ACD»  ABD 
nnd  BCD  der  Reihe  nach  durch  fi%  f%,  /t»  wd  der  InbaHdes 
Tlerecks  dnrcb  f  beselebnet  werden* 

Nach  bekaontCD  Sätzen  ist  bei  den  obigen  BezeicbnuDgeo : 

1)  pq^  ae-^bd 

und 

 g  aö-^ed' 

Ans  1)  nnd  2)  folgt: 

3)  p*{ab-tcd)  =  {ac-^bd)iad^bc), 

und  hlerans: 

4)  .  .  .  .    (o«  +  6»— j>«)crf-f  a6(c«+r/*)  =  a6p». 
Seilt  man: 

ThallXLTII.  8 


IC  ML.* 
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es=ii  +  o  uod   d  =  U'—v, 

dann  ist: 

diÄtt'—r*  und  c*+ii*  =  2(uH«»*)- 
Diese  Werthe  von  ed  und  c^-fii*  in  4)  eiegeaetst  geben: 

5)  .  .  •  ((a+6)a-f>»)it«  +  (j»^-(fl-6)*)i;*  =  a6j»* 
Setzt  man  für  a,  b,  p  der  Reihe  nach  die  Anedraeice: 

«Ö^  +  l),  und  1), 

80  wird  nacli  meiner  Abhaadiung  fiber  rationale  Dreiecke  *)  A ,  alao 

auch  r,  rational. 
Es  ist  nun: 

6)  (« =  4a!y  (« 

7)  p»-(a— 6)«  =  4a:y(a;3^— 1)« 

und 

8)  .  .  .  e6|>»  =  «y(««+l)(y«+i)(«+y>*(.Ty~l)*. 

Aus  5)  ergiebt  sich  bei  Einsetzung  der  AusdrQcke  aus  6),  7)  und  8): 

9)  .  .4i^*4y>H-4e«(J^l)*Ä(«H-l)(yHl)  («+y)»(ay-l)«. 

* 

VVeno 

«»sBz^Cajy— 1)»  nad  •»=  l»(ar+y)« 
gesetzt  wird«  dann  entsteht: 

10)  4(»»+^^(«»+l)(y«+l),  • 

oder  daich  Umformung: 

11)  4(i^+<^s=(ay+I)*  +  (a:~y)* 

and 

12)  4(s«  +  <»)=s(:ty-l)«+(^+i/)^. 

Der  Gleicbnng  11)  genfigea  die  Wertbe: 

Et  ist  daher: 

1«>)  "  —  2 

and 

TU.  XLVl.  Nr.  X&V.  S.  509. 
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mitblD : 

15).  ■c=«.f.="y-'+'".=ig^<"'-y+'>. 

Aus  a,  6,  Ci  <f  uod  p  ergeben  eicb  nun  nach  den  bekannten 
Formeln : 

17)  ,  =  ^3±£raL±l)f3tr£±jL±l). 

18)  r  =(f'+ytjj. 

21)  /a  =  I  (a^^- 1)  (0^2^  +        +  l)      - a? +y+ 1)  = 

22)  /i  =  |(»»-l)(a:y+»-y  +  l)(ay-«+y+l)=5^. 

23)  /  =  i    +    (0?^  —  1)      +  «  - 3/  + 1)  (ay  -  j:  +y  + 1). 

Für  jr=3  and  3fs4  erfallt  man: 

tf=s51,  6  =  40,  c  =  68,  d  =  75»  p=z77,  ^  =  84,  rs=42^, 
/;s924,  /;s2310»  /Isim,  /« s  1344  ana  /'s: 3334. 

Der  Glelcbuog  12)  genügen: 

fär  diese  Wertbe  von     and     erhäit  man: 
mitbin  ist: 

also  gleich  dem  Durchmesser  des  umticbriebenen  Kreises; 
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Wie  oben  eigebeo  sich  nmi: 

26)  p  =(j:  +  y)(ary-.l). 

27)  9  =i(a;«+l)(j^«-l), 

29)  A»i(«+y)(«y-l)(d9-l-»4y-l)(«y-«-y*l)» 
3(»  Ä  =  4«(y*-I)(«y+*+f-rl)(«f-«-3r-l). 

31)  r4  =  ly(3f'-i)(**  +  i)*. 

32)  =i<«+2^)(a:iy^l)(a;»-l)(^-l). 
FOr  x^Z  und  y»4  eigelMii  sicli: 

a  =  öl,  6=40,   c=86.   ii  =  36,  p^77,   9=75,  r=4%5, 

/i»924.  A^ilSSe,  A»H10,  ^»1600,  /=2aio. 

Bezeichnet  man  durch  z,  OC  dorch  BO  and  O/)  durch 
»  and  9,  dann  ist,  wenn  aar  AbkQrsuog 

 2~  =  ii 

gesellt  wird: 

z  =  adut  t  =  6cn»   o  =  cdn ,   »  =  abn» 

Et  i«t  nun: 

«•  +  |««d^(a«  +  c«). 
¥Wt  das  Bveiet  betraelitete  Vievedk  iet,  wie  aieb  ieioiit  aeigea  Üaat ; 

n«(ri«  +  c«)Äl, 

woraus  folgt,  dass  bei  diesem  Viereck  die  Diagonalen  sich  anter 
rechten  Winkeln  schneiden.  Beim  «weiten  Viereck  sind  die  Drei- 
ecke BCD  und  ACD  rechtwinklig.  Soll  bei  einem  KreisTiereck 
nur  der  Inhalt  rational  sein,  so  kann  man  die  folgenden,  dorcli 
Verallgemeinerung  der  Foimeitt  fOr  taüonale  Dreiecke  gefaedeneD 
Auadrucke  benatoen: 

e  =  23^2(0:  +  z)  +  z«(a:  +sf)  -f  2:r  (yt  + 1) , 
6  =r  •2a;'^( ^  +  2)  +  z»(a; +y)  +  %  (xi  + 1) , 
c  =  i^{at  +  2^)  +  2z(jry  —  1). 
<i  =  a+6  +  c--4(ar-fy), 

/  «  4(arf|0(«-i'S)(5+^(^'f  ««-f  -1)* 

Für  o:  =  1 ,     =  2  und  z  =  1  findet  man : 

a=25,  6*=17,  es5»  d^Z&  und  f^'m. 


Digitized  by  Google 


MniüMM/lr«^  /IST  Seküier. 


117 


XIII. 


UeboQgpHiii^aben  fSr  Schiller. 


sind  die  folgenden  SStee  so  beweiaen; 

1.   Wenn  (Taf.  III.  Fig.  2.)  in  der  Seite  AB  des  Oreieelw 
ABC  der  Punkt  D  so  bestimmt  Ist,  dass 

ADiBDmmim 

'  ist»  und  CB  geiogefi  «rird;  so  ist: 

m . IC*  +  n.BC^  =  (m  +  n)(ADx BD  -f  CB»), 


«.  Wenn  A,  B,  C  (Taf.  III.  Fig.  3.)  drei  Punkte  eines  Ke- 
gelschnitts sind  und  F  ein  Brenopunict  desselben  ist,  so  findet 
man  die  Directriz  desselben  durcb  Coostractioo  auf  folgende  Art. 

Man  balbire  die  Winkel  AFB  and  BFC  dnreh  die  Linien 
FB  und  FE  und  enriehte  In  F  nnf  diese  Lloieo  die  Perpendikel 
FG  und  FH;  sieht  man  dann  die  Linien  AB  nnd  BC  vnd  be- 
stimmt deren  Dnrchnebnitiipnnirttt  Jlf  «nd  N  mit  den  Perpendikeln 
FG  und  FH,  so  Ist  die  dnreh  die  Punkte  M  nnd  N  heolimmte 
Gerade  die  gesoehte  Dfareetrix. 


9*  Wem  ABCD  (Tat  HL  Fig.  4.)  eu  In  einen  Keg^sdmitt 
beschriebenes  Viereck»  oder  trenn  am  das  Viereck  ABCB  ein 
Kegelschnitt  liesclirleben  Ist,  so  liegen  die  Dnrchschnittspankte 
£»  F  dar  einander  ^egenMierKegenden  Seilen  des  Vienecks  «od 
die  Dorchscbnittspunkto  G,  B  der  In  den  einander  gegenOber* 
stehenden  Eelnn  des  Vierecks  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
BerOhrenden  In  ei  ner  Gevadeni 
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iscellen. 


Die  eltifachste  Aufl^toang  sweier  GleichoDgen  von  der  Form: 

dfirfte  die  folgende  sein. 

Stellt  man  diese  Gleicbongen  auf  folgende  Art  dar: 

so  erhält  man  durch  Division: 
also,  wenn  man 


X  vi 

netat: 


1  o,,  a-^b 


Besfinnit  man  hieraua     so  int  jrsay,  folglicb: 

»   

(!  +  «»),»  =  o,  j,  =  Yj^; 

und  man  bat  also  zar  Bestimmong  von  üü,  y  die  folgenden  Formeln : 

deren  weitere  Entwlckehing  keiner  Sebwierigkell  nnterliegt. 

G. 
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listoiische  llotii. 
Von  dem  Herausgeber. 

Die  Erfiudung  des  Princips  des  (Kater 'sehen)  Reversions- 

pendels  wird,  so  viel  ich  weiss,  meistens  oder  wenigstens  häufig 
Bohnenberger  zugeschrieben.  Allerdings  sagtauch  dieser  sehr 
verdiente  deutsche  Mathematiker  und  Astronom  in  seiner  treff- 
lichen, immer  noch  sehr  zu  empfehlenden  Astronomie.  Tü- 
binfjen.  1811.  S.  447.**  am  Ende  dieser  Seite:  Namentlich 
können  der  Aufhängungspunkt  und  der  Mittelpunkt  des  Sch^vTin2;s 
mit  einander  verwechselt  werden,  und  die  Schwingunt^en  um  die 
durch  diese  Punkte  gehenden  einander  parallelen  Axen  bleiben 
von  gleicher  Dauer**,  worin  also  das  Princip  des  Reversions- 
pendels ganz  bestimmt  und  deutlich  ausgesprochen  ist.  Vielleicht 
aber  hat  man  übersehen,  dass  Bohnenberger  an  dieser  Stelle 
auch  ganz  bestimmt  aui  ,,Hugenii  Horoiogium  oscillato* 
riuni.  P.  IV.  Prop.  XX.**  verweist.  In  diesem  merkwürdigen, 
jetzt  sehr  seltenen  Werke  des  berühmten  niederländischen  Mathe- 
matikers und  Physikers,  dessen  vollständiger  Titel  folgender  ist: 

Cbristiani  Hugenii  Zulichemii.  CoDst.  R  Horo» 
logiuro  oscillatorium  sive  de  motu  pendaloram 
ad  Uorologia  aptato  d emonstrationea  geome- 
trieae.  Pariaiia.  167a  Fol. 

findet  aich  in  der  f^Pt^ra  qnarta",  worin  De  ceotro  Oacil- 
lationia  anaflibrIiGb  gebandelt  wird,  anf  pag.  126.  die  folgende 

Centrum  Oscillatiunis  et  punctum  suapensionis 
inter  se  convertuntur. 

In  figma  *)  anperiori»  qnla»  poaita  anapenalone  ex  oentmm 
oaeillatlonia  eat  D;  etiam  Invertendo  omnia,  ponendoque  sospen- 
aioaem  es  J>»  erit  tunc  ceutrum  oeillationia  B.  Hoc  eoini  ex  ipaa 
pvopoaitione  praeeedenti  manifeatum  eat. 

Hiernach  ist  also  ohne  allen  Zweifel  Niemand  anders  als 
Christian  Huygoiis  der  Erfinder  des  Princips  des  Reversions- 
pendels, SU  wie  der  Tfieorie  des  |)hysi&cheti  l^endeis  und  des 
Oscillations  -  Centrums  überhaupt.  Ich  habe  di  ritliche 
Notiz  hier  nur  aus  dem  Grunde  eingeschaltet,  um  dem  genannten 


*)  Die  Figur,  auf  welche  Hujgen«  sich  hier  beziebt,  theile  ich» 
volUtändiger  Deatiicbkeit  wegen,  auf  Taf.Ill.Flg.6.  mit. 


* 
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grossen  Manne  sein  nnbestrettbares  Eigenthom  und  seinem  Vater- 
lande die  Ehre  einer  der  wichtic^sten  Erfindungen  für  alle  Zeiten 
zu  wahren,  da,  wie  schon  erinnert,  dies,  wie  es  mir  weDigsteiis 
geschienen  bat,  nicht  immer  bo  geschieht  und  geschehen  ist,  wie 
es  die  Geiechtigkeit  und  die  Ehre  der  Wisseoficbaft  fordern. 

Das  „Horologinm  oselllaCoriiim^  eathilt  iHikftnsitfieh 
Doch  viele  andere  «ebr  merkwürdige  ond  iricblige  Theorieti  imd 
Anvrendiuigen  deraelben;  aameotlich  handelt  z*  B.  Psra  tertia 
avaftthrlleh:  De  llaearam  cnrFaran  evoliitieoe  et  dinieii* 
atone«  was  ja  bekanntlleb  aveb  eine  wkbtige  ErfiadoDg  dea 
onvergleicblieben  Maanea  Ist 


DnickfeUer  ii  Sdirta*«  «iebemtdlige«  Lagaritbacatiifdii. 

Tafelll. 8. 446.  Diff*  swlacbeo  logtg 40»^ iO^'  aad 
»r  atalt  29!nie8  437. 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 

ThI.  XXII.  S.  387.  Z.  8.  muss  in  dem  Aosdrucke  von  dt^  das 
Minuszeichen  (~)  Tor  dem  Bruche  aaf  der  rechten  Seite  des  Gleich* 
heitszeichens  gestrichen  werden. 

ThL  XXVUi.  S.  445.  Z.  4.  r.  a.  atalt  (TbLXXV.  Nr.  VL)  setse 
man  (Thl.  XXIV.  Nr.  VL). 

Thl.  XLIV.  S  475  Z.  ja    0«  ist  «tatt  dea  Zeichens  =e  das 

Zeichen        zu  setzen. 

Thl.  XLIV.  S.  447.  Z.  11.  w.  o.  fehlt  am  Ende  der  Zeile  hinter 
der  Klammer  der  Factor  i, 

Tbl.  XLV.  S.  267.Z.  12.V.U.  statt  „bezeichnet."  s.m.  be- 
zeichnet, crgiebt."  Es  fehlt  nämlich  am  Ende  der  Zeile  das 
Wort  „ergiobt.** 

Thl.  XLVI.  S.  184.  Z.3.  v.  n.  lese  man  ^,  statt  rj^. 

In  Taf. III.  Fig.  5.  muss  der  Buchstabe  J  weiter  recht»  an  den 
UurcbschDittspankt  der  Linien  ifC  und  AY  geseUt  werden. 
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XV. 


Ueber  einige  Curven  iiöheren  Grades. 


VOD 


% 


Herrn  Dr.  H^ehheimj 
Lehrer  aa  der  Beakedmle  tn  Hmgdebarg. 


Bei  einer  Üotersochong  der  Fosspuriktehcarven  der  NeirecheD 
Pkrabel  ergaben  sich  einige  eelir  einfache  Resultate,  die  in  dem 
^tflgefiden  enthaften  sind. 

1.  Der  feste  Pol,  durch  welchen  alle  anf  die  Tangenten 
gefSUten  Lothe  gehen  mögen,  sei  der Scheitelpuni&t  der  NeiTschen 
Parabel.  Derselbe  Punkt  sei  zugleich  Anfangspunkt  des  Coor- 
dinatensystemsy  so  dass  die  Gleichang  der  NeiiWhen  Parabel 
die  Form 


Die  drei  Gleichnngen,  welche  zur  Bestimmung  der  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes  aller  Fusspunkte  der  Lothe  ausreichen, 
sind  dann: 


in  welch eo  |  und  9}  die  Coordinaten  des  Durcbscbnittspanktes 
der  Tangente  und  des  Lothes  sind.  Eliminirt  man  ans  diesen 
Gleichungen  die  Variabein  x,  y,  so  ergiebt  sich  eine  Relation 
xwischen  §  und  i},  welche  die  Gleichung  der  FusspooktencorTe  ist: 


beaitst 
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Führt  man  Vp  an  Stelle  von  k  ein,  «a  p  der  Parabel 
zugehurt,  dereu  Evolute'  die  Neireche  Parabei  iet,  so  niramt  die 
Gleichmig  die  Geetait  au: 

(F)  V42i,*l"-rt*=0, 

uod  gehl  maa  durch  die  Substitutioo 

ifssreio^,  ^rssrcos^ 
so  Polarceordlnateu  über»  so  entsteht  die  Poiargleichaiig 

2r*  =  pr'cos^cotV» 

(G)  •  .....  HsO;  2r  :speo«9col^9. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (F)  |  =  0,  so  wird  auch  iy  ==  0, 
die  Curve  wird  also  diireh  den  AnfaogspuokI  des  Coordinat^o- 
Systems  gehen. 

Da  (F)  nur  gerade  Potooxen  Ton  if  entbSIt,  so  werdeo  sieh 
flir  jeden  Werth  ¥011  {  immer  swei  gleiche  und  entgegengesetate 
Werth«  TOD  ergeben,  die  Gonre  'wird  also  symmetrisch  snr 
{»Aze  liegen. 

Für  9  =  0  in  (G)  ist  r  =  x,  die  Curve  wird  sich  also  in 
ihrem  Verlaufe  zu  beiden  Seiten  der  d?>Axe  nähern»  ohne  sie  zu 
erreichen. 

Giebt  man  in  (G)  den  Winkel  9  alle  mvgllebeo  Wes{he 
Bwijieheo  W  und  2911^,  so  erhSIt  man  nnr  negative  Wertbe  fwV» 
oder  giebt  man  in  (F)  |  negative  Werthe,  so  wird  man  fiir  ^ 
stets  imagmSre  Wertbe  erhalten  $  die  Gurre  wird  sich  demnach 
nnr  auf  der  rechten  Seite  der  9*Axe  ausbreiten. 

Setzt  man  in  (G)  q?  =  30*^  oder  =  330«,  so  erhält  man  für  r 
denselben  Werth,  der  sich  für  den  Radtusvector  der  INeil'schen 
Parabel  crgielit,  so  bald  man  cp  in  der  Polargleichung  derselben 
dieselben  Werthe  ertheiit;  es  wird  r  =  |V3.j7. 

Die  Neil 'sehe  Parabel  und  die  Fnsspnnktenenrre  werden 
sieb  demnach  fOr  99=  30^  ttnds;330<^  In  der  Entfernung  jV3.p 
▼om  Anfau<^äpunkte  dnrehscbnelden. 

Die  beiden  erstan  Dtfferentlal«|notlenten  sind: 

dji  _  3/?^— VI 

oder: 
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nimmt  fiir  { = — Ip  den  W«rth  0  an.  Bei  Einsetsiiiiff  dieses 

Werthes  von  |  in  die  Gieichuog  (F)  ergiebt  sich  aber  iür  m  ein 

von  keinem  Maximum  oder  Minimum  die  Rede  sein,  besonders 
da  sieb  die  Curve  nicht  in  den  U.  und  III.  Quadranten  erstreckt 

dvt 

Der  zweite  Ausdruck  für  ^  wird  für  |=0  unendlich  gross, 

die  Tangente  im  Anfangspunkte  des  Cooidioatensystems  wird  also 
mit  der  F-Aze  «isammealallen. 

Der  Krfimmongsradias  der  Cnrve  ist 

  |(4t;gH  8^^)^  4-  (3/?!»— Vl)^  jl  

Da  ffir  {s=0  attch  ^=0  ist,  so  besltst  der  Krfimminifsradios 
der  Curre  Im  0-Pookte  den  anbestimmten  Werth  ff. 

Erthelll  man  p  In  der  Gleichung  (F)  alle  möglichen  W«rthe 
swisehen  0  und  so  frhrd  (F)  niebt  mehr  eine  einzige  Curve, 
sondern  ei»  ganses  System  von  Cnrven  reprisentlren* '  F8r  äsQ 
wird  (F)  12^-1- 1>  =  0»  beide  Coordinaten  müssen  deninaeh  intmer 
SS  0  sein ,  die  Corre  wird  dann  in  den  Anfangspunkt  des  Coor- 
dlnatensystemi  versebivlnden*  Setst  man  p=ao,  so  erbSIt  man 
^=»0  oder  1=0*  d«b,  die  Fusspnnktenenrvegeht  In  die  F-Axe  Aber. 

Alle  CnrFen,  die  auf  diese  Welse  dnreb  (F)  dargestellt 
werden,  sind  Fvssponktencnrven  von  Neft'schen  Parabeln»  de- 
nen die  betreffenden  Werthe  von  p  sngebOren,  Alle  Curen  die- 
ses Systems  geben  dnreb  den  Anfangsponkt  des  Coordlnatensy^ 
stems  und  wi^en,  so  lange  p  nicht  oe  wird,  die  Jf-Axe  snr 
Asymptote  haben« 

Um  die  Orthogonale  dieses  Curvensystems  sn  bestimmen 
blMet  man  die  Gleiebang 

dF  dF 

_dn=z-^di 

elfaaloirt  ans  ihr  nnd  der  Glelefanog  (F)  die  VerlnderOcbe  p  und 
infegrirt  die  daians  entstehende  DlfferentlAlgieichung. 

9* 


Digitized  by  Go 


124        Uockheim:  üeöer  einige  Curven  näheren  Grades, 

Es  ist  nun:  • 

Dor  Werth  voo  p  aus  F  entwickelt  ist 

 P 

Dia  la  integrirende  DiffereDtialgleichong  wird  deronacb  sein: 

{ +  4|j?« }  d|  +  { ^2 31?'  1  eil?  Ä  a 

Da  dieselbe  homogen  ist,  so  lassen  sieb  die  Variabeln  treo- 
neo,  indem  man  17 also  diii:sfßU-^td^  setat;  man  erhält  dann: 

oder: 

Der  rsciiaer  des  zweiten  Braches  lässt  äich  iu  zwei  Factoren 
(i*  +  lK^*+¥)  zerlegen. 

Aa  die  Stnlie  Ton  Iß^X  w8ge  |  geeetit  werden»  es  ist  dann 
df^^d$,  din  DifferentialgleiehaDg  wird  doninacb  die  Gestalt  an- 
nehmen : 

Zerlest  man  den  aweiten  Bmcfa  In  Parlalbrücbe    -  -tt> 

i  J+i 

80  besitzt  tt  den  Werth  4*  2»  ^  dagegen  ist  =  —1. 

Das  lutegral  dietstit  Differentialgleichung  ist 

also: 

oder : 

I  Ist  aber  Ar  <^  4-1  eingenetst. 
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Da  nao  <=|  findet  man  ab  Integral  der  obigen 

Oillerenfialgleiefaong : 

W  (i?H  I*)*  =     +  j  üf I». 

Jf  ist  eioe  beliebige  Coostante,  der  man  jeden  Wertb  er- 
flleyen  kann»  daher  repr&sentirt  die  Gleichung  ((P)  eioe  ganse 
Schaar  von  Cnnren,  die  alle  Cnnren  des  Systems  (F)  unter 
rechten  Winkeln  schnöden  werden. 

0ie  Gleichung  (ß)  gehSrt  der  FnsapnnkteDcnrTe  einer  ElUpse 
au»  deren  Halbaxen  VM  und  VfB  aind. 

Die  Fusspunktencur ve  (F)  der  Neirschen  Parabel 
wird  also  recb twioklicli  durchschnitten  von  der  Fuss- 
pauktencurve  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  zu- 
samnicntällt  iiiit  dem  Scheitelpun k te  der  Neil'schen  Pa- 
raljol  inid  deren  Halbaxeo  in  dem  Verbältniss  1:V|  zu 
eioauder  stehen* 

Jede  Curve  (ß)  wird  die  ^>Ake  in  den  Entfernungen  V*i9 

und  —  V^S3I  und  die  F-Aze  In  den  Entfernungen  VM  und 
^VM  vom  0-Pnnkte  durchachnelden.  Für  JlfssO  wird  die  Corvo 
in  den  O-Pnnfet  saeammenschwIiMlen. 

Da  die  Gleichung  (^)  nur  gerade  Potenzen  von  |  und  vi  ent- 
iiiUtr  80  wird  die  Gurve  S3rnmietrisch  zu  den  beiden  Coordioaten- 
axen  liegen;  es  wird  daher  nur  nutbig  aelo,  den  Lauf  derselben 
loi  ersten  Quadranten  su  betrachten. 

Führt  man  statt  17  und  l  PdarcoordBnaten  r  und  9  ein,  so 
entsteht  die  Polargleicbung : 

die  sieb  in  die  beiden  Gleichungen 

r*  =s  0  und     s  ilf(sin^9»  -f  |cos*9») 

nerlegen  läftst.  Die  Gleichung  8chliesi>t  abo  den  Ü-Punkt  al»  be- 
sonderen Paukt  in  sich. 

Die  beiden  ersten  Differentüilquotlenten  der  Gleichung  {0) 
afaid: 

oder: 
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wo         g  Ist 

Botiftebtot  maa  die  Cnrve  nur  Im  «tcton  Qmdiaoten,  so  Ai- 

det  man,  dass  ^  für  alle  positiven  Werthe  voo  {  uod  einen 
aagativeo  Warth  baaHst,  die  Corva  wird  damnadb  elae  liarab* 

steigende  sein.    Für  ^  =  0  wird  auch  ^  =  0,  die  Tangente  der 

Curre  iSnft  also  für  £  ~  0  der  X-Axa  parailal.  Dia  Glaieliinig 
((P)  ninmit  ia  diaaam  Falla  dia  Geatalt  an: 

Dia  Ordinate  17  besitzt  demnach  für  £=0  oberbalb  der  Aza 
einen  Maximal wertb  -f  Vüf  ond  .natariiaib  dar  A-Axa  ataaii  flÜDl- 
mal  Warth— Vif. 

Setzt  man  t  =  Sf  %M»  so  nimmt  ^  einen  unendlich  grossen 

Werth  an.  Die  Tangente  wird  daher  in  dem  Punkte»  wo  die 
Ciinre  die  XAxe  achaaidat«  dar  F-Aze  parallel  laafeB. 

Der  Krümmungsradius  der  Curve  ist 

Für  i^yf  IM  und  i|  s=  0  wird 

die  Carve  ist  ao  dieser  Steile  eingedrfiekt 
Ffir  £s=0  and       VAf  wird 

g  =  iVM. 

II.  Der  Polt  durch  den  sämmtlicbe  Lothe  geiegeo  werden» 
sei  der  Scheitelpunkt  der  Parabel,  welcher  die  gegebene  Neil - 
sehe  Parabel  als  Evolate  zagebört.  Dieser  Punkt  sei  zugleich 
Anfangspunkt  des  CoordlDatansystema;  die  Gleichnng  der  Neil* 
sehen  Parabel  ist  danni 

Sf^^ir—  
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Ffir  jedeD  Paukt  (xjf)  der  Corro  ist  die  Gieidiiuig  der  Tan- 
gente: 

und  die  Gleichaog  des  vom  0-Punkte  aus  auf  sie  gefällten  Lothes 
ist: 

'  ^4(ar— p)*^* 

wo  {i|  die  Coordioaten  des  Dordiscliiiittqiinktes  dieser  beides* 
geraden  Lbien  sind. 

Nach  EliminiruDg  von  a:y  aus  diesen  <lrei  Gleichungen  er- 
giebt  sich  die  Cleicbung  des  geometrischen  Ortes  aller  Fuss- 
pnnkte  der  Lothe: 

(FO  + 

Nimnt  man  den  0- Punkt  zum  Pol  und  die  XAze  sor  Polare 
aze,  so  ergieht  sieb  die  Poiargleiebtiog  dieser  Carve: 

(G')  2r*sin*g)  =  j»r'co8  9?(l-|-sin*9), 

oder: 

H  A 0;  2r  s  ^(Got^eoseey-l-cos^). 

# 

Setzt  man  in  (F')  |=:0,  so  wird  auch  i/  =  0,  die  Curve  geht 
durch  den  Anfangspunkt  des  Ceordinatensystems ;  sie  liegt  ferner 
symmetrisch  mir  J^-Axe,  denn  die  Gleichung  (F')  enthllt  nur 
gerade  Potenien  von 

Eür  die  Werthe  von  <p  zwischen  90<>  und  270»  liefert  (G') 
mir  [legative  Werthe  von  r;  entsprechend  erhält  man  aus  (F'), 
wenn  man  £  alle  müglicfaen  negativen  Werthe  ertheilt,  imaginäre 
Werthe  für  die  Curve  kann  daher  nur  auf  der  rechten  Seite 
der  ij-Axe  im  l.  und  IV.  Quadranten  liegen. 

Setzt  man  in  (G')  (p—O,  so  wird  r  uneudlich  gross;  die 
Curve  wird  sich  also  zu  beiden  Seiten  der  |*Axe  ausbreiten  und 
dieselbe  erst  in  der  Unendlidikeit  durchschneiden.  . 

Da  flir  {sssO  auch  i}ttiO  Ist,  so  besitzt  der  erste  Differential- 
quotient 

den  unbestimmten  Werth 
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Erthdilt  man  auch  In  der  GlelchDD((  (1")  der  Constanten  p 
alle  mugiiehen  Wertbe  «trischeii  0  und  oo,  eo  stellt  (F')  eben- 
falle ein  gaozee  System  Ton  Curven  dar,  von  denen  jede  die  vor- 
her angegebenen  Eigenschaften  besitzt.  Fiir  p  —  0  tvird  die 
Fusspusktencurve  in  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
insammensch winden,  sie  wird  dagegen  in  die  F-Axe  (li>eq;ebeo, 
sobald  p  den  Greszwertb  oo  erreicht. 

Um  die  Ortbogooalcurve  dieses  Systeme  £u  bestimmen,  bll'* 
det  man: 

'^^^ui^^'ip^^^ 

ond  eliminirt  aas  (F')  aod  der  Differeotialgteiehnag 
die  GrSsse  p\  ss  ergiebt  sich  dann: 

oder: 

Diese  Ditferentiali^leichun«;  ist  ebenfalls  honiogen,  die  Inte- 
gration derselben  wird  sich  dabei  ausführen  lassen,  wenn  man 
durch  Substitution  von  atatl  i]  die  V^aiiabelu  aeparirt:  mau  er- 
hält dann: 

oder: 

l     2  *<«  +  iiH5«*  +  l"'  • 
oder,  da  der  Nenner  des  sweiten  Brnebess8(f*^l)(l*-|-|^-|-I)  ist, 

I  «»+I)«*+S<*+1) 
Sttbstituirt  man  |  für  I*,  also  du  ^  Slcfl,  so  ist: 

Der  zweite  Bmcb  lässt  sich  in  Partialbrfiche  serlegen  von 
der  Form 
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wo  a  den  Werth  ^%  ß        Werth  —  (}-M)  hesitst. 

Ffihrt  mao  ann  die  Infogralion  der  Diflerentialgleichung  aus, 
eo  flii^ebt  flieh: 

also: 

Ä+l&+I)-W(f+l)HTM-VA.arctg(^^D  = 
¥üt  }  wieder  <*  eiageeetzt: 


ttod  da  1=5 1  iat: 


(' 

oder: 

(N) 

■ 

Da  man  der  GrOese  T  jeden  heUebigen  Werth  ertheileo  fcaon> 
so  stellt  die  Gldehnag  (N)  eio  ganzes  System  ven  Canren  dar, 
▼OD  denen  jede  das  £^tem  (FO  unter  rechten  Winkelo  schnei* 
det.  Alte  Curven  dieses  Ssrstems  sind  transcsndent. 

Für  ^  =  0  nimmt  (N)  die  Gestalt  an: 
daher: 

Jede  der  Curveo  wird  also  die  F-Axe  zweimal  durclisclieiden 
in  den  Eotferouagen 

vom  0«  Punkte. 

Setst  man  i|  =  0»  se  eihSIt  man : 

f  =       +vVf  «M»Vf 


180        Bochk€imt  Otbkr  ttn^e  Cktnmi  AÖiUrm  Oradei. 

Die  A-Axe  wird  daher  ebenfalls  n  bttdmi  Seiten  des  O-Pook- 
tes  von  jeder  Corve  dnrechnitten. 

Die  beiden  eisten  Differentinl4|aofienten  von  (N)  eiod : 


wo  1J  =  ^  ist 

Im  ersten  Qaadraoteo  wird  ^  immer  negativ  sein»  daher 
ist  hier  die  Cnnre  eine  heiabeteigende.  Für  alle  negativen  ^ 

und  positiven  i  (also  im  iV.  Quadranten)  ist  ^  stets  positiv» 

die  Curve  Ist  demnach  hier  eine  emporsteigende»  Aehnliche 
Schlosse  ÜMSsn  sich  Ar  den  II.  und  IIL  Quadranten 


Ffir  £»0  wird  anch  ^^U,  die  Ordinate  19  besitzt  far£=:0 
einen  Bfeziaial-  and  einen  Minimal  •Werth: 

die  Tangenten  in  den  beiden  Pnskten»  In  denen  die  Cnrve  die 
F-Axe  schnMetf  werden  demnach  der  XAze  pwallel  laufen. 

Ffir  die  beiden  Abscissen 

I  =  Jte^'l'VA-'rciiVf 

lanfea  die  Tangenton  der  Conre  der  F^Aae  parallel«  da  ^  fttr 
diese  Pnnlcte  der  Cnrve  eo  wird. 

Der  Krümmungsradius  der  Curve  ist: 

\         — 12ij^V+2»y»£«-2i?»rV+2i?S«— 26  V)  ♦ 
Setzt  man  |  m  0,  so  wirdi 

Fär  ^sD  dag^n  nimmt  der  Krümmengsiadlas  den  Werth  an: 
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Platon's  Geometrie  im  Menon  und  die  Parabole  des 

PyÜiagoras  bei  Plutarch. 

Zwei  matbematiscli-^liiiologische  Abhandlongen 

Herrn  F7\  Carl  JVex, 
Oirector  de*  Gjrmna«ioni8  ia  Schwerin  in  MeckUabarg. 


1.  FlafWt  €cMiefirie  !■  Icm. 

1.  Die  mathematUehe  Stell«  im  Meneo  p.  87.  a. 

lieber  die  mathematische  Stelle  in  Platon's  Menon  p.87.  a. 
siDd  bereits  vier  und  zivanzlg  Abbandlungen*)  erschienen. 
Keine  derseliieo  hat  eine  irgendwie  befriedigende  Erklärung  der 
Stelle  geliefert.  Nach  solchem  Vorgänge  mag  es  bedeoklich  er- 
scheinen^ mit  einem  neuen  Versuche  hervorzutreten,  doch  viel- 
leicht wird  die  Methode  der  Untersuchung  Beifall  finden  und  dem 
gewonnenen  Be«ultate  Zustimmung  verschaifen. 


*)  Gedike  naA  H lebet tett  der  Aosgelie  de«  Menon  von 
Biester.  Berlin.  1780.  1790.  —  Observatioiis  aar  un  paatage  du  dla^ 
logae  de  Piaton»  intilul^  Menon,  In  ä  l'Acadt^mie  de  Berlin  par  M.  Jeaa 
Tremkley.  1799.  Siehe  M^moircs  de  TAcademie  Royale.  Berlin. 
1800.  p.  241.  — 263.  —  Joh.  Woifgaag  Muiior,  Commentar  über 
«wei  dunkle  inathemaliachc  Stellen  in  Flatun's  Schriften.  Nnrnherf^.  1T97 
—  F.  Schleiermacher  in  den  Anmerkungen  £u  seiner  Leliersetzang» 
de«  Piaton.   Th.  U,  1.   p.  517.  —  Ferd.  Hteirel  ia  den  Schleslaefaito 
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Socrate«  will  dureb  eto  ans  der  Geometrie  eotlehntes  Beispiel 
Idar  machen,  was  eloe  Hypothesie,  eine  Vorauesetsung  (Annahme) 
sei.  Die  Frage «  ob  die  Tugend  lebrbar  sei,  sagt  er,  iässt  sich 
sieht  beantworten y  ehe  man  weiss»  was  die  Tugend  ist  Wohl 
aber  kann  man  von  einer  Voranssetaung  ausgeben  und  s.  6,  sagen, 
die  Tugend  ist  lebrbar»  wenn  sie  eine  Erkenntniss  ist,  ähnlich 
wie  die  Geometer  ?erfahren,  die  bei  einer  vorgelegten  Frage,  wie: 
Iftsst  sich  in  dlcAen  Kreis  u.  s.w.  so  reOectiren:  wenn  u.  s.w. 
Ans  dem  Zosaramenliange  also  ergiebt  sieb,  dass  es  sich  nicht 
am  die  Auflösung  einer  gestellten  mathematiscbyi  Aufgabe 
handelt,  sondern  vielmehr  um  die  Bedingung»  unter  welcher 
das  in  der  Aufgabe  Verlangte  m  9  glich  ist« 

Fassen  wir  vor  Allem  die  aufgestellte  raathematische  Frage 
io's  Auge.  Piaton  Iässt  den  Geometer  fragen:  ol&vxt  ig  tovÖB 
t6v  Kvxkov  v6d9  TO  xioQLov  zqiytttW»  hfu^vw;  Dies  flbersetste 
man  ehedem:  ,,LSsst  sich  In  diesen  Kreis  dieses  Dreieclc  ein- 
schreiben." Aber  diese  Anfibssnng  der  Worte,  bei  welcher  keine 


ProvioziatbläUern.    1812.    Heft  VIII.  —  C.  Brandaaiis  BIolIweid<;, 
Comraentntiones  aiatheniatico-philologirne  tre«.    Lipsiae.  1818.  —  Phi- 
lipp Buttmano,  Kxnirs  in  »eioer  Auii<;abe  des  Menon.    Berlin.  1822. 
löao.  —  Fr.  Carolut  Wex,  Commefitatio  de  loeo  mathemalieo  in  Pls' 
tonls  Menon«.  Hall«*  tA2S.  BecensirC  in  der  Ailgeineiaea  ScknlieiCaag. 
Abtkl.  II.  Nr.  ft.  t88T.  —  Job.  Wolf  gang  Möller,  Tollaliodige 
AnflösBiig  d«r  Aufgelle,  io  einen  Kreit  ein  Dnieek  so  braclireiben*  Zur 
Prnfong  der  Ten  Dr«  Wex  vertnditen  Erkiärnng  der  matheoiatf sehen 
Stelle  in  Fiaten*«  Menon.  Nvmbeffg.  1826.  —  Godofr.  Stallbaum  Su 
•einer  Ausgabe  von  Piaton  8  Menon.   Lipsiae.  1827.    Recensirt  in  Jah  n 
Jahrbüchern  der  Philolof^i«.  182H.   Bd.  VI.  p.  163  «q.  —  E.  F.  Angust, 
Zwei  Abhandlungen  phy«ikBliH(  hen  und  inatliematfsrhpn  Inhalts.  Berlin. 
1829.    Heceosirt  in  J  ah  n  -  s  Jahrbin  hf rn.    \WM.   Bd.  XII.    p.  190  sq.  —  ». 
Jul.  Fr.  Wnrra,  Ueber  die  Stelle  in  Piaton'«  Menon  in  Jahn'«  Jahr« 
bächern.  lB2i>.  Bd.  IX.  p.  223.-232.      Gull.  Kotlen,  ConraMnteritta  s 
in  locom  mathemetlenm  le  Pleteda  Menene,  Asdien.  I8S0.  —  Atneld  \ 
Sc h m  i ts,  AninsdverdeDet  in  Pletoeie  Menenem.  Cdlo.  1880.  —  G«  V.  Ph.  . 
Pstse,  CoiBmeetetio  de  loee  mathenietico  In  Plstesis  Menene.  Soest.  \ 
Iflia.  In  ^eeer  Schrift  «lad  die  Erltlärnngen  der  Vorgibger  fcnrs  referirt.  ^ 

Merx»  De  loci«  natbematici«  in  Piatonis  Menone.  Coesfeld.  1836. 
—  J.  J.  Cb.  Thooiac,  Ueber  die  matheniatische  Stelle  im  Menon. 
Amatadt.  1841.  —  Koni^,  Explanntio  loci  in  Piatonis  Menone.  Eutin. 
|g43.  —  L.  Hoff  mann,  Lieber  die  Stelle  im  Menon.  Berlin,  1853.  — 
Wöpcke  in  Matz  eil  Zeitschrift  für  das  Gjjrmnasialwcäeii.  X.  Jahrg. 
1856.  p.  8T9  sq.  —  Beyer  in  Mützell  Zeitschrift.  Xili.  Jahrg.  1859. 
p.        sq.  —  Hiebt  er  in  Muts  eil  ZetUcbrifl.   XV.  Jahrg.  1861. 

p.  aao. 
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und  die  Paraöoie  des  Pylhagorut  bei  Plutarek,  \^ 

irgendwie  ertrSgliche  Erklärung  der  ganzen  Stelle  muglich  ist, 
erscheint  schon  sprachlich  als  durchaus  unzulässig.  Denn  nach 
dem  Sprachgebrauche  der  i;riechischen  Mathematiker  würde  jene 
Frage  so  heissen  niüssen :  ti  olovts  ig  zov(i£.  tuv  xvkXov  toÖs  to 
tQlycavov  kyyQ aq>ijvai,  ,  Ein  der  Gestalt  nach  gegebenes 
Dreieck  nennen  die  Griechen  nur  rgiyavov.  i^latou  aber  sagt 
lods  xh  xtnQLOVf  „diese  Fläche",  und  ebenso  vorher:  insiSdv  tig 
avtoifg  F^ijrat  mQt  xoüqIov,  Manche  nnn  behaupteten,  lo^^lov 
tglytavov  sei  hier  ganz  dasselbe  w\e  xQiyavov,  denn  yfinglov  werde 
oft  bei  den  Mathematikern  für  Figur  gebraocbt.  Wenn  nicht 
die  liebe  deatsche  Grffndlidbkeit  geböte,  diese  irrige  Meinaog 
eSber  xit  Mendiien*),  kvnotoD  wir  kiirs  sagen,  diese  Streitfrage,, 
ob  icqqCw  saweileD  Figur  bedeate»  sei  für  nusere  Stelle  danun 
TOD  keiner  Bedeutung,  weil,  gesetst  aaeb  ee  konnte  xqoqIov  tqI^ 
ymvüv  fSi  das  elnfiicbe  rQiyoavov  gebraucht  werden,  es  doeb  an 
unserer  Stelle  aas  spraeblicben  Gr0nden  töde  t6  tgtfmvov  %mQhv 
beissen  müsste^  nicbt  t6Se  %<oQiov  tQifmvw,  Denn  beim  Hin-^ 
intreten  des  Artikels  ninss  das  Adjectivnm  immer  vor  dem  Sub- 
stantivnm  stdien^*).  Bei  der  jetzigen  Wortstellnng  hSrt  das  Ad- 
Jeetivnm  tifymvov  an(  Attribut  von  %9Qhv  au  sein,  es  mass  Tiel« 
mebr  mit  hta^^vttt  verbündte  werden***).  Es  beisst  also»  wie 
ancb  August  richtig  beraerict  bat:  MKann  diese  Fliehe  in 
diesen  Kreis  als  Dreieck  eingespannt  werdeef^ 


*}  V'gl.  hierüber  »iirh  Wurm  In  J ahn ' •  Jührbüchern  der  Philoloj^ie. 
IX«  Band.    1829.    ^.  22:\  sq. 

**}  DaM  der  Artikel  hierbei  die  Haaptsache  isi,  übersahen  Manche 
ssi  bohaiii^letHiy  man  tage  nicht  %w(iiov  xQlymvwy  sondern  tgfyotvov  x^Qiov* 
Wo  dar  Artikel  fehlt,  «lad  beide  Wortetelivo^B  zulässig;  der  Unter- 
•diied  werde  blo«  ein  rbetoriBcher  «ein,  wobei  et  darauf  aaitdmml, 
wdcber  der  beiden  Begriffe  hOrvorgebobon  werden  «pH. 

***)  Mancher  wird  Tieüeicht  geneigt  sein,  das  naebgeeetste  Adje> 
ctivam  tgiyutvw  durch  t^yojvov  of  su  erklären,  so  das«  e«  eine  hinzu- 
tretende Nebenbestimmang  enthielte:  „diese  Fläche,  welche  eine  dret- 
8eitig;e  ist."  Unserer  unten  aufzustellenden  Erklärung  iler  Stelle  würde 
diese  Annahme  nicht  entgegen  stehen,  Rhvi-  an  den  Stellen,  wo  ein  8olches 
uiv  hinzuzudenken  ist,  z.B.  Thucyd.  I,  49,  4:  ivlngrinnv  t(U  oxt^vde  i^/tovt 
sc.  ovaas.  II,  93,  3:  tas  z^i^^eie  anpalkTtvaav  xfvdi  sc.  ovaas.  \ea, 
Aaeb.  1,  10, 18s  mataXa/tßdvopm  «vC  dftd^as  ftfarde  aXevgoty  sc.  ovaas  be- 
seichnel  daa  A^joetlvoin  aiebt  ein  Inhfirirondet  Atlribnt,  eoadem  eiaea 
seitveillgen  ZaelSnd.  —  Stelleo,  wo  da«  aacbgeMtito  A4j«etlfmn  nieht 
atiribativ»  randem  pcaodicatiT  ist,  kommen  aaCnriich  hier  nleht  m  Be- 
tracht. Oidhtw  ferner  küramern  sich  aiehl  am  die  obige  Spraehregel« 
Bei  Homer  findet  sich  häufig  ra  .  «Bvffo  ooiU  oad  AebnU^ee.  .Sopb. 
Fliiloefc  laao:  «$od«  poow  ßa^Ua». 
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134  W€9:  Plutott'»  Geometrie  im  Menon 

Jene  Meinung,  das«  ^^giov  aach  Figur  (slSoc,  «^x'),"«)  be- 
deute» beruht  auf  einer  Täuschung.  Da  nämlich  jede  geometrische 
Figur  zn£;leich  ein  yooptov  ist,  so  kann  in  Fällen,  wo  ee$  »«ich 
blos  um  die  (jlrüsse,  nicht  um  die  Gestalt  handelt»  der  e;ene* 
reite  Name  jrwp/ov  gebraucht  werden.  INicht  befremden  kann, 
wenn  Pfaton  Menon.  p.  b2.  und  »iflera  Euclides  von  einem  rstga- 
ftovuv  loogiov  redet,  weil  alle  Quadrate  der  Gestalt  nach  gleich 
aind  und  nur  durch  die  («rrisse  ihres  Fiächenraumes  sich  unter- 
scheiden. Wenn  ferner  Euclid.  IJem.  II,  defin.  2.  sagt:  navxog 
dh  naQuXXrjXoyQaimov  %(aQlov,  und  I,  34.  rav  TtaQakkrjXoyQti^ixfav 
^togloav  at  antvavxlov  nXtvgid  tl  xal  ynavlut  X<Sm  dkXijkairg  ildl, 
»al  iq  öianitffog  ctvra  dlxa  tifkVH,  so  gilt  dieser  Satz  von  alten 
Parallelogrammen,  sie  mögen  eine  Gestalt  babeo,  welche  sie 
wollen.  Und  so  ist  XQlymvov  xaglov  (Pappos  Colleet.  mftth.  üb.  VII. 
praef.  ApoUonliM  ebene  OcHer  Aber«.  Ton  Cameror,  p.  10.)  ein 
in  der  Ferm  efaiee  Dtreleeiw  dargeetelltes  FIMenatQck,  bei  welchem 
nnr  dte  GrUsse«  niebt  die  Gestalt  in  Betracht  kommt,  hingegen 
tglYmvw  ist  ein  der  Geetalt  naeh  gegebenen  Dreieck  (tm  «I9^i 
6i8onivov),  Dase  Eudldee  avwellen«  we  man  el^og  erwarten  eollte, 
IdüQlw  daram  gebranebt,  am  durch  diesen  Gattungsbegriff  dem 
Satae  eine  allgemeinere  Fassong  sn  gelton,  sieh!  man  ans  Data  S6.: 
fj?y  imgiop  tf  ttdtt  nfti  (U/i&u  MofJvw  »al  ei  nXsngtA 
wkov  naySdH  MotUma  90o¥tm»  Denn  erst  wählt  er  ein 
Rechteck  vnd  dann  wendet  er  den  Sata  aach  anf  ein  Trapesiom 
an.  Und  wenn  %nifhv  dnrcb  hinangesetste  Merkmale  zu  einer 
Figur  wird,  so  kann  man  doch  darum  nicht  dem  allein  stehenden 
%mQlw  diese  Bedeutung  beilegen.  Da  es  sich  also  niebt  um  das 
Einschreiben  eines  der  Gestalt  nach  gegebenen  Dreiecks  handelt» 
se  können  wir  nun  aneb  die  Frage  fibergehen,  ob  für  iyyffwpaw 
in  der  Eudidiscben  engeren  Bedeutung*)  auch  httlviw  gesagt 
werden  könne,  oder  ob  dieses  nur  ein  Einspannen  einer  Flficbe 
In  beliebiger  Gestalt  bedeute.  Mollweide  und  August  suchten 
das  erstere  aus  Proelus  p.  23.  zu  erweisen,  Wurm  bestreitet  es; 
ob  mit  Recht,  lassen  wir  dahin  gestellt  sein,  weil  es  filr  unsere 
Stelle  ven  keiner  Bedeutung  ist* 

Uns  liegt  am  nächsten  die  Frage,  was  für  ein  %mQlov  ist  das 
xoSb  TO  %<aQlov,  auf  welches  3ocrates  hinweist  und  welches  er 
dem  Menen  «sf  dem  Sande  Tofgeieiehnet  batf  Die  Beantwortung 
dieser  Frage  ersparen  wir  ans  bis  sur  Eikllrung  der  ganzen 
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Stelle.   Vor  Allem  gilt  es  wegen  d#r  folgeoden  Worte  qIov 
rdvavtog  »,     L  wa  ontersncheD, 

was  heifist  ffo^ofelvciy? 

Ans  Piaton  de  rep.  VII.  p.527.  A.  g«ht  hervor»  daas  «v^^Imiv 
ein  mathematiseber  Knnstansdruck  ist;  mitbin  aind  alle  Versuche 
xarOcbznvrelseDy  die  aus  der  Sprache  des  gew<(hn1icbcn  Lebens 
die  Bedeutung  jenes  Wortes  entnehmen  wollen.  Oder  will  man 
▼ielleieht,  was  der  Mathematilcer  einen  Sehenkel,  einen  Bruch, 
eine  Sehne,  einen  sinus^,  einen  Ausschnitt  u. s. Ir.  nennt, 
ans  .der  gewöhnlichen  Bedeutung  dieser  Wörter  erkennen? 

Weil  niin  aber  das  Wort  Ttmffmhtw  in  den  Schrilleii  der 
griechischen  Bfathematil^er  nicht  welter  rorkommt*^,  stellte 
Holl  weide  nnd  mit  ihm  August  dte  Behauptung  auf,  der 
frühere  Tenninn«  imr^vridr^sy  sei  den  spftteren  Bfathematikem  ab- 
banden gekommen  und  dafür  ein  anderer,  nSmlich  vuffußdXXnvt 
eingeßihrt  worden.  ^  sei  also  mtgaviivnv  gleichbedeniend  mit 
nuiftißalXtiv,  Ist  es.  nun  schon  an  sieb  unwahrscheinlich*  dass 
mathematische  Kanstausdracke  gewechselt  werden,  so  ist  dies 
am  wenigsten  denkbar  bei  den^  griecbischen  Matbematikern,  die 
seit  Pythagoras  eine  susammenbSngende  Schule  bilden.  Aber 
als  ganz  unzulässig  erscheint  jene  willkfihrlicbe  Annahme,  die 
übrigens  auch  zu  keiner  befriedigenden  Erklärung  der  Stelle  führt, 
wenn  man  erwggt,  dass  nagaßdiUtv  nicht  ein  erst  später  anfge* 
kommener  terminus  ist,  sondern  schon  bei  Pythagoras  eine  grosse 
Rolle  spielt,  und  dass  die  noQoßoX^  der  Apoilonischen  Curven* 
lehre  erst  einer  aus  der  Pythagoreischen  PUnimetrte  entlehnten 
Benennung  nachgebildet  ist***). 


*)  Man  hat  Tielfache  Versuche  gemacht ^  diesen  Ausdruck  xu  er- 
Idann.  Mir  «eheiat  die  einfachste  nnd  irahrscheinlichste  £rkläriing  die 
so  sein,  dass  sinus  das  iBtelnixirte  deutsche  Wort  Sehne  ist.  Siehe 
Ad.  Webfir,  Lehrbuch  der  ^lathciuatik.  Cur«.  III.  ji-  XI.  Vielleicht 
hat  irgend  ein  angelsächsischer  Mönch,  der  einen  arabischen  Mathema- 
tiker in's  Lateinische  übcr^i  tzt  hat,  das  an^-etsächsische  sinu  (Sehne) 
gewählt,  veil  chorda  schou  lur  die  guuze  Sehne  verbraucht  war.  Den 
amhiaehen  temihia«  ür  ahiira  o«ifebaib*%  f.e.  (linea)  «ecta,  habeo  die 

hebräischen  Mathematiker  wörtlich  übersetzt  durch  yp3}  was  bei  ihnen 
der  Kunstansdruck  für  sinus  ist. 

**)  August  glaubt  bei  einem  Scholtasten  suiu  EucUd  eine  Stdie 
gcfimdea  au  haben»  wo  mt^cilMir  vericemme  und  dattdbo  wie  nug»* 
fHUw  bedeute,  lieber  diesen  vemeinten  Fond  siehe  die  unten  folgende 
mrelto  Ahhaadlanif  Aber  nnq^ßdAim  Und  nmgn§oH* 

Siehe  Prociu«  m  Caelld  la  der  oatea  fet|(«alen  swdien  AV 
lianiimg. 
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Der  Grund,  warum  der  Ausdruc  k  Tia^ore/vfiv  bei  den  späteren 
griechischen  Mathematikern,  einem  F^ucHdes,  Archimedes,  Apol* 
loniu8,  nicht  gefunden  nird,  scheint  mir  ein  ganz  anderer,  aber 
»ehr  nahe  liegender  /u  sein.  LestMi  wir  nur  aufmerksam  die 
beiilen  Platonischen  Stellen,  in  denen  nagccrtlviu'  vorkommt. 
De  rep.  VII.  p.  527.  A.  sagt  Piatoo ;  avvfj  ij  im<sxi](irj  {rj  yico^Ezgiu) 
Tzav  rovvavrlov  ^%tt  xotg  iv  avty  Xoyoig  kiyonivoig  vtio  tav 
fiataj^B  IQ  ij^oiiivtav.  AiyovfH  fiiv  nov  (idXu  ysXotag  n  koI 
dva-putlmg'  tag  yuQ  n^dtt^vtig  t$  xai  ngdiiag  ^ve%a  ndvrag 
xovg  X6yovg  noiov^svoi  lfyw9i  tttifVfmvltiHf  ti  »ml  naga- 
tilvitv  *al  JSQ06rt9'iif€ti  imtI  mfw»  o0to  ip0tyy6^vo$'  to 
9  ftm  «00  wSoß  xh  (M^^^fia  pn^fftiag  hfütu  hutvjösvofitvw.  Und 
wenn  es  an  unserer  Stelle  heieet:  SgxtQ  fnoiiiTgai  «oIp 
lAug  6»oisov¥tttt,  80  sind  dieee  yscaf^itota,  welche  da«  ma^aitthm 
im  Monde  Ähren,  woM  diesellien,  die  er  an  der  ersteren  Stelle 
to^g  intttxuQi^oftivinff  nennt >  welche  nQcttovteg  tt  luA  n^A" 
^»mg  Mvtntt  ttAvtng  tovg  l^iwg  itoiwvuth  Es  eind  prac tische 
Tedinlket,  Feldmeeeer,  die  wie  die  ihnen  Terwandten  Rechen- 
neiater  den  BedQrihlaeen  dee  praetiachen  Lebene  dienen«  Piaton 
(Phileh.  p.  66.  57.)  redet  von  awel  Ton  einander  yerechiedenen 
Arten  Ton  Meeakunst  nnd  Arithmetik,  tig'tl^  9ii6  uM^fki/vmai 

^ilotfo^otfwttv.  Von  den  Mlnnem  dieses  Faches  |;alt  dasselbe» 
was  Cicero  Tnsc  I.  2«  6.  von  den  Rdmern  seiner  Zeit  sagt:  nos 
metiendi  ratiocinandiqae  ntllitate  hoius  artis  termi* 
naTirnns  modum.  Sie  befassen  sich  mit  der  reinen  Wissen«* 
acliaft  Dar  UimuKcSg  (Plat.  de  rep.  525.  D.  Theo  Smyrnaens  p.6.) 
und  brauchen  zu  ihren  Geschäften  nur  wenig  Geometrie  (Plat.  de 
rep*  p.  626.  D.  dXl*  ovv  öij  nQog  (itv  taucvta  ßQa%v  ri  av  i^agKOt 
yivftiv^fag  tt  smiI  Xofic$mv,).  Der  eine  von  ihnen  ist  mehr,  der 
andere  weniger  yscofieTQtKog  (p. 626.  D.)-  Zn  einer  Zeit,  wo 
selbst  ein  Socrates  seine  Scbfiler  von  tieferen  mathematischen 
Studien  snrflckhieit  nnd  sie  nnr  soweit  mit  Geometrie  sich  be- 
schäftigen Hess,  als  diese  den  Bedürfnissen  des  practischeo 
Lebens  diente  (Xenoph.  Memor.  IV.  7,  2.),  standen  gewiss  jene 
ftmfth^M  dem  Platonischen  Begriffe  von  Mathematik  fern.  Nach 
Platon  soll  die  Mathematik  zur  Erkenntniss  des  Vt^esens  der 
Dinge  fuhren,  den  Geist  bilden  und  zur  Erforsehuog  der  Wahrheit 
schärfen  und  das  wAuge  der  Seele"  reinigen*). 


*)  De  rep.TII.  p.  527.  B.:  «ov  yig  däi  oPtot     yH^Btgui^  ywoali  iavu 

p.  527.  D.t  nf  TOvtotS  tOiS  fmifruauiv  foonfQ  ooyavot?  ro  fpv  XV^  txxrt&algfTai 

mal  w(^ommgüta$  o/»i$at   So  ist  nach  Theon  p.  4.  und  Kicomachaa  p.  2. 
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Wir  befinden  ans  also  hier  auf  dem  Gebiete  geumetriscber 
Techniker  und  ihrer  Eleraentar-Geometrie.  Diese  haben  aber  fiir 
ihre  practischen  Operationen  and  sum  Theil  fnechaniscbea  Kunst- 
griffe auch  besondere  KunstaosdrScke.  Man  trete  hei  uns  in  eine 
£leiDeiitar*Klas8e ;  da  hören  wir  manche  terniioi,  wie  eins  bor* 
gen,  eins  im  Sinne  behalten,  einen  Bruch  heben,  eine 
Zahl  zerfallen  und  Andere5).  Hofft  man  diese  mathematischen 
KunstausdrCIcke  auch  in  Schriften  von  Leibnitz,  Euler,  Gauss 
zu  finden V  Nun,  eben  so  wenig  aucbe  man  na^^niviiv  bei  den 
griechischen  Mathematikern. 

Was  verstanden  nun  jene  yzco^iixQai  unter  TcaQaruviiv'i  Ich 
vermuthe,  naoareivttv  ist  eine  Operation,  die  hei  folgenden  Auf* 
gaben  der  EiementarGeometrie  in  Anwendung  kam. 

1.  Mao  soll  ein  gieicbscbenkliges  Dreieck  constrniren,  dessen 
<>rundlinie  und  Höhe  gegeben  ist.  Lösung:  Man  verbinde  die 
Endpunkte  der  gegebenen  Grundlinie  AB  mit  dem  auf  der  Mitte 
derselben  errichteten  Lothe  in  dem  Punkte  C,  welcher  der  gege- 
benen Hühe  entspricht.  Dieses  Ziehen  der  Linien  AC  und  ßC 
heisst  naffaxslvinp.  Man  konnte  ea  fastigireo  oder  conjugiren 
nennen. 

2.  Man  soll  über  einer  Sehne  eines  Kreises  ein  giaicbscbenk* 
liges  Dreieck  in  den  Kreis  einzeichnen.  Lösung  wie  70rh«r. 
Der  Punkt  C  ist  bier  durch  die  Peripherie  des  Kreiaea  gegeben. 

3.  Wollte  man  ein  Rechteck  ah  balbiren,  «o  konnte  man  die« 

zwar  durch  ^6  oder       ausführen,  aber  um  die  combinirte  öwa- 

aö 

^  ab  sa  tbeilen»  eonatrnifte  man  ein  Dreieck  ABC^-^ 

ab 

(Taf.  IV.  Fig.  ].)  oder  einen  Rhomboe  ACBCss-^  (Taf.  IV. 

Fig.  2.).  Bei  bdden  Conatnictionen  wurde  daa  nagatsivew  ange- 
wandt. Wir  abd  daram  nicht  au  der  unwabncfaelnlichen  Annahme 
genötbigt»  das«  den  Geometernt  eelbat  in  der  2Seit  der  primitivaten 
Anftttge>  die  Sfitae  nnbekannt  geweaen  aeien,  daas  jedea  Paral- 

dieM  Stelle  zu  enMMlifVD«   Sieh«  neiaen  Naehwei«  in  Jabn*s  Jahr- 

tinchcr.  Bd.  LXXXT1T.  p.  69?.  Df-n  dort  von  mir  beigebrachten  Belegen 
füge  ich  noch  hinzu  Procluii  ad  Eudid.  p.  9.  xat  airus  6  IlXdtutv  na&a^ 
ttxTjv  TTfi  -tpvXT}?  xal  dvaywyov  rijv  fut&rjfAarut^v  ttvat  oatftus  diroipaivetai. 
t^y  ax^vv  dtfaigovaav  tov  votgov  Ttji  Siavoiai  (pvjtot,  roZ  xgeitrovo^ 
ooj^tjvat  fiVQituv  auifiat  ino)  V  oftitdrc/y  Hier  scheint  ipojt  für  ufj-fia. 
Kubstituirt,  doch  auch  oftfta  rijt  xffvxfji  If«*nnt  Prorliis  £  8.  öfiua  i^S 
yfvx^f  dnoKU&at^ovaa  xal  dq>atgovoa  td  dno  ttuv  aw&rjxiuv  ifinodut 
npit  T^v  yvtuQw  tu»  oluv,  p.  IS,  9eof»öha$  ovttS  laU  ro  o/tf$a  t^s 
^»XV^  fnovift^  »•  X* 

Th«ü  XL^ii,  10 


Wex:  PltUon^»  Ceifmeirte  im  Stemm 


lelogtainni  durch  die  Diagonale  in  zwei  Hälften  getheilt  wird  und 
das»  Dreiecke  ven  gleicher  Grundlinie  und  Hübe  einander  gleich 
8ind:  man  liebte  vorzugsweine  jene  Tbeiiun^,  tbeils  weil  so  die 
8acho  recht  ad  ociilos  demanstrirt  werden  konnte,  tbeils  weil  eine 

uietlerholte  Thclluni»  auf  diese  Welse  am  leichtesten  ausführbar 
war.  So  wird  hr^'i  Heron  Geoni.  §.  tf>.  ein  rarallelograinm  in  einen 
Hbombus  und  vier  rechtwinklige  üreieclie  gefltoÜt  (Taf.  IV  Fit^.  2.) 
und  §.  51-  in  einen  Rhombus  und  sechs  glcichscheiiklif»e  Dreiecke 
zerlegt  ('k\u.  iV.  Fig.  3.).  Auch  die  Aufgabe,  ein  Quadrat  oder 
Rechteck  in  («estalt  eines  Dreiecks  darzustellen,  wurde  oft  durch 
da«  naüa%HV£iv  ausgeführt  (Taf.  IV.  Fig.  4.  und  5.). 

Diese  Terecbledenen  Aufgaben«  in  denen  das  na^untvnv  an- 
gevrandt  wurde,  lilihre  ich  nur  an,  um  au  erlclSren,  mit  vrelehem 
Rechte  Piaton  de  rep.  1. 1.  mit  xnQOfmvC^tw  qnadriren,  and 
K^ttti^ivta  addireo  auch  das  fsaQtittlvBiv  als  dne  gehräacUleh^ 
Operation  anaammenatellen  konnte. 

Ueberau  aber  sehen  wir,  dass  bei  dieser  Operation  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  construirt  wird,  dessen  Höhe  anderweitig 
gegeben  ist.  Darum  «ind  wir  f>crf> rhtiijt ,  rraof^TPtvfiv  nagu  ti]v 
So&iiOav  ygaafii^v  zu  übersetzen :  über  e  i  n  e  r  g  e  j  e  h  n  n  e  ii  L  i  n  i e 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  co  n s t  r u  i  r  en,  (dessen 
Höhe  anderweitig  gegeben  ist).  Wie  TtagatEtv^d'  sich  zu  naga- 
ßccJikstv  verhalt,  wird  unten  in  der  zweiten  Abhandlung  nachge- 
wiesen werden.  Dass  die  gleicbt^cheii kli^en  Dreiecke  in  der 
Geometrie  der  (ürieehen  eine  £rrr»<sRero  ixnlle  s|Helen  als  in  der 
unsrigen,  kann  man  auch  darau»  schlies:seu,  dass  Heron  ihrer 
Ausmessung  ein  besonderes  Capitel  widmet,  Geom.  cap.  VII. 

Dm  nun  auf  den  Platonischen  Sats  an  kommen,  so  yermiithe 
ieh,  dass  derselbe  aus  dem  Cyklus  der  isoperimetrischen  Anf» 
gaben  entnommen  ist,  in  welchen  Fliehen  mit  einander  verglichen 
werden,  und  das  Verhältniss  des  Umfanges  snm  Inhalte  unter- 
sacht wird.  Schon  Pythagoras  soll  sieb  mit  diesen  Untersuchungen 
beschäftigt  haben,  Pappns  im  5«  Boche  seiner  mathematischen 
Sammlungen  spricht  von  ihnen,  eben  so  Proclos  p.  64.,  104»,  105. 
An  letsterer  Stelle  tadelt  er  die  Topographen,  dass  sie  oft  die 
Grosse  der  Stftdte  nach  dem  Umfange  (Is  mQifiitQOv)  bestimmten. 
Wie  Im  Altertfaome  diese  Untersuchungen  als  eine  Hanptbescbäf- 
tigung  der  Geometer  angesehen  wurde,  ersieht  man  aus  Quinti- 
lian  instlt  erat,  l,  10,  39.  Sed  alia  malora  sunt  Nam  qnis 
non  Ita  proponeoti  credat:  quorum  locorum  eztromae 
lineae  eandem  mensuraro  colligunt,  eorum  spatinm 
qnoque«  qnod  bis  lineis  continetnr,  par  alt  necesse 
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est?  A,t  id  falsnm  est.  Nam  plurlmani  refert,  cnlue 
eit  formae  nie  circuitus,  reprehenaiqoe  snnt  bistorici, 
qai  magnitudines  iiisulamm  satis  eigfiificaTt  navi- 
gatienis  ambitu  crediderunt.  Nam  nt  quaeque  forma 
perfectiasima,  ita  capaciaaima  est  Itaqae  illa  cir- 
enmcarrens  linea  si  efficiet  orbem»  qnae  forma  in  pta* 
Dia  mazime  perfecta«  ampliiis  spatium  compleetitar, 
quam  91  quadratnni  parlbua  oris  efficiat.  Rursu$  qua- 
dratä  triangalia»  triangiila  ipsa  pius  aequis  latcriboa 
quam  inaequalibas.  Vgl.  auch  QiiiotH.  i,  10,  3.  Von  diesem 
letzten  Satze,  den  Quintilian  erwähnt,  ist  ein  Folgesatz:  Von 
allen  Dreiecken,  die  in  einen  Kreis  eingetragen^wer* 
den  kennen,  ist  das  gleicbseitige  das  grdsste,  und  von 
diesem  offenbar  ein  corollarium  folgender:  Von  allen  Drei- 
ecken» die  über  einer  gegebenen  GrandJinie  in  einen 
Kreis  eingetragen  werden  können,  ist  das  grüsste  das 
gleichschenklige,  oder  was  dasselbe  ist,  von  allen  Drei- 
ecken, die  über  einer  Sehne  eines  Kreises  in  denselben 
eingetragen  tverden,  ist  das  !?rö  s  s  te  d  as- rh  s  c  h  en  k- 
lige.  Dieser  den  Etemcntoii  jener  Lehre  entnommene  Sata  ist 
es,  den  PJaton  hier  vorführt. 

Man  denke  sich  also:  Socrates  zeichnet  einen  Kreis  und  in 
demselben  ein  Dreieck  ABC,  welches  mit  seiner  Spitze  üIh  j 
Kreis  hinausragt  (Taf.  IV.  Fig.  6.).  Das  x^qIov  dieses  Drei- 
ecks nun  ist  es,  um  welches  es  sich  handelt.  Es  wird  gefragt, 
ob  dasselbe  als  Dreieck  in  den  Kreis  eingespannt  werden  kann. 
Es  hätte  also  Toltständiger  belssen  kOnnen:  el  oUvts  ig  tövSs 
tbv  »vhIw  t698  th  t^fyttvoy  xaglov  tfftynvov  ivra&^vai.  Aber 
diese  Vollständigkeit  war  niefat  nOthig,  da  ja  Socrates  aof  die 
▼orgezeicbnete  Figur  hinweist  Dureh  die  Worte  naifit  rijv  do- 
HS$a»  «Jrov  y^afiftijv  ist  die  Grundlinie  beaeichnet,  ai«  der 
ebe  Factor,  durch  welchen  die  GiGsse  des  %m(fiop  bealifflmt  wfard. 
Vgl.  naQaßdlka»  nagk  M%Uw  ^Mav,  üueUd.  I,  44. 
VI,  5».  37.  2a  29.  »«^««eSsOtti.  X»  2L  23.  Es  kannte  allerdhigs 
das  imfjiov  eben  so  gut  wie  ein  Dreieck  ancfa  ein  Parallelogramm 
oder  ein  Qoadrat  gewesen  sein;  aber  da  bei  der  letzteren  An- 
nahme ein  geofigeodes  Resultat  sich  nicht  ermittelo  läset,  so 
bleibt  nichts  tibrig«  als  das  panUiv  fSr  einen  in  der  Form  eines 
Dreiecks  g^ebenen  Flächenraum  au  halten.  Die  Antwort  nun 
auf  Jene  Frage  wird  sein!  Wenn  der  Flächeninhalt  dieses  Drei* 
ecke  ABCt  verglichen  mit  dem  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABD»  welches  fiber  derselben  Grundlinie  in  diesen  Kreis  einge- 
tragen wird»  kleiner  ist  oder  gerade  so  gross  als  jeoes 
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cnnftfruirfe  (gleichschenklige)  Dreieck,  Uano  g«ht  es,  nicht, 
iHt  es  uniBoglich.  Die  Hypothesis  will  also  sagen:  Trenn  e»  das 
Maximum  nicht  überschreitet   Fassen  utr  nnn  die  griechischen 

Worte  in's  Auge.  SvyitdQrioov y  vno^ioscog  ccvxö  (SxonBia^at, 
iXti  öida»t6v  ictiv,  sttE  onmcovv,  Aiya>  d$  t6  vno^ictmg  ^Ss, 
Sunt^  oS  ye»fdtQüi>  noXXdxig  axoitovvTm,  imiöav  tig  ^Qijtai  avtovg, 
olov  JW^t  xwQiov,  el  olovvt  ig  tovöe  tbv  xvkXov  rode  t6  xoqIov 
t^tynvov  ivTad"^vai>'  etnoi.  av  tig,  Zti  ovnoa  olöa,  sl  tcxi  rovxo 
tQWVXW  uIXl  üyOTtSQ  (liv  xivct  vrcod'SCtv  TCQOvgyov  ol^ai  ?x^lv  Tcgbg 
th  vcQuyfia  voidvSt'  tl  ^liv  iati  rovro  rd  %(OQtov  rotovxov,  olov 
nagd  trjv  dod-sloav  avxov  ygafmi^v  itciQax^ivctvttt  IkkuwHv  xotovxa» 
ftaqim  olov  av  ccvto  tb  naQaxixafiivov  7},  aklo  ri  avfißatvBiv  (lot 
doKBl  KCtl  akXo  ctv ,  dövvaxov  hrt  ravza  n«>K',iv.  vTcoO^ifisvog 
ovv,  a'i^f'Ato  ünüv  aoi  rb  Cv^ißaivov  ne^l  T^g  htdCiag  avxoir  (ig 
tbv  %vniov,  tlt£  dövvazov,  sits  fiij. 

Wer  griechisch  versteht  und  einen  mathematischen  Gehalt 
der  Platonischen  Werte  verlangt,  wird  Klfigel  (Mathematisches 
WSrterbnch«  II.  p.657.)  beistimmen»  dass  die  Worte,  wie  sie 
jetst  lauten ,  keine  ErktSruog  anlassen.  Est  ist  also  Aufgabe  der 
philologischen  Kritik,  die  wände  Stelle  in  den  Worten  aufzuspüren 
und  zu  heilen.  Einige  G'ewfihr  filr  die  Richtigkeit  einer  solehen 
Emendation  wird  allerdings  die  dadurch  gewonnene  Klarheit  der 
Worte  geben,  doch  die  Wahrscheinlichkeit  der  Vermuthuog  wird 
erhöht,  wenn  nachgewiesen  werden  kann,  wie  die  Corruptel  ent- 
standen. Oft  ist  es  die  nachbessernde  Hand  eines  halbgelehrten 
librarius«  die  die  Fehler  in  den  besten  Handschriften  herbeigefitibrt 
hat.  Gelingt  es  einem  solchen  Corrector  auf  die  Spur  zu  kom- 
men,  dann  kann .  die  Combioatlon  grössere  Wahrscheinlichkeit 
beanspruchen. 

Dass  es  zunächst  statt  naQaxslvavxa  heissen  mSsse  nagatu- 
vavxt,  ist  au  sich  klar  und  schon  von  Ast  bemerkt.  Der  Accu- 
sativ  Ttaqttxüvavtn  kann  nicht  das  Subject  zu  dem  Infinitive  HXtL- 
mtv  enthalten,  wozu  es  vielleicht  einem  Corrector  dienen  sollte, 
da  Uliintiv  in  der  Sprache  der  Mathematiker  immer  ein  verbum 
neutmro  ist*).  Der  benustelleiide  Dativ  ist  der  bei  den  Griechen 


•)  Wenn  EocHd  an  einer  Stelle  iUsiKU»  \a  einer  traDtitiveo  Be- 
deutung gebruieht«  so  Ut  dies  anf  den  einseinee  Fall  «ioor  besdmailea 
geumetrischen  Gonetroetion  betdir&nkt.  Was  dort  um  der  Kftrn»  des 
teehniseben  Ansdraeka  willen  Eaclid  sich  erianbte,  lierechtigt  nieht 
(lasu,  die  feststehende  Redeutang  dea  Wortee  in  indem.  Si^e  kier- 
äber  die  folgende  svelte  Abhnndinng  Aber  «a(fafidXXetv, 
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viel  gebrauchte  Dativ,  welcher  den  Standpunkt  des  ßeurtbeilendep 
beseicbnet,  zunächst  bei  räumlichen  und  geographischen  Bestioi- 
mungen  (Thucyd.  1.24.  'Emöaiivog  i(Su  noltg  ivdc£t^  icnXiovtt 
rbv  *I6viov  xoknov  80  häufig  ela$6vvi,  Hiovti  u.  s.  w.),  dann 
aUgemeiner,  x6  (lev  i^a^ev  anrofiiv^  acSiia  ov  ^c^fft^v  i|v 
(Thucyd.  II,  49.)«  aollu  ml  akku  nagaktitovtt  yom>vtov  tjv 
5),),  CKono9(iivai  ngbg  i^dovijv  (Piato  de  rep.  589.  C),  dkij&ii 
Ö£  koya  XQ(0(iivG>  ov  Kogiv^ioiv  rov  örjfioaiov  iatlv  6  Oijtfav^Off. 
(Berod.  I,  14),  koyi^ofiivoia i  (Herod.  VII,  184),  avkkaiißdvovtt 
xcna  TO  SqQ-ov  (VIl,  143.)  und  Anderes.  Eben  so  die  Lateiner 
transeunti  (Liv.  32,  4.),  intrantibus  sinum  (Liv.  26,  20.), 
in  Universum  aestinianti,  singuia  intuenti  et  universa 
(Liv.  IX,  17),  vere  reputantibus  (Tac.  Hist.  IV,  17),  tantus 
acervus  fnit,  ut  metientihus  diinidium  super  tres  mo- 
dios  explevisse  sint  (juidani  auctores  (Liv.  XXIII,  12.) 
Cf.  ad  Tac.  Ägric.  c.  XI.  Dass  dieser  Gebrauch  des  Dativs  auch 
den  grieclnschon  Mathematikern  geläufig  war,  siebt  man  niis  den 
öblicbeu  Kunstansdn'icken  cvv&lvn  Aoyov,  öieXom  koyov,  avaaxQi- 
\pavti  Xoyov  (Heron  definit.  §.  127.  mensnra  trianguli  §.  13.  p.236.). 
Ali  unserer  6teile  lasst  der  Gebrauch  ^lii  ses  Dativs  zugleich  auf 
die  Bedeutting  des  TtagatslvEiv  im  Allgemeinen  zuriickscbliessen. 
Es  muss  etwas  bedeuten,  was  zum  Maassstabe  dienen  kann, 
und  Äur  Vergleicbung  gehraucht  werden  kann.  Dazu  eignet 
sich  sehr  gut  das  gleichschenklige  Dreieck.  „Wenn  man  über 
der  gegebenen  Grundlinie  ein  gleichschenkliges  Dreieck  construirt% 
ist  also  so  y'iel  als:  rerglicben  mit  einem  gleichschenkligen  Dreieck. 
Der  Hauptfehler  unserer  Stelle  liegt  aber  in  den  Worten  ikkEi- 
7t£tv  roiovTca  icQQia,  Diese  Worte  enihalten  geradezu  einen 
Unsinn.  Welche  Bedeutung  man  auch  dem  nttoareivnv  beilegen 
mag,  immer  ist  doch  das  Ttagatira^tvov  das  Product  dieser  Ope- 
ration. Nun  soll  man  aljer  TKxQccreivsiv ,  und  das,  was  heraus- 
kommt, soll  wieder  D.kBLTCctv  toiovroj  ytogico,  olov  av  13  t6  itUQtt' 
xttaiiivov.  Mao  soll  also,  wenn  naQuictvELV  z.  B.  soviel  wSfe 
wie  rmgaßakkeiv,  das  %o3Qiov  lu  ein  Paralielogramm  verwandeln, 
aber  von  diesem  Parallelogramm  soll  eben  wieder  jenes  ParftUe- 
logramm  abgehen.  Was  bleibt  dann?  Null,  Den  06-— oft  ist ssO. 
Und  80  roQssen  auch  alle  Erklärungen  der  jetzigen  Lesart  nnll 
nnd  nichtig  sein.  Und  diese  Nichtigkeit  wird  um  nichts  verbes- 
sert, wenn  nian,  wie  einige  ErblSrer,  noch  den  sprachlichen  Irr 
tbniB  hfnsttfiigt»  dass  man  durch  tok^Stov  otov  den  mathematischen 
Begriff  Aehnllchkeii,  was  die  griechischen  Mathematiker  B(miqv 
nennen,  heselchnet  glaubt. 

* 

Ich  glaube  Piaton  schrieb  d  fiiv  icu  tonte  t6  xmfflw  toMtv- 
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mafUvav  Der  librarias  erkannte  nicht,  dass  das  zweite 
Ta»oi;TOV  dem  ersteren  xotovrov  parallel  steht,  verstand  nicht  das 
von  Piaton  um  grosserer  Deutlichkeit  willen  hinzngesetzte  xayQlm 
„eine  solche  an  Flächciirauni",  und  in  Folge  dieses  mangelnden 
Verständnisses  griff  er  zu  einer  Coojefttir,  die  sein  halbgelehrtes 
Wissen  ihm  an  die  lland  gab.  Weil  bei  Euclid  und  anderen 
Mathematikern  sehr  hiiulig  der  Ausdruck  vorkonunt  i'f^.kuTteiv  %a}- 
pim  Ttvi,  glaubte  er,  dies  sei  auch  hier  zu  schreiben.  Aber  iXXeL- 
nuv  tindet  sich  oft  auch  ohne  einen  solchen  Dativ,  ja  selUst  der 
Genitiv,  der  andern firts  dabei  steht*),  um  die  Sache  zu  beieicb- 
nen,  der  etwas  nachsteht,  wird  bei  den  IVJatheinatikern  gewöhn- 
lich weggelassen,  well  es  sich  aus  dem  Zusammenhange  ergiebt. 
*EkXu7t£Lv  ist  entgegengesetzt  theils  dem  ynsgi^/^Biv ,  theils  dem 
vTHiiJijakXciv.  Ersteres  ist  =  fifi^ov«  aivai  ttvog,  mithin  ikXelnuv 
=  iiuxtovu  dvuL,  was  anderwärts  den  Gegensatz  von  vntQtyjtiv 
bildet,  z.  B.  Euclid  V,  4.  7.  II.  12.  ""TTrf^vptfAAEtv  heisst  ein  gege- 
benes Gany.es  überschreitet»,  mitbin  tkKtlnuv  eines  integrirenden 
Theiles  ermangeln,  un\ ollständig  sein,  hinter  einer  Norm  zurück- 
bleiben. Eu(  11(3.  VI,  33.  ft  61  l'ofi?  icxXv  iq  Bvl  7CEQL(piQtta  tfj  EN 
Tif £of ,  iüog  türl  %al  6  Jißyl  rofxivg  rw  tJKN  rofift'  yicd 
VJitiftj^ti  ti  BA  TiEQLqpigeia  Tiyi,'  EN  n£gi(pn)ciui,  v-Ts^i'^ci  y,ul  u  BA 
xofi€vg  tov  ("JEN  ro^iicog,  x«l  d  ikkELTtei,  iklBimi.  Vorher 
heisst  es  xal  eI  ikäaocov,  Ikaoacav,  Euclid.  XI,  23.  el  vtce^exel 
AZ  ßäoig  xijg  NZ  ßdaeoag,  vm^kxu  twI  to  (SXEQshv  xov  NV?  axi- 
Qsov,  neii  tl  ikksinti,  iXkelnn,  V.  def.  S.  Svoy  —  fj  afta  vnEgijri, 
^  SfUi  Xcu  y,  rj  Siiu  iXlslny.   Heron.  defin.  124.  125,  6.  dnb  xmv 

aita  iXlnn6vt»v,  Dem  ^nEQßuXlBw  steht  tXUt«ew  gegeefiber 
nicht  hloe  in  den  Tielen  Stetten ,  we  ee  einen  Dathr  bei  sich  hat, 
sondern  snweilen  auch  ohne  einen  Dativ.  Nleomaebos  p.  10.  t6 
dh  law  TOV  nXtiovos  ittd  ikärtwog  nmnm^  h  fittmxfiUo  d'taQtltai 
xal  lovnr  SüvfQ  r6  (livgtov  tov  ^«eQßtillQ¥roc  «tri  tov  ilXU- 
novrof  lUTttli?. 

Hier  werden  wir  uns  für  das  iXc'cütfova  drca  entscheiden; 
das,  womit  es  verglichen  wird,  ist  in  dem  adverbialei»  IVoheusatze 
nanaxfivavTt  nagcc  t))v  öo^Eiöav  avrov  ygafifiijv  angedeutet  und 
durch  das  Iblgende  naQargrufjievov  bezeichnet,  denn  das  Ganze 
hat  den  Sinn:  Uaxxov  {  i^ov  x^  jmQaxaxaitiv^.   Dass  die  An- 


*)  Pliiton  AIciliiad.  1.  p,  182.  §.  87.  tde&^ptunnt  Swf  autäif  HAeimnt* 
p.  128.  |.*S8  ywvM«,  0TC  «ailv  vdv^dBf  tvSy  wt  iXleimtf^   de  rep*  VI. 
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nähme  eine  zwiefache  ist,  erhellt  auch  aus  dem  Toigenden  Ulu- 
ral  xavta  JtaO'HVf  wodurch  die  zwei  Fälle  bezeichnet  werden, 
dass  die  Fläche  entweder  fUMnu  oder  olov  avxo  ro  nagaxetafii' 
vov  iarif  entweder  kieiner  oder  an  Inhalt  gleich.  Alan  achte  ferner 
anf  das  avtö  in  otov  av  avtö*)  x6  nttQaxixa^kvov  (f,  ,,ein  solches 
an  Flächenraum  wie  gerade  das  construirte  ist",  för:  j»erade 
ein  solches,  nie  das  construirte  d.  i.  dem  construirten  au  l  iäciien- 
räum  gleich.  Piaton  vermeidet  ijen  mathematischen  Terminus 
iOOVf  weil,  wie  ileioa  dcl.  §.  117,  snL;t,  luo^'  hlyzrui.  xai  tö  ttfOTtf- 
fifUXQOV  xy  iiEQLO^y  Hui  TO  Löov  XU  ig  y  (ju  ^l  fiaig. 

Damit  Niemand  Anatoss  nehme  an  dem  Ausdrucke  %mif(ov 
—  movTOv  xmffl^,  wo  %ttt^flav  erat  ia  concreto  und  dann  ala 
abatractnm  gefaaat  iat,  ao  vergleicbe  man  das  bei  Eacüd  «o 
hSofige  eldog  dsdofUvav  etdet  Data  6*2.  53.  54.  und  wenn 
jemand  statt  dea  Dativs  den  Aecusativ  erwarten  sollte«  wie  In 
totöch  diiuig  (Hom.  Od.  XVII,  313.  XIX,  35d.)»  ao  yergleicbe 
man  Xenoph.  Cyrop.ll,  3.  6.  Tcoai  raxus,  Tliucyd.  V,  43.  'Ahu' 
ßu'iSr^g  rjXixicc  fikv  av  c'^/  vhg,  (x^tco(iaxt  a^oydi/fitv  ti^tifüvog, 
m,  38.  iy»  (khv  ovv  6  avtog  si^u  yvidfn^» 

Was  die  grammatische  x\utlassnni;  drr  Wnrtr  hetriflft,  müssen 
wir  noch  einen  Irrthum  von  l^uttmann  und  IS^talibaum  (p.  91. 
92.)  rügen,  welche  in  den  Worten  Eirs  dSi'vaTov  eire  ftr;  das 
bIxs-sIzs  durch  üive-sive  erklären  und  aus  dem  vorher>Tehenden 
xccvxa  TtccOeh'  dazu  ergänzen  wollen**).  Jene  Worte  krmnen  viel- 
mehr blos  heissen  „ob  sie  (sc.  rj  ¥vxaoig)  nnmo^licli  ist  oder 
nicht"  oder  nfirtlicher:  ob  die  Evraaig  etwas  Unmögliches  ist 
oder  nicht.  Hinirei^en  in  d  uövvatov  fßti  tavxn  Tcad-slv  ist  als 
Subject.  hinznziitieiiken  t<J  ^^gtov,  „wenn  die  Fläch©  jene  beiden 
Falle  nicht  zulässt",  oder:  wenn  die  Fläche  so  beschaffen  ist, 
divss  jenes  (ro  kkitLxuv  rj  xo  l6ov  üvai)  bei  ihr  nicht  statttinden 
kann.    Alan  übersetze  das  Ganze: 


*)  avta  ta  iina,  gerade  zclio,  avta  ra  ivavxla^  gerade  das 
Gegentheil.  Herrn,  ad  Vig.  p.  733.'' 

**)  Waruin  Piaton  tiu  advvaxov  tirt  fiy  «ttgt  und  dagegen  gleich 
daiauf  oDil  Irora  vorher  «IV«  Mvktiv  ««v«  ov  S»9mtroy  iottv  7  dgeti^,  lialwi 
Bnttmann  and  Stallbaom  irohl  nicht  ricfatiff  erfust*  Mir  scheint, 
es  ist  darao«  m  erltliren*  das«  im  «rtteren  Falle  da  eaatradictoricdier 
Gegeatata  «tattfindet,  im  aweiten  ein  contrfirer  sam  Grande  liegt.  Dein 
Unmügllehen  steht  blos  das  Mögliche  gegenüber,  nlicr  das  Nicht- 
lehr  bare  enthält  ia  «ich  manches  Posilave.  Vergleiche  den  Anfang 
dec  Meaan:       iidums»  9  ^^ftig^  ^  ov  i»8mti»t  •om^tov. 
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„Gestatte  mir,  bei  der  Betrachtung,  ob  die  Tiif::en()  lehrbar 
ist,  oder  was  sonst,  von  einer  Voraussetzung  auszugehen.  Unter 
diesem,  ,,von  einer  Voraussetzung  ausgeben*'  verstehe  ich  aber 
eine  Betrachtnnfr^weise,  wie  sie  die  Messkünstler  oft  anwenden, 
wenn  man  ihnen  eine  Frasrc  vorlecrt,  z,  B.  über  eine  Fiäcbe,  ob 
es  roüglicb  sei,  in  diesen  KrcU  diese  Fläche  als  Dreieck  einzu- 
spannen. Mancher  würde  hierauf  die  Antwort  geben:  ich  weiss 
noch  nicht,  ol»  lüese  Fläche  eine  solche  ist,  aber  eine  zweck- 
dienliche V^oraussetzung  für  diese  Frage,  glaube  ich,  ist  folgende: 
Wenn  diese  Fläche  eine  solche  ist,  dass  sie,  wenn  man  über 
der  gegebenen  [Grund-]  Linie  derselben  ein  gleichschenkeliges 
Dreieck  (im  Kreise)  eomttmirt,  kleiner  ist  «I0  dieses,  oder  eine 
solche  ao  FiScfaenraum,  wie  gerade  das  eoiistrairte  Dreieck  ist, 
dann  tritt  nach  metoer  Meinung  etwas  A.ndere8  ein»  und  wieder 
etwas  Anderes,  wenn  sie  Jene  Annahmen  nicht  adSsst  Unter 
solcher  Voraussetsung  nun  will  ich  Dir  sagen,  wie  es  mit  der 
Binspannung  derselben  in  den  Kreis  steht,  oh  sie  mÜgUch  Ist 
oder  nicht.** 

Stimmt  man  dieser  unserer  Erklärung  bei,  dann  wird  eine 
Beleuchtung  der  frtiberen  Versuche  nicht  nüthig  erscheiueo. 

2.   Rlenon  p.  83b  G.  und  p.  85.  A. 

Zwei  andere  Stellen  im  Menon  bieten  swar  in  mathematischer 
Hinsicht  dem  Erklärer  keine  Schwierigkeit,  wohl  aber  hedOrfen 
sie  der  kritischen  Feststellung  des  griechischen  Textes,  p.83. 
0.  heisst  es:  *Aitb  t^s  9tnl«^tat  cr^cr»  n  tmu,  ov  dmlAstov 

ttllA  tttfftt3tld0iov  Ylfvsxai  %n(flov,  RAI,  Itfi^f  Xifttg,  JSSt. 
Tttt^wv  f&Q  tstffontg  htlv  iumtSsna,  oiSxl;  tUSL   NuL  SSI. 

ctov}  UAL  TivaffTQv  ös  cItio  trjg  ^ftutittg  tttv 

tfial  rovri;  PAL  NaL  £Sl.  Ehv,  t6  dk  oKtmwow  ot?  f  ovde 
fihf  diftla6i,6v  latt,  tovtov  dl  ^^iiav.  Unsere  Herausgeber  ver« 
werfen  die  Lesart  aller  Handschriften  tha^rov  und  halten  die 
Gonjectur  von  Cornarius  xttifänovv  für  das  allein  richtige.  Die- 
ses tSTQccjtovv  ist  allerdings  mundrecbt  genug,  aber  dass  Piaton 
so  geschrieben,  möchte  ich  bezweifeln;  denn  wenn  er  auch  in 
dieser  mathematischen  Unterredung  Weitläufigkeiten  nicht  scheut, 
wird  er  doch  darum  nicht  seltsame  Umschweife  sich  erlauben. 
Nachdem  er  ausführlich  aus  einander  gesetzt  hat,  dass  die  dop- 
pelte Seite  des  vierfüssigen  Quadrates  das  vierfache,  das  secb- 
sebnfüssige,  Quadrat  ^iebt,  lässt  man  ihn  weiter  darauf  sagen: 
„Diese,  die  doppelte  Seite  giebt  das  vierfache  Quadrat,  und  die 
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Hälfte  dieser  doppelten  Seite  das  vierfüssige  <^ua- 
drat."  Welcher  Cirkel!  Es  iSsst  sich  also  gej^en  die  Conjectur 
xBXQ&novv  fast  dasselbe  einwenden,  was  liuttmann  mit  Recht 
peijen  Gedike's  v  erfe h  1  te  Vertheidigunt;  ties  xiiaoxov  sreltend 
machte.  Versuchen  wir  also  eine  Deutung  der  handscbrittiichen 
Lesart,  durch  welche  die  nberflüs^-iu  scheinenden  Worte  einen 
roathematischcn  Gehalt  bekommen.  Meine  Leser  mache  ich  zu- 
nächst darauf  aufmei ksani,  dass  hier  in  einer  Zeile  ein  Quadrat 
mit  tovxi,  ein  anderes  mit  rotf«,  ein  drittes  mit  xovzo  bezeichnet 
wird.  Wir  haben  also  drei  Quadrate.  Das  mit  tdd^  bezeichnete 
ist  (Taf.  IV.  Fisr.  13.)  ABCD,  das  lovxo  ist  Abcdy  das  xovzi  ist 
Aßyd.  Der  Satz  nun  xitagtov  öt  dnb  xijg  'ij^iLoiag  xavx-tjol  rovxl 
ist  eine  parentbetiKche  Nebenbemerkung,  die  sich  nicht  an 
StniAnovv  dni  nolag  y(a^fi%,  sondern  nur  an  das  ov%l  dn6 
fjikv  tavtijg  tCTQanXäciov ;  anschliesst.  i,Entstebt  nicht  aus  dieser 
{Ab)  das  Vierfache  (Abcd),  und  aus  dieser  der  halben  Linie  (Aß) 
das  Viertel  {Aßyö)l  statt:  so  wie  aus  der  halben  Linie  das  Vier- 
tei?  Es  wird  also  nach  zwei  Seiles  Uo  nachgewiesen»  wie 
die  doppelte  Linie  das  vierfache  Quadrat  giebt,  was  Icehie  Wie- 
derbolaog,  sondern  mathematische  Erwelterang  und  VeraUgeraei- 
nerong  ist.  Nach  dieser  Nebenbeniert[ang  schreitet  aon  die  De- 
monstratioo  erst  fort  mit  den  Worten:  ti  öh  ^ditow  gv  tovÜi 
ii«ltKCi>6v  hn,  tovtov  öi  fjfiKtv;  wodurch  angedeutet  wird: 
uns  aber  ist  es  hier  nicht  su  thun  um  ein  Vierfaches  and  um 
ein  Viertel«  sondern  um  ein  Zwiefaches  und  eine  H&lfte. 

'  Dass  das  kleine  Quadrat  Aßyd,  welches  das  xiro'nrov  des  ur- 
sprünglichen Quadrates  AßCO  ist,  bezeichnet  vorliei^t,  so  dass 
Socrates  mit  xovxL  darauf  hinweisen  konnte,  ergiebt  sich  aus  dem 
AuTan^e  der  Demonstration  p.  82.  C,  wo  Socrates  das  Quadrat 
ABCD  zeichnet  und  dann  hinzusetzt:  ov  %m  tavxaGl  xag  6uc 
fUaov  iotiv  iaag  ^lov;  womit  die  Linien  ßv  und  yv  gemeint  sind. 

Menon  p«  86.  A.  bieten  die  Handschriften:  oiixovp  Meuw  avtii 
jr^afftfi^  Is  y»vlt^s  sis  ymvlop  ttva  «iftvotitf«  6l%a  fsaStoy  tovtmf 
tmv  %nQtmv;  Schleiermacher  and  Bekket  entschieden  sich 
aaletxt  filr  einfache  Weglassung  des  sinnlosen  tw«.  Diese  kurze 
Bezeichnung  der  Diagonale  durch  ypo^fi^  Ix  fmvhg  fl$  ymvlav 
wfirde  aber  nur  dann  zulfissig  sein,  wenn  dies  ein  üblicher  Eaost- 
ausdruek  wftre,  aber  Piaton  selbst  nennt  sie  gleich  nachher: 
i}  1»  fwvlag  tig  ymfiäv  tiivov^a  yptcfifiif,  Heren  defin.  68.  ij  ix 
ycuvtoQ  tlg  fmvUiv  dfOfikivii  e^^ekt,  Aristotele.s  probleni.  XV.  ^ 
ht  yoovtag  etg  fwvUtv  «x^tlaoi  yfftt^^i^.  F.  A.  Wolf  schlug  vor 
^^jAf&i},  ^  Ix  ynvlug  ilg  yaviav  xelvtt,  aber  da  der  8inn  der 
Worte  ist,  „ist  dies  nicht  eine  Diagonal e'S  so  muss  eine  Be- 
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zeichiiuiig  dieses  Begriffes  durch  seine  Merkmale  in  den  Wor- 
ten enthalten  sein;  aber  »/  —  xuvei  könnte  nur  aut  ein  einzelnes 
Individuuni  bezogen  uerJen.  Sollte  der  Gattungsbegriff  ausge- 
drückt werden,  so  konnte  dies  nur  heissen  ygai^itj — tBtvovoa. 
Euclid  und  Heron  gebrauchen  bei  solchen  definirendea  Bezeich- 
nungen nur  das  participium  oder  das  Pronomen  oartg.  Ein  Mis- 
griff  war  es,  wenn  Stall bauro  mit  Struve  noch  den  Aitikef 
eitttchob:  ovwtvv  ItfTtv  avTti  i]  y^ufi(jLjj,  ti  ix  ymviag  als  yanßUtv 
uivst,  ti^voi^au  intuftov  voihnv  tnv  xagiatv,  d.  i*  wie 

Sebleternaolier  fibersetsto:  MScboeidet  tarn  niebt  diene  Li- 
nie, welebe  aue  eioem  Winkel  in  den  andern  geht,  jede*  ven 
dienen  Viereel£en  -  in  zwei  glelcbe  Tbeile*'?  Aber  wenn  iatl  — 
rifiyovMc  blos  fttr  tinvtt  eteben  nollte,  da  kann  man  keinen  Grand 
abeebea,  warum  das  ganz  tonlose  i^i  an  die  Spitse  des  Satze» 
gestellt  und  ven^  seinem  tifuvov^u  so  weit  getrennt  worde.  Fer- 
'  ner  ovrij  ij  yQctfifiii  diese  Linie,  könnte  doeb  nur  von  einer  ein- 
seinen  bestimmten  Linie,  auf  welebe  Secrates  binweist,  verstanden 
werden.  Aber  diese  eine  Linie  kann  doeb  nicbt  die  sämmtlicben 
vier  Quadrate  tbeileo.  Eine  Diagonale  kann  dies,  aber  nicht 
diese  eine  Diagonale.  (Taf.  IV.  Fig.  7.X 

Das  allein  Richtige  bietet  also  cod.        in  welchem  über 

twa  darfibergesebrieben  ist  ^^^^^^^  d.  I.  tHvov^   „bt  dies  nicht 

eine  von  Wiiikel  zu  Winkel  gehende  Linie  (d.  i.  eine  Diagonale), 
welche  jedct»  dieser  Qtiadrate  in  zwei  Hälften  theiltl  Dass 
xifivovccc,  welches  ein  neues  iMerkmal  der  Diagonale  enthalt,  mit 
dem  tahovaa  zusammentrifft,  kann,  wie  Buttmann  richtig  be> 
merkt,  durch  den  Gleichklang  nielit  stören. 


II.    lieber  die  naQa^oÄii  dt&  P)iliugerus« 

Allgemein  bekannt  ist  die  Erzählung,  Pythagoras  habe  nach 
Erfinduikg  des  nach  ihm  benannten  Lehrsatzes  von  dem  Quadrate 
der  Hypotenuse  ein  Stieropfer  dargebracht.  Weniger  bekannt 
wohl  ist  die  Notiz,  die  sich  bei  Piotarch  findet»  dass  das  Stier« 
opfer  nieht  der  Erfindung  jenes  Satzes,  sondern  vielmehr  des 
Skktzes  von  der  lutgaßokij  gegolten  habe.  « 

Plutarch  convivalium  disp.  VUi.,  2.  p.  720rA.  (MeraliaTom.Ul. 
P,1L  p.306w  [p.  96&]  Wytt)  sagt:  iaxi  yag  iv  ToTg  yccoT^r^mi»- 
tatotg  ^BttQiifUt0t  (laXXov  dh  ngoßk'qiittCi,  tb  dvilv  slSav  Sod-ivtcav 
ttiXo.TQhov  nciQaßalXstv,  ro»  filv  tffov,  ta  öh  oftotov*  ig/ ^  xar 
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Quarsgov  tovxo  xccl  fiovaiKoireQOV  ixelvov  tov  ^EoiQafiarog ,  o  rijv 
vnorzivovüdv  Kitiöfi^E  ralg  nsgl  tyjv  OQ^rjv  taov  öv^'c(ah•>]^'.  Die- 
selbe Notiz   wird   wiederholt   bei  Plutarch    diüp.  ne   sua  viter 
quidem  vivi  posjse  secunduin  Cpicuri  decreta  p.  1094.  B. 
(MoraliaToni.  V.,  l.p.  390.  [468.]  Wytf.)  xalllvOciyöoug  Itcv  tw  (TulgO 
ini  rcii)  ötay^ä^tftari  ßovv  iy}vGEv,  aig  q)7]üiv  * Artokkööorog, 
i^vixa  Ilv&ayoQtjg  rb  mgLnkeeg  Ev^txo  ypßjUfur, 
XEivo,  i<jp'  w  ka^iTtQtjv  ijyEto  ßov^voitjv, 
BiXE  JtEQi  trjg  vnotEivovO'rigy  iSg  lOov  dvvosrai  raig  itEpiEyüvdccig  t»)v 
OQ^'^v,  ehe  ngoßKi^ita  negl  xov  %a)Qiov  tilg  Tiagaßok'qg*). 

Ob  die  nahe  liegende  Frage,  welcher  Satz  gemeiöt  sei,  von 
Jemandem  echoo  aufgeateilt  oder  heantwortet  worden  ist,  weise 
ich  nicht.  Mich  Teranlaeet  sie  zu  der  folgenden  Uoteraachnng 
fiher  TrctQttßdkkstv  uod  naQaßol7]y  die  ich  nur  ale  einen  Beitrag 
cor  Terminologie  der  griechiscbeii  ^Mathematiker  anzusehen  bitte. 
Die  weiter  daran  sich  knüpfenden  Bemerkungen  über  einen  Ab- 
schnitt des  Procios  zu  Euclid  stehen  zugleich  in  Beziebang  zn 
der  Behandlung  der  piatonischen  Stelle  im  Blenon. 

Es  fra£»t  sich,  was  heisst  bei  den  griechischen  Mathematikern 
nuQußakXiLv  und  TTcegaßoki'].  Dass  dieser  Ausdruck,  der  von  den 
«pätereri  Matheiuatikcrn  seit  Apollonius  auf  den  bekannten  Kegel- 
schnitt übertragen  wurde,  ursprünglich  der  Pythagoreischen  Pla- 
nimetrie angehört,  bemerkt  ausdrücklich  Proctus**)« 

Auch  in  die  Arithmetik  der  Griechen,  die  ganz  avf  Geometrie 
basirt  war,  ist  er  eingedrungen»  wie  wir  unten  an  einem  Beispiele 
aas  Nicomachns  und  Thenn  nachweisen  werden. 


•)  ,,Cina  der  feinsten  gcometriichen  Theoreme  oder  Tielnehr  Pro- 
bleme ist  folgende«  s  Wenn  zwei  Figuren  gegeben  eindy  eine  dritte,  zu 
entwerfoDf  welehe  der  einen  gleich,  der  anderen  ähnlich  iit. 
Wegen  Erfindung  dieeee  Satsee  toll  Pythsgorae  «in  Opfer  dargebiecht 
haben.  Dona  iet  dieeer  Sat«  ohne  Zweifel  weit  zierlicher  und  feiner 
aU  jener  Lehrsatz,  lüelr.her  lehrt,  dass  das  Quadrat  der  Hypotenuse 
gleich  ist  den  Quadraten  der  den  rechten  Winkel  einecbliessenden  Sei- 
ten/* —  „Und  T^ythagora«  opferte  einen  Stier  wegm  einer  Figur»  wie 
ApoUodotus  8iigt: 

Als  Pythfi^ords  einst  die  if «feierte  Zei«;linnn<:^  erfunden, 
jene,  die  iha  bewog,  Stiere  /um  Opfer  zu  Heib'u. 
Sei  ^8  nun  der  Satz  von  der  Hypetenose,  daee  ihr  Quadrat  gleich  ist 
den  Quadraten  der  den  rechten  Winkel  einechlieeeenden  Selten,  eder 
dae  Problem  von  der  Flache  der  Parabol.** 

**)  Siehe  «eine  Werte  in  den  weiter  ooten  abgedrnckCcn  Abedudtte 
alle  Prödas  1. 
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UagaßakkeLv  heis^^t  über  einer  gegeheoeii  Linie  eiiiPu« 
raUelogramiu  entwerfen,  welches  einer  gegebenen  Fi- 
gur au  GrOsfie  gleich  ist.  Dabei  ist  die  grammatische  Con- 
£truction  des  Wortes  eine  doppelte.    Entweder  siv^t  man  voll- 

istiüidi«;  naQa  tijv  So^EtGav  fvd-Hccv  %(a  öo^ivti  X^Q''^  idov 
Tiaf^akktikuyQafjLfioi'  Truoaßcduv  (F.ttclid.  Elem.  1.,  44.  VI.,  25.  27. 
2y.  2*J,  30.  X.,  18.)  oder  iiiaii  macht  das  '/[(üqLov,  dem  da«  I*a- 
ralleluj^ramm  trielch  sein  soll,  zum  grammatischen  Übjecte  und 
teagt  kurz,  lo  öoi/kv  if^giov  TxaQaßukLlv  Ttanu  rr)v  do^elcav  sv^eiav, 
über  einer  gegebenen  Linie  eine  gegebene  Fläche  als  Paratle- 
logranim  darstellend). 

Dem  Ausdrucke  fsagaßakltiv  liegt  vermuthiich  das  Bild  einen 
uiDivickelteii  Stabes,  welcher  aufgerollt  wird,  zum  Grande.  Doch 
wie  man  auch  den  .Ausdruck  sich  erklären  will  —  es  könnte  die 
gegebene  Grundlinie  aech  als  Widerhalt  gedacht  werden,  an  den 
das  Parallelogramm  angestreckt  wird  —  das  eine  verbitten  wir, 
dass  man  «Mc^jSoAij  durch  Vergleichung  deute.  Passender 
«vürde  man  es  Projection  nennen,  wenn  nicht  dieser  Terrainaa 
in  der  neaeren  Mathematik  achon  anderweitig  verbrancht  wäre. 

Das  Weseiiflirhe  dabei  ist  die  gej^ebene  Grundlinie. 
Firt  Parallelogramm  von  bestimmtem  Fliclieninhaite  construiren, 
ohne  das»  die  Grundlinie  gegeben  ist,  beisst  avavtjcuod^ai^.  Vgl. 
Euclid.  Elem.  I 42.  mit  44.  45.  Proclus  an  der  unten  mitzu- 
theilenden  Stelle:  ivvav^a  trjg  nagaßakifg  idcif^iy,  t<ß  dod-ivtc 
TQiywva}  L60V  id-iktov  nccgaßaXeLVy  %va  fiif  fiövov  avStaOiv 
$1^fitv  nctQukXyjkoyga^^ov ,  rra  8o\>ivri  tgiy^vco  tCov,  dkka  naX 
Ttag'ev&Hca'  lüQiafiivijv  naQttßokriv.  Wohl  aber  kann  wie  oft  bei 
der  nagccßoXYjy  so  auch  bei  der  av0ta0i,g  ein  Winkel  gegeberi 
sein,  unter  welchem  das  entsprechende  Parallelogramm  construirt 
werden  soll.  I.,  42.  45.  Ausserdem  ist  cvött'jöaßd'Gi  eiu  allge- 
meiner Ausdruck  dir  ,,C(»iistruiren**,  denn  man  sagt  auch  rpi- 
ycovov  (ivart'jaaoifuL  l.lcjii.  1.,  L  22.  23.  Ganz  verkehrt  ist  dagegen 
die  Ansicht  eines  Scboliasten  des  Euclid  bei  August  Abband» 
lungen  p.  18.   Siehe  unten  zu  Proclus. 

Bei  den  die  na^ßok^  betreffenden  Aufgaben  handelt  ee  »ich 


*)  Diese  Bedeutung  de«  nagaßaktlv  xwQiov  verkannte  Moll  weide 
ond  mit  ihm  Butt  mann  bei  ihrer  Behaadlnag  der  Stella  In  Platon't 
Uflnon.  Sie  eoiietruirten  fiber  einer  gegebenen  Linie  ein  Dreieck  und 
meinten,  dlec  kenne  faeienen  noQttfitMv  xgfyww  zufgiof»  Eietsteree  ken« 
aber  bloe  heieten,  ein  «inein  gegebenen  Dreiecke  an  Inhalte  gleichee 
i*ttrallelogranim  über  «ner  gegebenen  Linie  entverfen. 
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nan  darum  die  Hube  des  Paralleiogrammes  (ro  nXuxo^)  zu  finden. 
Es  sei  A  ein  gegelieiies  %(aqlQV  von  a  OFass.  Es  soll  dasselbe 
ale  ein  Parallelogramm  Ober  einer  gegebenen  Linie  b  dargestellt 
werden.   Dann  ist  a^bx  die  mr^tf/^oiii,  und  hierana  ergiebt  sich 

=  ^  die  gesuchte  Ttkixo^  r%  naqa^Ql.\\q, 

Zur  geometrischen  Lösung  der  Aulgabe  Lst  erfordGrlich,  dass 
die  gei;ebene  Figor  wenn  sio  ein  Dreieck  oiler  Viereclc  ist, 
in  irgend  ern  Parallelogramm  von  gleichem  Flächeninhalte  ver- 
wandelt werde,  was  ii.uciid  GvaTijaaad^at  nennt.   Nennen  wir  die 

Seiten  dieses  Parallelogramms        so  ist  a^p^  nnd  s  ^> 

Es  findet  sich  also  x  durch  die  Proportion: 

was  durch  Zeichnung  von  zwei  ähnlichen  rireiecken  sich  leicht 
ermitteln  lässt.  Ein  practisches  Beispiel  von  einem  Dreieck  von 
12  QFuss,  welches  als  ein  Parallelogramm  mit  einer  Basis  von 
4  Fuss  dargestellt  werden  soll,  giebt  Proclus  zum  Eucüd  in  dem 
unten  mitgetheilten  Abschnitte  §.  6.  Wenn  dort  Proclus  sagt : 
Tü  iöov  TW  Totytoi'ca  kuqu  r»}v  BVx^ciav  TraQußc'iXkofiEVy  il  kußovr^s 
—  SVQO^iev  f  nÖGmv  eIvui  dsl  Ttoöcov  i6  Jikctxog,  zvQovxsg  yovv 
d  xv%oi  7tk('<ros  tQiäv  noSav  x.  r.  X,  so  versteht  er  unter  dem 

12 

nSoeiv  wohl  nicht  die  arithmetische  Division  ^»  denn  ein  grie> 

chiscfaer  Geometer  wird  nicht  eine  Fläche  durch  eine  Linie  tbei* 
len,  sondern  er  meint  wohl  das  Suchen  der  vierten  Proportionale 
Oder  sollte  vielleicht  eine  arithmetische  Behandlang  det  Geo- 
metrie schon  zu  Prödas  Zeit  fibllch  gewesen  sefnf 

Eoeßd,  der  im  ersten  Boche  seiner  Elemente  die  Proportieneii 
noch  nicht  anwenden  Icann^  I8st  (f.«  45.)  die  Aufgabe  mit  HOlfe 
des  bekannten  Satzes  von  der  Gleichheit  der  Ergänzungen  der 
nm  die  Diagonale  liegenden  Parallelogramme  (Elem.  L,  43.).  Da- 
bei nimmt  er  auch  die  Bedingung  mit  aaf,  dass  auch  ein  Winkel 
gegeben  ist,  unter  welchem  das  gesuchte  Parallelogramm  ent- 
worfen werden  soll  (ita^ßBßiijad'n  h  io^ilcji  ymvi^.  Bei  der 
obigen  allgemeinen  Formel  wttrde,  wenn  diese  Bestimmung  mit 

aufgenommen  «verde»  soll  x=  ^^^anin,  wenn  wir  den  pegelienen 

Winkel  ip  nennen.  In  dem  Parallelogramm  ABCD  (Taf.lV.  Fig.  8.) 
sei  der  Winkel  DABts:^  und  die  gesuchte  Seite  AD^x, 
Dann  ist: 


uiyiu^ed  by  Google 


« 


150  Wea::  Pialon's  Geometrie  im  Menon 

DE  =  X8in<p, 

a 


68111 9>* 


Die  Umkehriing  des  letztereu  Satzes  wird  geoiuetriscb  be- 
handelt bei  Euclid.    Data  57. 

Fragen  wir  nun  schon  jetzt,  welcher  Satz  des  Pythagoras 
bei  Plutarch  gemeint  so  dürfen  wir  nicht  an  den  ahnlich 

lautenden  Satz  des  Euclid  Kleni.  VI.,  25.  denken:  zw  öo^hnt 
iv^vyoa^fuif  S^otov  nal  aXlco  rSt  So^ivri  XCov  xh  avth  av' 
Cti^aaa&at.  Denn  hier  ist  von  einer  avatacig,  nicht  von  einer 
nuQaßoXfj  die  Rede,  und  das  Ganze  führt  auf  keio  %n^Qv  vi}^ 
sftt^a/SoA^ß.  Die  Aufgabe  wird  vielmehr  folgieode  setn. 

Es  sei  gegeben  ein  xtOQlov  A  und  ein  iconiov  B  (Taf.  IV. 
Fig.  9.)«  ^^^^  ^^^^  6in  Parallelogramm  C  entuerlen,  welches  dem 
A  gleich  und  dem  B  .'ihnllch  wei.  Als  nothwendig  ergiebt  sich, 
daiis  -ß,  welchem  C  aiiulieb  sein  soll,  ein  Parallelogramm  sei. 
Ferner  muss,  um  die  Lösung  der  Aulgabc  möglich  zu  machen, 
das  xaQiov  A  zuvor  in  ein  Parallelogramm  verwandelt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  zerlege  man  das  im^iov  A  in  drei  Dreiecke. 
(Taf.  IV.  Fig.  10.).  Das  \  ABC  verwandle  man  (Taf.  IV.  Fig.  II.) 
durch  <s-6<STaaig  in  ein  Parallelogramm  AE  (nach  Euclid  I..  4*2.) 
üeher  der  Seite  desselben  EF  entwerfe  man  durch  jra^ap'uA/j 
das  Parallelogramm  FG^  welches  gleich  sei  dem  i\  ACl)  (nach 
Euclid  I.,  44.),  und  über  derselben  Linie  das  Paralbdoeramm  HC, 
welches  gleich  sei  dem  /\  ADE.  Diese  drei  I'arallelogranime 
verbinde  man  zu  Einem,  ABCD.  Die  Aufgabe  ist  nun,  ein  dem 
AB  CD  gleiches  und  dem  B  ähnlidies  Parallelogramm  zu  ent- 
werfen. Die  Seiten  des  ABCD  wollen  wir  pq  oenoeD  und  die 
Seiteo  des  B  nSgeii  eleb  wie  m:«  verhahen. 


Dann  ist; 


Mithin : 


.   X  m 
xy:=ipq  und   "  =  ^j:» 

pq  m 


ff  —  ^1  —  , 


mut  die  Parabole  äet  Ppikagoras  M  Nutarek, 
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üm  ili«8  gooin^risch  darzosteUen,  wollen  irir  ^sse  setzen. 

fn 

Dann  \si  yz=yfvn.  Es  ist  aber  m:p  =  q:v.  Suchen  wir  also 
diese  vierte  Proportionale-  Es  sei  (Taf.  IV'.  Fig.  12.)  m  =  AB; 
p  =  AC;  q  =  AJ),  dann  ist: 

AB:AC=  ADiAK 

Mitbin: 

AE  =  V, 

Setzen  wir  nair  an  AE  die  Linie  n  an  und. besehreiben  fiber 
der  so  entstandenen  Linie  AF  einen  Halblcreis  (Taf.  IT.  Fig.  14.), 
so  ist  das  auf  dem  Endpunitte  ?on  AE  errichtete  Gotg. 

EG  =     AE.EFss        =  y. 
Da  nnn  jr=:     ,    so  läset  sich  dies  finden  durch  die  Pro- 

y 

portion ; 

» 

Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  IS.): 

9  =  AG;   tf  =  ^F; 
dann  ist:  ' 

AGiAFzsi  AJtAJa, 

also: 

xszAH. 

Construirt  man  also  ein  Parallelogramm ,  dessen  Grundlinie 
=  AH  und  dessen  Hübe  AL  z=i  EG  ist,  so  wird  dieses  Parallelo- 
gramm ALMH  (Taf.lV.  Fig.l6.)  den  Anforderungen  entsprechen. 

Ist  die  gegebene  Figur  Ii  nicht  ein  l>echteck  sondern  ein 
Rhombus,  so  muss  man  auch  das  dem  A  gleiche  8o  wie  da^ 
gesuchte  Parallelogramm  unter  dem  gegebenen  Winkel  entwerfen. 

Wie  jene  ganze  Constroction  in  Einer  Figor  anf  elegante 
WeKro  dargestellt  werden  kann»  um  das  eigentliche  dintfifoftfui 
des  Pythagoras  anfanfiiiden,  das  überlasse  ich  filglleh  den  Mathe* 
natikern.  Ein  hefrenodeter  Mathematiker,  dem  ich  diese  F^ge 
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vorlegte,  bat  mir  folgenden  Versuch  mitgetheilt.  Die  «gegebene 
Figur  A  sei  in  (la8  Paralleloirranini  ABCD  (Taf.  IV'. Fig.  17.)  ver- 
wandelt, EFGIl  sei  das  Parallelogramm  />,  dem  das  gesuchte 
ähnlich  sein  soll.  Man  mache  J Ii  =  />/';  BP  —  FG.  Ziehe 
CK  II  JP,  bestimme  die  mittlere  Proportionale  {BL)  zu  BK  und 
BA\  mache  BM  =  BL,  MIS  \\JP  uod  volteode  AIßJSO,  so 
ist  d\M  da«  gesuchte  Kecbteck* 

Beweift:  BM;BN=iBJiBP 

8s  EFtFG» 

also: 

□  MBNO  CV3  □  EFGH 
AB:Bm  =  BMiBK  (weil  BM  =  BL) 
BMiBN^BKxBC 

AB:BN=zBIU:BC 
mithin:  BNx  BM^ABx  BC 
d.  I.  □  MBNO  s  □  ABCD. 

Jenem  pythathagoreiNchen  Probleme  ähnlich  ist  die  Aufgabe» 
die  Euclid  Eiern.  VI.,  28.  29.  und  Data  58.  59.  behandelt.  Es 
soll  über  einer  Linie  6  +  ^  ein  Parallelogramm  so  entworfeo  wer- 
den, das«  (b  4:  x  einem  gegebenen  ^coglov  F  gleich  und 
einem  gegebenen  yojijlov  J  ähnlich  sei.  Rigenthümlich  ist  die 
Weise,  wie  Euclid  dies  ausdrückt.  Weiin  innerhalb  lies  l*aralIelo- 
gramms  AC  =  bx  (Taf.  IV.  Fig.  18.)  über  einem  Abschnitte  der 
Linie  b,  z.  B.  DB  z=s  y  das  Parallelogramm  ÜC  entworfen  wird, 
dann  ist 

das  □  il£  =  JC-  l>Css  6jr-^ya?  s  {b-^-y)» 

und  dankt  man  sich  6  um  y  verlängert  (Taf. IV.  Fig.  19.)  dann  ist 

das  UAGtsiAC'{^BGs:ibX'k'yxsi{b-\-u)x, 

Das  Parallelogramm  AE  constrwiren  heisst  nun  in  der  Sprache 
des  Euclid,  wenn  wir  DC  durchs  bezeichnen:  jcaQu.  zi)v  ivO^iuv 
ß  7z«oaXlr^kü)'QaiA..iiüv  :xaQL(pakfi'v  eKkeTnov  naQakkrßoyQccfiixfo  /i, 
und  /IG  construiren  heisst  Tiaoa  ti)i'  EvO-slav  ß  JiuQakkfjköyQaii^uv 
naQußükkttv  vneQßäkXov  naqakXrikoyqa^yLm  wenn  wir  BG  mit 
A  bezeicboeo. 

Jene  Aufgabe,  die  in  zwei  zerfllllt,  heisst  daher  bei  Euclid 
I.,  Tca^a  T^v  do^citev  iv^üav  ß  rca  do&evri  ev^vygdufioi  F  t<fov 
naffallniXiyQccfjmov  nagaßalelv  iXlsinov  slSst  Tta^ukXfiXoyQafifioj, 
ofAO^  ovtt      io&ivti  A  und  IL,  «o^      do^citfay  iutifiiißakiiv 
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vntgßdkkov  iiSEi  nagaXL  oftoto)  ovu  xtß  öo&ivTi.  Die  ^geometrische 
Losung  siehe  hei  Euclid,  die  analytische  \^ürde  zuerst  y  und 
dann  daraus  .z  suchen.  Aß  (Taf.IV.  Fig.  20.)  sei  ö,  DB  sei  y, 
ßC  sei  X.  Es  sei  AE  gleich  dem  gegebenen  xcdqIov  F,  welches 
a  Quadratfuss  enthalte.  In  dem  x^Q^^  ^  loCgeD  sich  die  Seiteo 
wie  flitti  irerbalten. 


DaBn  ist: 


m 


»5- 


Ferner  ist: 
mitbin : 


n 


by-y*  =  a-. 


n 


»-s=V  4-"«' 

ä'=8±V  4-«« 


Auf  dieselbe  Weise  findet  sieb,  wenn  die  gegebene  Figur  F 
=  AG  ist  (Taf.lV.  Fig. 21.),  was  wir  a  nennen  woUei^ 
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b 

r 


Sind  die  Parallelogramme  nicht  Rechtecke  sondern  Rbombi 
(Taf.  IV.  Fig.  22.),  so  ist  auch  der  Winkel  derselben  GAß  =  <p 
zu  berücksichtigen.  Dann  Ist  lo  beiden  Formeln  sa  dem  Menner 
m  binzuznsetien  sin  9. 

is  anderen  Aufgaben,  wie  Elem.  X.,  18.  19.  nnd  dem  vor- 
hergehenden Lemna  wird  über  dem  einen  Abschnitte  der  gege- 
benen Linie  nicht  ein  einer  andern  Figur  ibniiches  Parallelogrannn, 

ThcilXLYlB  ti 
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sondern    ein   Quadrat   entworfen.     Es   ist   dann    z  =zje  und 

Es  kann  befrenidUcli  erscheintiiy  dm  in  jener  Aufgabe  dee 
Evdid  dto  Parallelogramme  A£  oad  AG  ntt^oJuA  na^ 
tvMttv  ^  genaoat  werden,  da  nie  doch  nur  ftuQaßeXul  fiber  der 
▼erküriten  oder  verlKngerten  Linie  ft  sind.  Aber  der  Abechnltt 
ist  nieht  ein  willkQbrtiehery  eondern  y  ist  von  s  abbiogig  und 
ibra  goganaeitigo  Relation,  ftbniicb  dem  Verbiltniaae  zwiecben 
Ceordinaten,  iat  dnreb  ß  bedingt.  Der  Auadrnck  UiXiimov  und 
4mQßMw  iat  elien  daraus  zu  erkliion,  weil  die  einfache  ftagn- 
ßoXil  «s^A*  zum  Grunde  liegt.  Die  Abschnitte  der  Llnia  b 
heiaaen  bei  Endid  in  dem  Lemma  Tor  X»,  lik  t«  im  t^g  taQU- 

In  ähnlicher  Weise  ist  bei  dem  Pythagoreischen  Problem 
die  Grundlinie  nicht  rein  gegeben,  sondern  durch  das  anderwei- 
tige VerUatnias  -  modifidrt 

Wir  werden  daher  die  nraprüngliebe  nu^aßol^  az=bx  eine 
reine  noQtißoH,  die  anderen  aber  gemiachte  sra^a^oXo^  nen- 
nen. 

Eine  grosse  Rolle  spielt  l)ekariTitlich  die  TtaQaßoXrj  in  der 
Carvenlehre.  Appollonius  nannto  de»  einen  der  Kegelschnitte 
nuQußoli^f  weil  das  Quadrat  der  Ordinate  dem  Rechtecke  aus 
Parameter  und  Abscisse  .entspricht.  Wir  haben  aUo  auch  hier 
pne  noQaßokij  eines  Paralleloc^rammes.  Wie  oben  a=6x,  so  ist 
hier  =:  px,  KaUlad-ia  Öt^  ^agt  Appollonius«  ij  zotavziq  tofit) 
nagaßoXi^.  Proclus  sagt  ausdrücklich,  diese  Benennung  sei 
aus  der  Pythagoreischen  Planimetrie  entlehnt.  Vergleichen 
nun  die  Scheitelj^leicbungen  der  drei  liegelächnitte,  die  unsere 
Mathematiker  durch 

ya  =  pa;— gj, 

ausdrucken,  so  sehen  wir,  wie  bei  der  Ellipse  ein  Deficit  und 
bei  der  Hyperbel  ein  Üeberscbuss  hinzutritt.  Es  ist  also  die 
Parabel  eine  reine  nagaßolT^,  die  Ellipse  aber  und  Hyperbel  sind 
gemischte  Ttagaßokat.  Bei  der  Ellipse  ro  naQußißlriyiivov  llXilnn 
itvi,  bei  der  Hyperbel  fSm^ßakktt  Nach  diesen  binzutre- 
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teoden  Merkmalen  („a  proprio  quodam  accedeote'*  8a<;t|Pappus 
praef.  ad  sept.  coli.  Math.  p.  XLI.)  nannte  nan  Apollonius  die 
beiden  gemischten  nagaßokai  kurz  ikkmbig  und  vTtfgßnXi]  statt 
itttQCtßokii   (ist    iXltCtpsag   und   na^aßoHi  vitiQ^oXiig.  Wa» 

also  die  sprachliche  Beaennun^  der  Kegelschnitte  betrifft,  sind 
die  Namen  ^IXuxpig  und  vTtEgßoXij  der  TtuoaßoX'^  nicht  zu  coor- 
diniren,  sondern  unterzuordnen,  wenn  auch  die  drei  Kegelschnitte 
der  Sache  nach  durchaus  disparat  sind.  Denn  das  verwandt* 
schaftliche  Verhaltniss  derselben  nach  der  Auffassung  des  Ar- 
chimedes,  bei  dem 

die  Parabel  fj  rofirj  tov  oQx^oyavCov  lecovov, 
die  Ellip5;e  iq  tofii^  tov  o^vyaviov  Ktdvov, 
die  Hyperbel  1^  rofi^  zov  dußXvymviov  »tivov 

mtf  gehört  Dicht  hierher.  • 

Die  TOD  Appollonios  eingeflibrte  Benenmiog  der  drei  Kegel* 
schellte  hat  nue  aaf  die  AeHMseng  der  plaelmetriechen  ncc^aßolij 
bei  Proeloe  bedeutend  eibgeirirkt»  eo  daee  man  seiner  Darstel« 
long  der  Eoclidiechee  Begriffe  ntefat  eben  greeae  matbenatiaebe 
Scblrfe  nacfarahmen  kann. 

Da  ^vir  schon  in  der  ersferen  Abhandlnnc^  öfters  auf  jene 
Worte  des  Prochis  verweisen  mussten,  wollen  wir  den  ganzen 
hierher  gehörenden  Ahschiiift  aus  der  einzigen  editio  Basii. 
MDXXXIII.  p.  109.  im  Zusammenhaoge  mittheiieu  und  mit  un- 
aereu  Bemerkungen  begleiten. 

Za  der  Anfgabe  Euclida  (I,  44.)  mtgä        ioMow  &SMBt¥ 

f  hftw  Ptf^  ymvlf  tv9vy^dfifi&t  maebt  Preclaa  folgende 

Bemerkung. 

'EötI  yccQ  d^xma,  (pußlv  0*  nsgl  tov  Evörmov^  Hai  tijg  xav  i. 
nvO-ayo^Elmv  fiovcrig  fv^r^ffiRTa,  ^  rs  TtagaßoX^  rcSv  %mQt(ov  %al 
fj  vTtBoßoXrj  xal      sklEitpig.    Atio  öh  xovxcov  %a\  ot  veo^xeqoi  xcc  2. 
ovoiidra  XaßovTsg,  ^isxtjyayov  avxci  köI  int  xag  amvixag  ksyofilvag 
ygayLiiagf  xal  rovxcov  xrjv  filv  TtuQaßoktiv,  tj)v  dk  vTtEgßoXrjv  xaX^- 
aavt(g,  tijv  Öe  elXEL'ipLV,  ixsUnov  x(ov  naXaLcav  xal  -O-f/ojv  dvö^jcov 
iv  iuLTziSü}'*')  %atctyQCi(prj  yco^lißv  TCQog  ev^iiav  oigtü^ivriv  xa  vrco 
XOvtiüV  arj^aivofiEvci  xcov  ovo^iarcov  ogcovtuii .    'Otav  yag  cvO-tlai;  a. 
l%iitti^ivi]g  TO  Jüx/^y  nxigiov  tiuüij  tj]  ev&sia  oviiTtaQaßaXslv**)  iiuivo 

*)  Vielleicht  ist  inmiSuiv  zu  achreiben. 

**)  Bei  einem  Scholiasten  des  Euclid,  von  welchem  onten  die  Bede 
«ein  wird,  ist  dieiie  T«r«tämmeUe  Stelle  so  ergänst:  0Vfia«tt^tt{pifta* 

wa(fa^äXXetv* 

11» 
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xh  %<offlov  (paöLv,  oTßv  Ö£  aup)V  notrjürjg*)  rov  yaolov  rb  fii^Kog 
ccvrrjg  rfjg  sv&ilag,  xotb  v:ii^ßaXk(iv,  6zav  ckaöuüv,  (og  tov 
^ayglov  ygacpivxog  nvcti  ri  rt]g  Evd-tiag  ixrog,   törs  ikkelneiv**). 

4.  Kai  ovxcog  h  toü  fxrw  ßLßkiox   aal  f^g  vJtEgßoXijg  6  EvxXildrig 

5.  iivfjfiovBvn  Xttl  T-^g  iXXslrlJEaig.    'Evtavd'a  dh  %ijg  TiuQußokrig  ^^^fj^Vf 

io^vn  TQiycava)  naga  t-^v  do^BiCav  sv&iUtv  füov  i^lktov  net' 
gaßttXsiv,  tva  nij  pk6vov  cvctaaiv  s^a^tv  fUi{fakkii}koYQa(i(iov  reo 
io^hti  tQiyaiva»  Xaov***),  aUit  «crl  nag'  fi^Spry  ^Qianivriv  nagw 

6.  ßoXiiv.    Ohv  TQiyehov  do9iwog  th  Ifi/M^v  %>wo$  dtSdtna  noÖtSv, 
9^$9ttas  9h  ht9tmiv7]g,  7]g  x6  ^?]xog  ItfVf  ttttigmv  noSSv,  vi  low 

tQiytßva)  noQu  X7iv  sv^bmv  nttgaßdXkofiEv ^  U-Y)  kaßövxsg 
fi^xog  dkov  -t^)  Tcor  tntJigov  ncdaiv,  tvgofitVf  n6<imv  dvM  de? 
9n$mv  TO  nki'tog,  %vu  tca  rgty(6vm  %h  wgakkriköyQa^yiOV  Xow  yf- 
«rf}T«c  EuQovtfg  fwv  tt  tv^oi  ffkaxog  tgtnv  noÖmv  %tA  nonffcavng 

7«  ynvUtgf  Hofiiv      xmghv,    Totomw  |»2v  iij  ti  t6  nugaßttlMiv  l9tw 

8.  uvn^  vnh  tmv  IMwfogHmv  9ttgtiö§io^vov,    Tgta  dl  Miv  h 

%goßhjiutn  Tovr^  tit  IfsBofäv«,  Bv&$üt,  TguQ*  iti  nagaßttUtv, 
tig  ZXffv  «uttrv  tov  %nglov  ytvS09at  nXtvginf,  fcixl  jfßymvov,  f 
feov  ttvm  iü  t6  mtgttßaXX6iittvov,  «al  yrnvlof  j  faifv  tlvm  «4^ 

9.  TOV  xmglov  ynvUiv,    Kmi  dijflov  isdXiv,  eHg  6g^g  ^ev  ovCtis 
t^g    ynvfag    x6    7cagaßnXX6fLivov  ^  xErgaym'ov  rj  irsgoiirjKsg 

JO.  Üm»  d^tUtg  61  ^  afißkslag  ^  ^6(ißog  t6  %ooqIov  ij  foftßosiSig.  "Oxi 
yt  fii)v  N«l  Ti^v  ev^eiov  üvai  öel  n9*$gii0fdvipßf  tpavegov  ov  yetg 
dvvaxat  mtgii  t))v  andgov.  ZdfM  oZv  TijS  ^p^m,  naga  x^v  öo^ü6av 
iv^nciv  nagaßaktiVf  iSijkcoc&f,  fSn  mA  mmgavd-ai  avay»i^ 

II.  wv&uav,  XQfftttt  de  e^  T^tr  navumvfiv  xov  ngoßki^ixatog  TOt^o« 
T^  (fvcxdott  tov  nagaXkrjXoygafinov'fOV  fcov  toS  öo&ivxi  xgiymva»' 
ov  yag  xavxov  nagaßoX^  nal  OvCxaöig,  xal,  tSg  stno^isv,  aXXr)  |'  [-|') 
filv  SXov  v<ptaxr]iji  x6  %<agiov  luä,  avxb  xol  xag  nXevgag  dndaag, 
filav  de  ?%ovaa  nksvgav  öedoiiivijv,  naga  xavtijv  vtplaxriCi  xb  x(oglov, 
ovxs-  iXXBlnovßa  xaxa  rijv  ixxaffiv  xavxtjVf  ovxs  vrtfgßdkXovaa, 
<ifiXa  (uf  nktvgf  tuevty  xgn^vif  ntgU%ovatt-j^j^^)  tö  ifikßadov» 

Wenn  Prödas  nagt«  ij  u  nttgußoH^  tnv  %oagiaiß  ^  vntgr 
ßoXij  xal  ij  SXXniifig  snieo  Benenniingen  planimetrincber  Conntni- 


Jener  ScHoIiaiit  hat  yipifuu, 
**)  Ed.  Basil.  «ciU^ei»^. 
•**)  Bas. 
t)  Ba«.  ^. 

ff)  Bas.  oküßv. 

fff)  ÜHs.  aXXff. 

fff f)  Ha«.  7i£(/uxoi'atj' 
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ctioMR,  die  voo  den  Späteren  aaf  die  K^ebchDilte  dlierlragen 
worden  wären >  eo  bat  er,  was  die  nufjoßol^  betrifft,  Recbt«  aber 
ungenau  Ut  es»  wenn  er  dasaelbe  von  den  Namen  HAcs^i;  nnd 
viBe^^oiif  behauptet.  Notbwendig  wäre  dann  doch»  daas  diese 
Namen  in  dieser  Bedeutong  acbon  von  den  Aitea  gebraucht  wären. 
Aber  Euclid  wenigstens,  von  dem  er  behauptet»  daaa  er  kv  tm 
Ixrco  ßißUtft  wl  tilg  vnsQßolijg  xal  t^g  iiXsliinng  fivrniovBvei*), 
handelt  zwar  dort  der  Sache  nach  von  dem,  waa  Prödas  v»£^- 
ßoXij  und  ekXsi^tg  genannt  wissen  will,  aber  diese  nomina  ge- 
braucht er  nicht.  In  den  Datis  59.  gebraucht  er  einmal  vnsgßoXi^ 
aber  er  bezeichnet  damit  blo^  das  Stück,  a  vntqßdXKsi  t6  rcaga- 
ßeßkTjfiivov,  wie  er  Eiern.  VI,  28.  und  Dat.  58.  das  fehlende  Stück, 
^  iXkeinsi  x6  naQaßsßkrjfiivov,  Hkei^ma  nennt.  Bei  Euclid  giebt 
•s  überhaupt  keine  von  der  nugaßol'^  getrennte  und  fiir  sich  be- 
itehende  Ekkutpig  und  vmgßohj,  da  beide  bei  ihm  nur  in  der 
Verbindung  mit  der  nagaßok'rj  vorkommen.  Ks  scheint  also,  dass 
Proclus  von  Apollonius  rückwärts  ächliessead  irrthümlich  Hcbon 
dem  Pythagoras  iiiul  F.ucüdes  diesen  (u  braucb  jener  beiden  Sub- 
stantiva  in  dieser  Bedeutung  beigelegt  bat.  üass  übrigens  dem 
Apollonius  jene  Sätze  des  Euclides  (VI,  28.  29.)  vorgeschwebt 
haben,  könnte  man  daraus  schiiessen,  dass  bei  seiner  ßescbrei* 
buug  der  Ellipse  und  Hyperbel  die  Ausdrücke  prop.  XIII.  ikknnov 
(Idet  o^oico  xs  xal  6fAOtcog  xffufVoj  reo  n^gtsxo^ivG)  vno  xe  tilg 
dutfiitgov  xal  rijg  nag  jjv  övvuxai  und  prop.  XII.  vnBQßdkkov  ilÖBi 
ofiola  TS  Kai  Ofioiag  %ct,fievo}  x,  t.  X.  genug  Anklänge  bieten  an 
da«  Euclidische  iXkelnov  eiöei  o^iol^  ovxi  tc»  öo^ivxi. 

Noeh  befremdlicher  ersebeint  es«  wenn  Proeins  §,  3.  aaeh 
mt^ßaXluVf  iXltijteiv,  vTtSQßäUew  als  gleicbaräge  Verba  coor* 
dinirt.  Die  an  dieser  offenbar  verstümmelten  und  Ifickenbaften 
Stelle  ausgefallenen  Worte  sind  nach  August 's  Meinung  erhalten 
bei  einem  noch  ungedruckten  Scholiasten  des  Euclid  (in  der  IVIün« 
ebener  Bibliothek  cod.  no.  102  ),  welcher  statt  des  feblerbaften 
(SvunaQaßctXsiv  die  ergänzenden  Worte  bietet:  otav  yäg  —  nday 
tv^ti^  OVfATcaQarttv^tui,  tors  itteQußukkeLv  ixslvo  to  xtuglov 
ipaclv.  Da  wir  bisher  aus  Euclid  nur  nagaßilXstv  als  verbum 
activum  kennen  gelernt  haben»  neben  welchem  iJJielTtEiv  nnd 
^TteQßdkksiv  als  verba  n^tra  gebraucht  wurden,  so  könnte  es 
scheinen,  dass  man  das  nagaßdkket^v  in  TiagaßdkXEGd^at  ändern 
mflese,  wie  der  lateinische  Uebersetser  Barocius  (Patarii  15Ö0) 


*)  Aach  p.  U.  zahU  Proclus  unter  den  der  Geometrie  eigenlhim- 
lichen  Gegenständen  neben  rgiyoßija,  Tetgayoiva,  a(pai,  'tauT^ktS  Sudl  «» 
nagaßokaij  a$  wtegßokal^  tU  iJÜMfwie  Ottf. 
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gethan  bat,  weleber  p.  264»  die  Stelle  fofgeDdermaasseo  fibetaMzt 
und  ergiest:  qsqm  eoim  propoaita  recta  llaea  oblatem 
spatinm  toti  rectae  lineae  eoaptaveria»  tun«  spatinro 
iiled  applicarJ  dUost;  quem  veto  spatii  longitadinem 
ipaa  recta  lioea  majorem  feceris,  tunc  excedere,*  quam 
aotem  miDorem,  ita  et  apatio  descripto  aliqoa  extra 
ait  rectae  liaeae  pars,  tunc  deficere.    Aber  von  dieser 
etwas  gewaltsamen  Aenderong  dee  mtifoßakksiv  hält  mich  zurück 
eioe  Stelle  des  Euclid,  wo  man  zu  der  Annahme  genuthigt  ist» 
dasn  Euctid  mit  tecbiiiscber  Kürze  dem  iXUlmiv  und  vnegßaXXtw 
neben  der  vorherrschenden  neutralen  Bedeutung  auch  eine  tran- 
sitive Bedeutung  beigelegt  hat.   ISämlich  in  dem  oben  p.  152.  von 
uns  behandelten  iSatze  des  Euclid  VI,  28.  29.,  wo  es  sich  um  die 
Aufgabe  handelte  7rapaHi7ild^(»afifiov  nagußakstv  ikksiTtov  {vttsq- 
ßuikov)  fl'^ff  TtaQaXhjkoYgditfxm  Sfiotco  ovrt  reo  SoQ-ivttf  heisst  e« 
iu  der  Vorbereitung  des  Bewei^ies:  eato}  rj  (ilv  öod^elaa  Evd^Eia  ij 
AB,  TO  dh  öod'hv  fvOvynafifiov,  m  6u  laov  TtagaziivAB  nagaßccXnv, 
to  r,  CO  dl  ösl  Ofkoioi'  iklfiTtfiv,  TO  df  und  ^,29.  in  gleicher 
Weise:  w  dl  del  o^totov  vTX^QßcikkEiv,  x6  ^.     Da  hier  das 
CO  dl  Sei  ö^oiov  ikksLTieiv  durchaus  parall«!  steht  dem  a>  Sei  oiioiov 
TticQccßakELVy  SO  niuNs  man  glauben,  das«  Euclid  an  dieser  Stelle 
ikleinELv  und  vJtsgßcikkEtv  plötzlich  als  ein  verbum  aetivum  ge- 
braucht habe.    Auch  zu  Ende  der  Protasis  von  VI,  '28.  kehrt 
dieselbe  Redensart  91  Sei  ofioiov  IXXeItcuv  wieder.    So  ««eltsam 
es  auch  erscheinen  mag,  da«»  ein  Mathematilter  in  einem  und 
demselben  Satze  einen  Kunstaosdruck  io  zwiefacher  Bedeutung 
gebraucht  habe,  80  i;>t  doch  ein  anderer  Ausweg  nicht  möglich. 
Wollte  man  mit  dem  lateinischen  Uebersetzer  Clavius  IkKc-lnEiv 
hier  durch  de  esse  übersetzen,  so  wSre  die  Abweichunir  von  der 
gewöhnlichen  Bedeutung  des  Ekkilnciv  (deficere  spatio)  eben 
so  stark  und   noch  andere  Unebenheiten   des  Ausdrucks  damit 
verbunden.    Es  scheint  also,  dass  I  udid,  weil  {b — y)x     hx  —  yx 
ist,  so  auch  statt  nagußcikloi  Ttagukkiikoyga^ifiov  ikkEiTtov  eXÖei  sich 
erlaubt  habe  zu  sagen :  nagaßakka  nagukXijkoyQaiiiiov  (bx),  ikXtl- 
nav  tUog  {—yx).   Dann  würde  also  Ikktlnm  beisseo;  ich  lasae 
feblen,  lasae  weg,  verliere,  nn^  vnBQßaJAm  leb  ffige  blniu 
als  Deberschuss*).  Die  Steife  des  Proclos  wftre  also  ztt  fiber- 
setsea:  vreno  die  Fläche  längs  der  ganzen  gegebenen  Linie  an* 
gestrecfct  wird,  dann  sagen  aie,  dasa  sie  dieaelbe  na^ßalXwi^ 


*)  Weon  Ciiciiii  in  diesem  einzelnen  speciellen  ii'alle  uiu  der  Küne 
will«n  jenen  Gebrauch  de«  ikUiatetv  «ich  erlaabt»  «o  berechtigt  lite« 
nicht  dasu,  dei»  nalbeiostieelien  «UeAnur  aneb  andarwarte  eine  active 
Bedentong  belsulegen,  am  wenigiteo,  wcmi  ein  Dativ         dabei  atebt* 
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wenn  aber  die  LSnge  (Grundlinie)  derselben  kleiner  oder  grSseer 
gemadit  wird  als  die  gegebene  Linie,  dann  sagen  sie,  das»  sie 
IlWjfOVd»  oder  vfcsgßdkXovai*).  Uebrtgens  ist  ikkilmiv  und 
^9$BQßiXlBi»  an  jener  Stelle  des  Eaclid  doch  noch  in  einem  etwas 
anderen  Sinne  gebraucht,  als  bei  Proclus.  Denn  bei  Euclid  ist 
dort  damit  yx  bezeichnet,  aber  Proclus  versteht  darunter  (b^y)x. 
Aus  der  ganzen  Stelle  ersieht  man  zugleich»  dass  Proclus  1>ei 
7t  et  Q  aßaXFiv  nur  an  die  reinejtaQcfßoXij  denkt  und  die 
geiTiischten  Tta  QaßoXat  nicht  mit  darunter  he£rreift,  son- 
dern räch  dem  Vorgange  der  riirvciilchre  dos  Apolionius  diese 
mit  den  besonderen  Namen  liliUt^i^  und  vmQßok'^  benennt 

Was  nun  das  cviinagatslvritm**)  betrifft,  so  fragt  aleh  noch 
sehr,  ob  diese  Ergänaang  des  Euclidischen  SeboUasten  Vertrauen 
Tordieot,  denn  jener  Scholiast  ist  ein  sehr  bedenlclicher  GewSbra- 
mann.  Das  leoebtet  xwar  ein»  dasa  er  den  ganxen  Abaebnitt  den 
Procloa  benutzt  und  auagescbrieben  hat,  aber  er  giebt  anderwlita 
eigenes  und  zwar  falsche«  Rfaehirerlc  an  Stellen»  wo  er  den  Pro* 
dns  nicht  verateht»  weil  Ihm  der  Spraehgebraueb  sowohl  wie  dln 
Sache  fremd  ist«  Z*  B«  $.  11.  wo  Procloa  sagt:  xp^rai  Sh  dg  tijp 
mega9Mnf^  rov  n^ßlif^atog  t^^tov  ßvardasi  rov  noQttlkuhh 
YQUfjifiov  %ov  ftfov  io&hti  tQiytSv^  ov  yd(f  tavvov  nagaßolH 
%«A  cvctaaig  %al,  mg  etnoiitv,  SJÜiiig  iisv  %.  r.  X.  glaubt  jener  Scho- 
iiaat,  Proclus  wolle  hier  den  Unterschied  zwischen  mt^ßolij  und 
avCTa0tig  ans  einander  setzen  und  sagt  in  der  Fortsetiung  jenes 
Scholinms:  iXaßf  dk  dg  r^v  xcrraffiMViJv  rov  ngoßXijfKxros  ^oi^TOV 

ffvtfratfnr  rov  naffulkiiXofQdfitfMV  tov  Tßov  ro»  dod'ivti  T^tytaP^ 
Jiaq>iQ£i  dh  1}  CviStaCig  Tijg  itUQußoXijg,  or»  iq  ^hv  9V«^«* 
ßaXXti  fiövov,  ^  öh  avataatg  dXov  vq>lcx'rici  rd  xwqtw  iMtl 
täg  nUvfjii/g  avtov,  fitS  yoQ  TtXsvga  XQu^ivi^  tij  Stdofiivy  ev^slf, 
mQtiiovtsa  xb  iixßaöbv,  tag  Xontäg  Blgdfovca  TtXtvgitg  ovn  iXXit- 
novcag  xata  t^v  H%xtt(Si>v  ovx  av  mgixxsvovcag  t6  xmglov  vqtL- 
cxf^aiv.  Dies  ist  ein  arges  Missverständniss.  Denn  I)  will 
Proclus,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  hier  gar  nicht  die  unter- 
scheidenden Qlerkmaie  der  6vßtaatg  und  TtuQoßokij  gegenüber 


*)  Neutral  kann  iXhintiv  und  vmgfidXhtv  hier  nicht  gebraucht 
se(n.  M^eil  dann  der  Sabjectc->Accu««tir  m  tagüu^  oder  ein  Pronomen  da- 
bei stehen  müsste. 

•*)  Da  otav  Si  full^ov  nonjajjc  darauf  folgt,  sollte  man  eigentlich 
avfotagttttitnjt  erwarten.  Bei  der  von  mir  angenommenen  Coiii^truction 
der  Worte  wäre  noch  passender  avfi7iagatt£v(oat»  Der  Scholiast  bietet 
yii^tm  statt  nonjotit.  Nimmt  man  diosea  auf,  dann  ist  das  PaMivmn 
üvfugm^vniviitat  gerechtfertige 
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stellen,  und  2)  Ut  der  üoterschied,  wie  Iho  der  ScboUast  angiebt, 
gans  verkehrt,  so  dass  es. befremden  muss,  das«  Aogoet*  der 
in  seiner  Abbandlaeg  p.  18.  diesen  Scholiasteo  „zur  Ergänzung 
der  Kenntniss  des  mathematMcben  Sprachgebrauches  und  der 
scharfen  Unterscbeiduogeiit  welche  die  griechische  Sprache  zu- 
liess"  anfuhr^  dieneni  confusen  Kopfe  beistimmt  und  mit  ihm  die 
ifvüraatg  erklärt:  es  werde  durch  dieselbe  „die  Figur  io  der  vor- 
geschriebenen Gestalt  mit  Anwendung  aller  Bestimmungsstücke 
(Seiten  und  Winkel)  entworfen."  Wie  kann  man  ra  Öo^ivtt 
tQiyaivip  Taov  TtagaXlrjXoyQaf.tfjiov  GvörylaaGd-ai  (Euclid.  1,  42.)  rait 
Beibehaltung  der  Seiten  ^  Und  soll  ein  Winkel  beibehalten 
werden,  so  wird  iv  ymvlci  öod^eloy  noch  als  besondere  Bedingung 
hinzugesetzt.  FroL-Ius  wurde  auch  sich  selber  widersprechen, 
denn  vorher  §.  5.  sa<j^t  er:  iva  ^rj  uövov  avötaüiv  i/ioiiev  nafjuX- 
XTiXoyffainiov  tw  öo&ivtiy  XQiyutvm  löov ,  clXka  xul  naQ  sv^tlav 
toQid^hriv  nagaßok'^v*).  Proclus,  der  die  ovGtaöig,  „die  Con- 
struction",  als  bekannt  annimmt,  beschreibt  dort  nur  das  Eigen- 
thümlicbe  der  TtaQaßoXtj.  Dabei  ist  in  dem  Ausdrucke  der  bekannte 
Gräctsmus,  nach  welchem  mit  ^iv  —  df  zwei  Nitt/e  jtarallel 
(,,paractacti.sch *')  gestellt  werden,  von  denen  nur  der  zweite  die 
Hauptsache  enthält,  während  der  erstere  eine  untergeordnete  pa- 
renthetische Nebenbemerkung  bietet  (cf.  ad  Tac.  Agric.  p.  48  sq.). 
Proclns  sagt:  ,^Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  (des  nccgaßaXelv) 
nimmt  er  zur  Uülfe  die  avaraßtg  eines  dem  gegebenen  Dreiecke 
gieicheii  Parallelogrammes.  Die  TtagaßoXij  ist  nSmtich  nicht  das- 
selbe  wie  aveiaaig,  sie  (die  na^iaßakt])  stellt,  wie  wir  gesagt 
haben,  fiber  einer  Seite,  die  ihr  gegeben  ist,  die  Fläche  dar,  — 
zuweilen  stellt  sie  die  ganze  Figur  dar  sammt  allen  Seiten**), — 
indem  sie  jene  Linie  weder  veikQrzt  noch  verlängert,  sondern 
an  die  eine  Linie  sich  haltend  den  Flächeninhalt  einschliesst." 

Auch  §.  3.  giebt  der  Scholiaat  fiBr  die  leicbt  verstSndlicben . 
Worte  dea  Proclus  oxav  dh  iXaöGov,  mg  t9v  %aQiov  ygttqdvtog 
slvid  ti  t^s  iv^Uug  httost  tot$  iUditttif  die  uakiare  Perlphraae: 


*)  Noch  deutlicher  sind  teine  Worte  sa  Euclid  I.»  45.  uaf  der* 
selben  Seite  p.  109. 

*♦)  In  dieser  Xebenbenierkiin!^  nennt  Proclna  arjrh  das  Ttagaßol^y 
wenn  aimHt'r  der  Grundlinie  aucit  die  Höhe  gegeben  ist.  ihm  ist  also 
nicht  bloB  a  =.  ÖX^  sondern  auch  a—bh  Formel  für  die  l'aialjnlo. 
Während  die  aagafoX^  ursprüngUcli  dazu  dient,  die  Höhe  zu  ündeo, 
nimmt  er  aio  hier  alt  echoe  j^fundeo  an,  and  Tersteht  unter  na^aßdUMt» 
die  AasfäbrttBK  dea  GefuMteaen,  was  er  oben  naMta  notfjaapnti  to 
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Und  diesem  8choliasten,  der  so  mit  dem  Texte  des  Proclus 
am&priugt,  sollen  wir  das  Vertrauen  schenken,  dass  er  das  rich- 
tige Wort  uns  bietet  Will  man  conjiciren,  so  künnte  man  mit 
demselben  Rechte  und  mit  mehr  Wahrscheinlichkeit  üviiTtuQaKiijiai 
verniuthen.  Welches  griechische  JLiarocius  vorgeschwebt  bat, 
als  er  c  o  ;i  p  t  a  v  e  r  i ö  hiuzusetzte,  weiss  ich  nicht.  Sollte  er  einen 
griechischen  codex  vor  sich  gehabt  haben,  so  würde  er,  wenn 
er  dort  itaQaxelvijg  gefunden  hätte,  dies  sicher  durch  praeten- 
deris  wieder  gegeben  habeD.  Ich  kann  dahm  oiebt  Augast 
bebtimmeo,  dass  die  Bedeutung  des  platoDiscben  ntt^atttvm  duieb 
Jenen  Scboliaston  uns  «rseblossen  sei.  Nicht  mag  ich  gegen  die 
vermeinte  IdentitSt  des  naoavelv»  und  nagaßalkm,  welche  aus 
dieser  Stelle  bervorgeheo  soll,  das  Argomeni  beibringen,  es 
rofisse  ancb  bei  Proclus  jenes  cvfinaQmtivew,  wenn  er  wirklieh 
so  gescbrieben  bStte»  einen  weiteren  Begriff  haben  als  nagaßaHm, 
weil  Jajetsteres  oaebber  als  species  untergeordnet  ist»  weswegen 
aocb  Barocins  swel  Verba  (coaptaveris  — appliearl)  bietet; 
denn  dieses  Bedenken  kann  man  als  beseitigt  anseben  ditteb 
das  vorgesetate  tfvfi-,  was  In  Vstbindung  zu  bringen  ist  mit 
dem  Torbergebendeu  nAn^  *)  evOtf^t,  so  dass  also  der  Sinn 
wäre,  wenn  die  FiScbe  an  der  gansen  Linie  bin  angestreckt 
wird,  dann  nennt  man  dies  »a^o/JiUAuv**)*  Docb  su  lange  haben 


*)  Vergl.  Kdchlj  SU  Enrip.  Iph.  Tuar.  v.  1871.  und  fiber  äholich« 
mit  Präpcaitioaen  soiamnieagetetoto  verba  Bottoiaan  ad  Fiat.  Men* 
Excur«.  1. 

••)  Noch  will  ich  denen,  die  naQarsh  )  für  gflei(  hbedeatend  mit 
nagaßiXlü}  halten  möchten,  eine  Cuiubin.itioa  an  die  Hand  geben,  durch 
die  sie  ihre  Meinung  iintersiuizen  küuncn.  In  dein  Euclid  des  Boe- 
thiu«  bei  Lach  mann  graniatici  script.  p.  385.  finden  sich  folgeuUe 
swel  Anfgabea  neben  einander  ge«teliis  Dato  Criaagolo  aef|aaie 
parallelogrammniB  in  date  reetiiiaeeaagolo  eonslitnere.  — 
Juxtareeta«  lineaai  dato  triaagolo  dato  rectilineo  anfaule 
parallelogramnum  aeqnale  praeteadere.  In  der  eretereo.  Auf- 
gabe ist  congtitnereoflPenbar das  Eoclidiidie ovat^4Nia^a<  (EIeni.I.,42.) 
nad  in  der  zureiten  wird  man  in  detn  praetendere  da«  Enelidieehe 
7T(t(}n8a).Hv  (Etern.  I.,  44.)  tu  «ticFicn  haben.  Man  könnte  also  Termnthen, 
in  deir»  i^^ripehisf'hen  Orijfinale.  HeJche«  Boetiiiu«  rorr^elegen,  habe 
na^teivu  uls  Svininymon  die  Steile  von  na^ßaXhjj  vertreten.  Wenig- 
Iltens  wird  düs  geographische  rca(jaT£i'vui  y  ' EvßoM  "^St  nagatitarai 

Arist.  Nub.212.  /mV  yag  t^t  ' A(ia(iirji  ovfjo^  nagafixatai  Herodut.  II.,  8.} 
im  Latebiscbea  dsrch  praeteadere  autgedrnckt.   Baetioae  latere 
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wir  bei  jenem  unbedeatenden  Schftliasten  yerweilt,  auf  den  man 

weder  bei  Ergänzuni?  der  Lücke  im  ProeluS  noch  bei  der  Erklä- 
rung des  platonischen  Aus^dnickes  mit  einiger  Sicberheit  baaen 
Icann.  UagarelvBiv  scheint  allerdings  mit  TtKßaßaXXfiv  etwas  !»e- 
raein  zu  haben,  aber  die  Verwandtschaft,  glaube  ich,  besteht  da- 
rin, dass  durch  naqctßäXXoa  eine  Grösse  als  Product  zweier  Fac- 
toren  dargestellt  wird,  durch  nuQaxtLvuv  aber  die  halbe  Grusse 
durch  eine  combinirte  Theiluog  jener  beiden  Factoren  (durch  ein 
Dreieck)  ausgedrückt  wird. 

Noch  müssen  wir  der  Bedeutung  des  naQaßdkXca  und  der 
nttQdtßoXTj  bei  den  griechischen  Arithmetikern  gedenken.  Die 
Formel  für  die  naoaßoki^  ist,  wie  wir  oben  bemerkten,   a  =  bx. 

Mitbin  Ist  «  =  I*       also  «  doreh  Difisioo  gefunden  wird»  wnrde 

nun  nagaßdkXEiv  Kunstausdruck  iQr  dividiren  und  der  Quo* 

tlent  I  beieet-  die  nk^of  t^g  mt^olijg.  So  Nieomaehus  io 

der  slcayfayri  dg>i9firittiti^  c.  27.  p.  36.  (ed.  Hoelie.  Wetilar  1862) 
o^fiovtxijv  dh  (fi£tfdti}ra  {vQtjaeig),  r^v  tthf  Sn^mv  iuttpoQov  ^o»i^ 
xiw  M  vhi»  ik^owt,  JMd  td¥  fiv6pLiPW  naQaßXrjtiov  fSUQä*) 
t6v  €4v&itO¥  kt  tn¥  Sngnv,  9ha  nl^tog  t^s  nttgaßoX'^g 
ngca^itiov  %f  ilättwi,  »cd  Im»  6  ftvöfiBvog  opftovtx^  iisaotfjg. 
rüeomaelins  will  hier  das  Mittelglied  einer  «tetigen  liarnienl- 
aelien  Proportion  beatimmen. 

Unsere  Arithmetik  bat  fiür  dieses  barmenisehe  Mittel  die 

Formel  x  =  -^4^*  Statt  dieser  Formel  haben  Nicomacbus  and 
Tlieoo  die  etwas  breitere 


•eptaaCrieaall  praeCenditur  LtttitanlaPIlD.  N.H.IIL,  1,8.  Die 
Abilehe  Uebereeteoeg  des  matbenatiaehen  nu^iUMm  daveb  appli- 
eare  echetni  modernen  Ursprung«  zu  sein. 

*)  In  der  neuesten  Ausgabe  von  Hoche  liest  man  irl  statt  nro^'; 
aber  lettteres  findet  sich  dreimal  bei  Theon,  p.  187.  188.  (ed. Paris  1643) 
wo  dieser  fast  mW  denselben  Worten  dieses  hannoni^rhe  Mittel  «u 
finden  lehrt.  Ua  die  geunietrisc  he  Anaehauang  hierbei  zuin  'Grunde 
liegt,  ist  aoch  naga,  das  allein  passende.  Denn  die  Grundlinie  de« 
Parallelogrammes,  auf  welche  9rap«  hinweist,  ist  der  eine  Factor,  mit 
dem  man  daa  Ganze  (des  Inhaltes)  dividiren  raoa«,  nm  dea  Qoetiealen 
an  indes.  Den  analog  wbrd  ans  eaeh  das  gewShaiiebe  Wort  für  dl- 
▼idlrea,  mit  »m^i  aooslnpirt  n^B,  ßSetCt  «■  9' Kmgtt  <»  e'* 

XiiWftM  »  ao  hiallg  bei  Heren. 
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was  auf  dasselbe  hioausläuft»  deno  nach  derselben  ist 

Deswegen  sagt  Nicomachas:  «»Um  das  harmonische  Mittel 
£u  Gnden,  nmss  man  den  Unterschied  der  äusseren  Glieder  mul- 
tipliciren  mit  dem  kleineren  Gliede,  das  Product  dividiren  durch 
die  Muniine  der  äusseren  Glieder,  dann  diesen  Quotienten  hinza- 
addiren  zu  dem  kleineren  Gliede.  Was  herauskömmt,  i8t  das 
harmonische  Mittel."  £beo  so  Thenn  Mathematica  p.  187.  sq. 

Beiläufig  bemetke  ich»  das«  ans  obiger  SteUe  lieiYorgebt, 
daiie  die  Griechen  «nminireo  (awti^i^at)  und  addiren  (nQOifm- 
4^hm)  schoideD* 

Die  mathematische  Bedeutung  des  TtagaßcckkBtv,  vermuthe  ich, 
liegt  auch  an  einer  Stelle  von  Platon*s  syropo8ium  p.  214  C,  die 
den  Erklärern  viel  INoth  macht,  zum  Grunde.  AIcibiades  sagt 
dort:  fiEÜ-uorza  (Je  avöoa  Tzagä  viiqjoi'Tiov  köyov^  TtuQaßiikktW  ^t] 
ovK  vüQv  r].  Wo  Ii  war  gene\<xt  nach  einem  bekannten  GrS- 
cismus  fiE&vovttt  avdga  zu  erklären  durch  dvÖQog  (xsd-vovrog 
Xöyovg  Tiaga  vr/gpovrov  Koyovg  TtagaßakXELVf  aber  die  Propo.sition 
naQu  erregt  ihm  Bedenken,  da  bei  seiner  AnD'assung  Tcgbg  oder 
der  Dativ  ervraftet  wird.  Stall  bäum  sagt:  breviter  dictum  est 
pro:  ebrium  virura  provocare«  ut  aemuletur  sobriorum  orationes. 
Da«  wflrde  wohl  obogefthr  etwaa  dem  Sinne  der  Worte  Aehn- 
licbee  wiedergeben,  aber  niebt  die  Worte  grammatisch  erklären. 
Wenn  wir  die  matbematiacbe  Bedeutung  des  Wortes  an  Grunde 
legen,  ist  alles  klar*  Wie  mxgttß^Xkuv  nw^'  i^ütv  beisst  anf 
eine  gegebene  Linie  ein  I^allelogramm  aetseo^.eo  soll  bler  der 
trankene  AIcibiades  seine  Rede  anf  dieReden  der  Nfiebternen  daranf 
setzen.  Wobl  wäre  denkbar,  daas  der  joviale  Alcibiadee  in  dieser 
Gesellscbaft  wissensebaltlicb  Gebildeter  statt  anreiben,  an- 
knüpfen. Jenes  ansderMatbematIk  entlehnten  Knnstansdmekes 
sieb  bedient  babe.  Am  aScbsten  entspricbt  daber  Scbleler- 
macber's  Uebersetiungs  „aber  dass  ein  trunkener  Mann  seine 
Rede  neben  der  Nfiebternen  ibre  stellen  soll,  wenn  das  nur  niebt 
alba  vngleicb  ist."  Ffir  das  Nebenstellen  wäre  also  vielleicbt 
ricbtfger  gewesen  das  Draufsetsen. 
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Ueber  die  Bestimmung  eines  Poaktes  in  der  Rich- 
tuogsUnie  der  fiesuitirenden  eines  beliebigen  Systems 

von  Kräften. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  Bestimmung  der  Resultlrenden  eitiM  beliebigeo  Systems 
▼OD  Kräften,  insofern  es  eine  Resultirende  u^ehi,  ist  bekanntlich 
immer  auch  die  Bestimmung  eines  in  der  Ricbtungslinie  der  Re- 
sultirenden  liegenden  Punictes  erforderlich,  und  diese  auf  unend> 
Uch  viele  Arten  mügliche  Bestimmung  unterliegt  in  der  That  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit.  Behalten  wir  nämlich  die  in  der 
Abhandlung  Tbl.  XL  Vi.  Nr.  Xlil.  gebrauchten  BezeiclinuDgen  auch 
hier  bei,  so  sind  die  Bedingungen  fOr  die  £xistens  einer  Resul- 
tireoden  der  Kräfte 

^0»  ^1»  ^e»  Pif Pn 

bekanntlich:  dass  die  Grössen  L,  iff,  N  nicht  sämmtlicb  ver- 
schwinden, und  dass  die  Gleichung: 

1)  LLi-k^MJUti-JafJSi^s^O 

erfdlt  ist.  Die  GrOsso  B  der  Resoitirenden  wird  durch  die  Formel : 

2)   .  R=VI^+M^JS^ 

bestimmt;  für  die  Bestlmmangswinfcel  9,  %  ihrer  Richtungs- 
linie  iist  man  die  Formeln: 

L 

M 

N   


ieos^s 
COS^  SS 
cosjt  = 
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der  nesuHir enden  eines  hcltebigen  Systems  tan  Kräften.  16j 

und  Jeder  Punkt  {XTZ),  deseen  CoordinaCen  iweien  der  Giei- 
chuDgen : 

4)   I       -M  +il/Z=0, 

genügen,  fet  ein  Paukt  der  Ricbtangsünie  der  ResnlUrendeD.  B^l 
diener  letsteren.Beatiromuiig  iniim  maD  Ton  deo  drei  GrQssen  L, 
Mi  19  immer  eine  auawSlilen»  Ton  der  man  wciaas  daaa  aie  nicht 
vertchwindet;  lat  dlea  nun  etwa  die  Grttaae  L*  ao  muaa  anan  aar 
~  Fon  Ä,  T,  Z  die  beiden  Gteichangen: 


anwenden,  aus  denen  man  die  Formeln: 

F  =  £  

erhält,  welche,  indem  man  Ä  beliebig  annimmt,  zur  Beatimmong 
von  Y  und  Z  führen. 

So  einfach  dieae  Beatfaimang  an  alch  lat,  a»  hat  ea  mir  doch 
wflaacheiiawerth  geachlenen,  allgemeine  aymmetriaeh  gehll- 
dete  Formeln  so  heaitsen,  mittolat  welcher  gana  Im  AUgemelnen 
immer  ein  In  der  Riehtungalinle  der  Reanltirend«n  liegender  Punkt 
gefunden  werden  kann,  and  aolche  Formeln  anangeben  and  die- 
aelheo  etwaa  weiter  an  entwickeln,  lat  der  Zweck  dieaea  Anraataea« 

Dieae  Formeln  sind  aber:  * 


5) 


hei  denen  man  sogleich  zu  beachten  bat,  dasa  sie  für  X,  F,  Z 
Immer  endliche  vufÜg  bestimmte  Wertbe  liefern,  da  der  gemein" 
acbaftlicbe  Nenner  der  drei  vorstehenden  Bruche  nicht  verschwin- 
det, weil  L,  M,  N  nicht  zugleich  verschwinden.  Dasa  aber  die 
Ausdrücke  5)  von  X,  V,  Z  den  drei  CIcicbungen  4)  vollständig 
und  zugleich  genügen,  kaon  auf  folgende  Art  leicht  geaeigt  werden. 

fia  ist  nimllch,  wie  man  aegleieh  fiberaleht: 
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ab« 


I«  weil  nach  I); 

ÜXi  +  üf +  iViVt  =  0 
iat,  <  mid  WBomw^m  die  Grone 

nicht  verschwindet: 
also:  * 

welches  die  drei  sa  erClBlIefideB  QeichongeB  4)  smd. 

Aus  den  Formelo  5)  erhält  mao  sogleich  die  beiden  Glei- 
chttDgen : 

so  dass  also  der  Punkt  (XYZ)  io  der  DurchschoittsÜDie  der  bei< 
den  durch  die  Gleichnogen:  > 
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der  ReiuUirenüen  eines  beliebigen  spstem*  ton  Knifien,  167 

charakterisirten,  durch  deo  Anfang  der  Coordioateu  gehenden 
Ebenen  liegt. 

Nacli  5)  ist  aucbt 

^+  F»+ z»  ^j^^  M^Tm*  ' 

and  folglich  nach  elaar  belkanntMi  Tranafonnafioii : 

F»+z»«  (läT^w^Tiv*?  • 

fol^idi  nach  I)  und  weil  der  Nenner  nicht  verechwlndet: 

Wir  wollen  noa  die  Coordlnatea  X,  F.  Z  weiter  eatwIdkelD. 
Es  iat: 

=  £/'coaa.ZP(zcoea— ^rcosy)  —  £PcoBß,ZP(jfettBf  —  zooa/Q 
s  2fPeoaa.(ZPtcoaa--4SAvcoex)— •2i^os/l.(J?l^jrco8y-2I^B|9), 

=:  i;/^co8^.(^P«coa/}'--2;i^oMK)-l?Pcoay.(2;Aco8a~^/^.ircoey)» 

SS  £Peo9f*£P($cwf—'9ttmp)  —  2PctM9.£Pisewß'^ffeo9u) 
=  JSPco8]f.(2;P^cos}'— ZPnMia/O— J?PD08a.(£Aa^/^-J?IVeo8«); 


Uft— illl>i=  (£Pcos«.J?P20oatt  •f-£Pcoa/?.4Sf)!tcoa/9) 
--(£Peoe«.'SPj;cosy  +  SPewß^SPycosy), 

M^i^NMi^  {£Peomß,£Pxeo9ß-^  ZPeomy.SPacoBf) 
-^{SPcomß.SP^^n^  £PcMf.2Pztwu)t 

NLg  — L2V|S  i£Pcoay.£Pifcosy  i-  ^^Pcosa.^P^cos«) 
-'(£PeKMf,£PkcoBß  -I-  2Pew9.SPatcoBß)i 

folglicb : 


Iö8  Gruner t:  Veö.  die  öesUmm.  ein,  Punktes  in  der  Richtungslitde 

SS     ZPewa.  SPs  cos  cr-f  SPeoBß .  ZPaecosß-i-  JSPewy .  SPxcosy 

—  (2i:/^co8a.^P4fcofla4-2:/^co8/3.  i^/^ycosa+^/^cosy.^Pi  co8a), 

—(ZPama.SPxcos  ß  i-SPeoBß.  Si^eomßi-SPenBf.SPteoaß), 
Setit  man  nnn  der  KOrie  wegan; 

9) 

fs^Pcosir,  2P«cosa-|-  ZPeomß.  SPst&Mß-^XPttmf.^ZPxeoay, 

S'^SPtM«.  XPiteoBa  -f  £PcoBß,£pB  eoBßi^£Pto&y»  SPkcoBy 
aod : 

10) 

A'  =  £P  cos  a .  -SPx  cos  a + cos  /5 .  XPycos  a + ^/\:o8  y .  ^/^cosa, 
B'  SS  SPwB  «r.  JSP«co8^+ SPetMß,  £PlfeoBß'^£Pi!a9r,  ^  AoosA 
C  SS  £Pcos  0 . 2;Pa;  cosy  -|-  lljPcos  .  £Py  cos  y  4-  ZPcouf .  ^Pscosy ; 
ferner: 

y 


and: 


c 

TO  ist: 
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13)  J  NLi  —LNi  =  ß', 

und: 

14)  j  F  =  V-B, 

E«  ist: 

£r« + Jfa + i\r»  =  (2iPoo»«)«  +  (^Pcoaft*  +  (^SPcosy)» 

Ä    (Po  COS «0  +  Pi  cos aj  +  P2  cos «2  4^      cos  «3  +  ....)« 

+  (^ocos^o  + Aco8/3i+PaCOS/Ja  +  P3CosA  +  ....)« 
+  (Po  cos    +  Pi  cosy^  +  P^cosy^  -|-  Pg  COS|^  4* 

=  Po*(cosV  +  cos/5o«+co8yo*) 
+Pi«(cosaia  +  cos^i«+co8yi«) 
+  P2«  (cos  +  cos  cos  ya^) 
+  P,*  (cos  V + cos   a + cos  y,«) 

Q.  S.  W. 

("(»»«^cosaii -f  eo«A>eo«A +€osyo«o«n) 
•f  2PoPs (cos  csTo  cos  er«  <|-  006  /?oCOS +  cosyo cosy^ 

+  SP^Pg  (cos    cüö  «3  +  cos    cos  jjg  -J-  cos  cosyg) 

u.  s.  w. 

+ 2Pi  P2(cos«i  cosij^ -I- cosft  cosft + cosj^i  cosT^ 
+2P|Pg(€oa  s^  coso^  4-  cos  A  eos^  4  cosy^  oosft) 

v.  s.  w. 

H-3P«Ps  (cosoacosi^  -l-cos/^cosj^  cosygcos|^ 

U.   S.  VV. 

u.  s.  w. 
«iso  in  liekanDtor  Boseiofanaogs 

W)  L^-frÜf^  +  ZV» 

=  /^,HA*+/\»+^3"  + .... 

+  2P0P4  C08(PoPi)  +  2P0P2COS  (P^Pa)  +  2PoPaCOS(PoP«>  +  .... 

+  2PiP,oos(PiP^ +3PiPs  eo«(P,P,)  + 

+  2P,PjC08(P2P8)  +  ,... 
U«  S« 

Ferner  ist  nach  9) : 
Tli«U  XLYU.  10 


170  Gruner $:  Oed*  Sie  Snümm.  em,  PmOste»  in  dSn*  MeJUttnfftttnte 

^(PoCtmßo^PieMßi  +  P^eoBßt  +  P,cos/^-f 

X (^0^0 ßo  4-  Pi^i  CO« «f  ^t^s CO« + ^»^s cos -f ....) 
-f  (Po«(Min»'l'A<^*ri-l-^sC08yt  +  ^8C08y, 
XiPoXQCOsyo-^  PgXg  cosyi  +  /Vscosy^-I-  /'f'^cosi^'l-*-')* 
aUo»  wie  man  leicht  findet: 
JtP  SB  i>o*'>^<<i<Mi«^**f ooa AiHeosyo') 

+  Pl^arj  (co8ai2-|-c08ft«+  COSy,*) 
+  Pt*x,(co««»'+co«/?a*+co8y-i*) 

-K  ^1  (^o  +  ^i)  (cos  «0  cos  «fi  -f  cos  ßQ  coaßi-^  cos  )v»  cos  fi ) 
•I-  PoP^UBoir^ieoBtt^eMa^-^eoBßoewtp^i'ewY^cMj^ 

+  ^0    (^0  +  ^a)  (cos    c68  os  +  cos  ßo  cos  /?,  +  cos  yo  cos  y,) 

a.  s«  w« 

+  PiPftCa?!  -f  cosi%  -f  cot  A  cMß^  -f  ooty^  cos}^ 

+  Pi  Pg  (a^i  +  arg)  (cos  «i  cos  03  +  cos    cos  ^3  +  cos  yi  cos  y^) 

u.  s.  w. 

tt.  6.  W. 

ibo»  sogleich  mit  gelidriger  VerteiiicbiiDg  der  Zeichen: 

16) 

+  Po^l  (4?o+ar,)co«(Po^i)  +  Po''«(-^o+^2)  cos  (Po^a) 

+Po^g(a;^+j^ce8(PoP,)+.^ 

+  Pi  Pa  (^i  +  ar«)  cos  (P,  Pa) 

+Pi  PgCoTi  +ar,)C08(P|  P,)-!-... 

4Pai^t(«t+«8)«o«(PftPtH». 

II.  s.  w« 
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+  ^0^1  (yo  +  ä)cw(/>oPi) + /V»(yo  +  y*)  cos  (/>o^a) 

+i'o''i(yo+ys)co»(Po^,)+-« 

+/i^»(3^i+l^j)co«(P|P,)+«.. 
+  /*o^»(.'o+^)co»(Po/*t)+"- 

Die  Grössen 

und  f'»y»S'»  also  nach  II)  auch  die  GrSasen  i^,  p,  $,  hSogea 
▼OD  deo  Winhela 

^pßotfol  ^»A»}^»        9%>  ttl 

oSmlich  von  der  Lage  der  RiebtaDgeltnien  der  KrSfte  im  Räume 
an  sich«  gar  nicht  ah»  sondern  Mosa  von  den  Krfifteo,  den  Coor^ 
dinaten  ihrer  Angriff^^pankte  und  der  gegenseitigen  Lage  ihrer 
Riehtungalinien.  Wir  wollen  Ji;,  |),  5  als  die  Coordinafen  eines 
Punktes  (^$^5)  Ini  Räume  hetraehten»  und  mto  sunSchst  dessen. 
Entfernung  von  der  Richtongsünie  der  ResuKirenden  der  gegebe» 
nen  Krifte,  welche  durch  ü  beseichne^ werden  mag,  bestimmen. 

Weil  nach  dem  Ohij^en  {XYZ)  ein  Punkt  in  der  Richtungs- 
iioie  der  ResuUireadeu  ist,  so  ist  nach  einer  beicanoten  Formel*): 

— ((lf*«Z)eo89»4-(y-  F)cos^-f(S— 2;)cosx))*. 
folg&ch»  weil  naeh  14): 

•)  H.f .  ThLmiV.  8. 109.  Nr.  85). 
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f.Ft=|»-.(9>-B)asB, 

Mt: 

JZ«  =s  A*-|-  B*^  C*—  (Acos9  -f  B  cos^  i*  C  cog^)*» 

also  nach  3): 

und  folglich  nach  12): 
also: 

17) 

oder  nach  einer  bekaimteii  Verwandloiig: 

18) 

^         (1,*+ ^* + iV2)  V  X« + jf  «Tiv* 

Naeh  1(9  ist: 

XA'  +  üfB'+AC 

=  L  {LZPx  cos  a  +  MSPy  cos  a + /VJSPz  cos  a) 

=E  i;(i;r£Pd?eo«a-f-iirXArooe/}4'iVZArcoey) 

+  J!f  (Z-rf^co8a  +  üf2;/^cos|5+iV2;Pyco8y) 
+  iV(jL2:i*6Cosa+Jf^Pico8/3+iV-SPxco8y), 

alao  nach  9): 

19).  •  •  .  LA'+iiiß +iV(;'  =  x** 

und  daher  naeh  17): 

20) 

"  (La+Jlf*+JV»)VX?+ar«+A* 
Wem  »an  den  Punkt  («^5)  nie  An&ng  einen  nenen«  dem 
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dtT  ßetuUirenäen  eines  äelieöigen  Syeiem  von  Kräfimu  \1ti 


primitiven  Coordinatensysteme  parallelen  Coordinatensysfems  ao- 
ninimt,  und  Hie  Coordinaten  des  in  der  Richtuugälinie  der  Resal- 
tirenden  liegenden  Punktes  {XYZ)  in  diesem  nenen  Systeme  durch 
X',  Y',  Z'  bezeichnet;  so  ist  nach  der  Lehre  toq  der  Verwand- 
lung der  Coordinaten: 

JC:=*+J:^   F«»+F%  2»54-Z'; 

also,  weil  nach  14): 

ist: 

21).  .  .  .  A'=  — A,    y  =-B,   Z'  =  — C. 

Daher  sind  —  A,  —  B,  —  C'die  Coordinaten  eines  In  der  lÜdi- 
tvDgslinie  der  Resultirenden  liegenden  Punktes  in  Besag  anf  ein 
dnrcb  den  Punkt  (Ji^S)  geiegtee«  dem  prlmiti?eo  Syifeae  paral- 
lelee  CoordlnateDsystem. 

Wenn  man  der  Kürze  wegen: 

S2)  Aft  s  LeoBUk-^  Mewßk'irNeoMfk 

setzt«  so  ist  nach  9)>  wie  man  sogleich  übersieht: 

a?)  • 

alao: 

«4).  i  r^+r^+s» 

+ ^Pq  Pz  {^o^'h  +  yoVi  +  *o%)     .  > 

-t  2Pofli  («0^8  +^0^8 +ao*t) 
n.  s.  w. 

+  2P^P^  (arjo^s  +^«3^3  +  2^)  Ä,«, 

U.  8.  W., 

u*  a.  w., 

wo 
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Uk  =  {Pq  cos  Oq  4-  A  cos  0|  +  cos  4-  /^s  cos  •••*)  cos  at 
+  (Po  cos  /3o  +  P,  cos ßi  +  P,COÄ +  Ps  CO«  A  +....)co« ßk 
-f  (Pocos    +  Pi  cos  yi  +  P%  cos    + cos    + cos  yt, 

also: 

25) 

Ä*=PoC08(PoP*)+Pi  eoa(PiP*)+P,cai(P,P*)+P8CGs(P8PA)+.. . 

istt  und  nicht  flber«eb«ii  werden  darf,  das«  in  disaerReilia  natarllcb 
audi  das  GKed  l\co8(P*l^  vorlcomait;  übrigeoa  Icann  man  aocb 
•cbrelben : 

26) 

Slk  =  Pk-^PoCIMiPoPk)  +  Pi  COS(Pi  Plfr)  +  IV-lC08(Pt_i  Pk) 

+ Pa+1  cos  (Ptfi  P*)  +  PH»  cos  (Pi+a  P*)  + 

oder: 

27) 

Ai  s=  Plb  -f  PoOwCPo'*»)  +  Pi  eoB(Pt  Pk)  + .... + A-a  cos  (Pli^i  A) 

+  Pfc+icos  (PkPk^i)  +  P*+acos(PiPn.Ä)  + 

was  aber  nicht  «su  einfach  wIq  die  erätere  Schreibweise  in  25)  ist. 
Ans  IQ)  erbftit  man  ferner  sebr  ieicbt: 

28)  A'»+B'«  +  C'» 

=  L'^  [  Pa W  +  ^1*^1*  +  ''aW  +  i's'^s*  + 

+ 2PoPiXoa;4  cos  (PoPi) + 2Po  /^.a-oar^  cos(PoP«)+... 

\Paa;|artCos(PiP^-|-....  ( 
n«  8.  w.  ) 

+  m  PoW  +  ^l'i^l*  +  +  ^8^8*  +.". 

+2Po^iyayi  cos(PoPi)+2PoPayaVt      (^oPa) + •  • 

+2PiPiyiy»cos  (P4PJ+.... 

n.  8.  «. 

+  ^«  IPo'z,»«  +  Px  ^     +  Pa^     +  P3*»8*  + .... 

+  2Po Pi  «.Ä  cos  (Po  Pj)  +  2 PoPj  rot»  cos  (PoP^)  + 

+  2PjPt2K2a  coa(PiP,)+ 

U.  8.  W. 


+2P. 


•••• 
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n.  8«  w. 

+  Z'o^iCyiÄ+^i)  cos  (Po''i)+ n  A(yo»a+ Wa)  cos 

o.  w. 

+/*oi'i(?a*i+«oH)cos(Po^i)+^o^2(V2+^o*«)cos(Po/'2)+ 

o.  «.  w. 

Wenn  die  Kräfte  sftnuntüob  ootef  einander  parallel  eiod,  so 
kann  man 

«^  =  tfl=aji  =  crj|  =  ....  =  a, 

ßo  =  ßi  =  §2="  ßa"^      =  ß* 

yo=n  =  ye=y«  =  *-  =  y 

«etien»  und  es  ist  also  in  diessin  Falle: 

A'=:eoBaeosai:P.£Pa:i-eM«tosßZP.£P^'k^eQntteo6Y£P^Pz, 
fi' =:  cos  ßeo8€i2P,  2Px-^eiMßcMß2P.  £P^-^  eoBßeoBf£P,£Pt, 
€'  sseosf  eosttJSP.  J?P«H-cosycos  ßSP,  St^-^ctMYCMf^P^SP^i 

folglich«  wie  man  sogleich  übersieht: 

daher  nach  18)  in  diesem  Falle  11=  0,  woraus  sich  crgiebt,  dass 
in  diesem  Falle  <ler  Punkt  (^"^S)  (^fi*  Tllchtunfjslinie  der  Re. 
snitirendeo  liegt,  und  zwar  ganz  unabhängig  von  besonderen 
Werthen  der  Winkel  er,  ß,  y. 

Nach  9)  ist  in  diesem  Falles 

3c'  =  (cos  ««  +  cos  ß*  +  cos  y*)  ZP.ZPx—  ZP.  ZPx , 

V'  =  (cosa«-f  cosj5«+cosy2)^p.^Py  =  ZP,£Py, 

S's=(cosa«  +  cosßa+co8y2)-£-P.JSft  ^  SP.ZPzi 
und  well  Don  ansserdem 

jr^a^ili/a^-^va  =  (cosoHcos/J»+cosy*)(^P)«  =  (SP)* 

ist»  so  ist  nach  11): 
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39)  S-^J 

woraus  sich  ergiebt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  der  Punkt 
(JtpS)  der  unter  dem  Namen  des  Mittelpunkts  oder  Cen- 
trums der  parallelen  Kriitte  bekannte  Punkt  ist. 

Diese  Betrachtungen  oocb  weiter  auszufübreo,  liegt  jetzt 
nicht  in  unserer  Absiebt 


XTIII. 

Ueber  einige  Poroieln  zur  annäherndeii  Berechnung 

der  körperlichen  Räume,  mit  besonderer  Bücksicht 
auf  die  Aiohung  der  Schiffe« 

dem  Herausgeber. 


In  dem  trefflichen  und  berühmten  Werke:  Trait^  du  Na- 
▼  ire.  Paris.  1746.  4^  Li  vre  II.  Section  I.  Chap.  VI.  p.  240. 
bat  Bouguer  bei  der  Berechnung  des  Kurperraums  des  Schiffs 
oder  der  Schiffs-Aiche  das  Schiff  als  ein  Ellipsoid  oder  vieiraehr 
überhaupt  als  einen  Körper  betrachtet,  bei  u  elchem  die  Flächea- 
räume  der  auf  einer  gewissen  Axe  senkrecht  atebeoden  Queer* 
schnitte,  wenn  x  im  Allgemeinen  die  Entfernong  eines  beliebigen 
Queerschnitts  von  einem  gewissen  Anfangspunkte  in  der  Axe  be- 
zeichnet, durch  einen  Ausdruck  Ton  der  allgemeinen  Form 
Aq^t  Aix*  dargestellt  werden.  Die  von  Bouguer  ohne  eigent- 
lichen Beweig  gegebene  Formel  wollen  wir  jetat  sonächst  in  der 
Kürze  entwickeln. 

Die  beiden  den  zu  berechnenden  Korper,  dessen  Inhalt  F 
sein  mag>  begrSnzenden  Queerschnitte  seien  und  Fj,  und  ihre 
Entfernungen  von  dem  Anfangspuokte  seien  fQ  und  fi ,  indem  wir  zu- 
gleich /o  kleiner  als  fi  annehmen.  Weil  nun  der  Flächeninhalteines 
Queerschnitts  nach  der  Voraussetzung  fibeibanpt  A^-^Ai^^  isl>  seist 

1)  ^=/*^* 


4 


üigiiized  by  Google 


ä*  MrptrL  ßOume,  mit  Aetami.  äüeM$,  mtfdie  Aickung  der  ScUffe.  177 


abo»  wie  man -sogleich  übersieht: 

2)  F  «  ^o(fi-/o)+M  tfi  Wo*). 

wo  «i  nan  auf  die  Kenntoiss  der  CoefBcienten  and  Ai  arf- 
komnity  welche  man  eich  in  der  Praxis  nur  dnrch  die  Measong 
aweier  Qaeereehnitte«  etwa  der  beiden  den  au  nesaenden  KSrper 
begrftnsendea  Qoeeraehnitte  nod  F^,  veradiaffen  kann.  Da 
wir  nämiieli  nacb  der  Voianeaetaneg  die  beiden  Gleichungen: 

^o+^i/o*  =  Fo,  A^-^AJ^  =  F^ 

haben,  ao  erhalten  wir  leicht: 

.  _Foft^^F,fo^         _  fi^Fp 

and  folgiieh  nacb  2): 

3)  . . .  F=^^^|^^^V,-/y+».|i^(fiw««). 

oder,  wenn  man  mit  fi — fo  d'mdirt: 

*>—  "  -  3(A,+A) 

und  iolgUch  nach  leichter  Rechnung: 

 3(Ä+A) 

eder: 

welches  die  von  Bouguer  a.  a.  O.  p.  !247.  gegebene  Formel  ia^ 
wenn  man  für   die   hier  gebrauchten  Zeichen   F,,,  Fi;  /j 
respecti?e  die  voo  Bouguer  gebrauchten  Symbole  A^  B\  e$  f 
setat 

Bengner  sagt  p.  248.  ven  seiner  Formel:  »»Je  tronyal  dann 
la  Gabare  la  Mariane«  qoe  l'etenduA  A  de  la  coupe  anp^rienre 
etoit  de  265  piede  22  pouces  qnarrds«  quo  celle  de  la  conpe  In* 
fdrienre  B  dtoit  de  229  pieds  95  pooeea  qnarres,  et  quo  les  qaan^ 
tit^s  e  et  ^ötoient  de  1  pied  6  pouced  et  de  3  pieds  4  poucee. 
En  appliqnant  la  formule  a  ces  quantitds,  il  nie  vint  457  pieda 
1196  pouces  cubiqoea;  ee  qui  ne  diff^re  presque  paa  de  la  mye 
aolidit^  457  pieda  1725  pouces  cuhiques  que  j'obtiDs,  en  parta- 
geaat  en  60  priamea  la  partie  de  la  carene  qui  laiseit  la  diff6* 
reoce  des  deux  enfoncemena."  was  allerdinga  eine  aehr  greaac^ 
von  der  Formel  gew&hrte  Genanigkeit  ist. 
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Für  ^0  =  0  werden  die  Farmelo  5)  oder  0): 

7)  F=i(2Fo  +  Fi)/i, 

welche  sehr  einfach  ist 

Daee  da«  Elllpsotd  In  die  Klaeee  der  vorher  betrachteten 
Kürper  gehOrt,  Ist  leicht  au  zeigen.  Die  Glelchnog  des  allge- 
flieinen  dreiaxigen  KIlipsoids  ist  nUmlieh: 


Qod  nehneii  wir  nan  die  Qoeerscbnitte  aenkrecht  auf  der  Axe 
der  t,  ihre  Entfernungen  auf  dieser  Aze  vom  Blittelpunkte  des 
Eilipsoida  an,  so  Ist,  weil 

also: 

ist,  dies  die  Gleichung  eines  Queerscbnttts,  dessen  Entfernung 
vom  Mittelpunkte  des  KIlipsoids  2  lat  Dieser  Queerschnitt  ist 
folglich  eine  Ellipse  mit  den  Ualbaxeo 


und  «ein  Inhalt  Ist  alao: 

ab(c^ — a*)  -       abn  _ 
 ^  n  s  HO»— -jf-s", 

worans  das  Behauptete  folgt»  well  man  Ja  Im  Obigen 

ilO  —  00ft$    ili  — .  — 

und  1  für  ar  setseo  kann. 


S.  2. 

Die  Formel  von  Booguer  bat  naeh  meiner  Helnnng  den 
Fehler,  dasa  man  die  Ab^ltode  fo,  fi  der  Qaeerscbnitte  Fq,  Fg 
▼om  Anfangspnnkte»  and  alao  diesen  Anfongspnnkt  aelbat  kennen 
oder  naeb  wlllktfrllchen  Vorauasetningen  annehmen  mnaa»  wenn 
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man  die  Abstände  /o,  fi  messen  irÜl.    Den  Anfangspaokt  wird 

raaii  aber  in  der  Praxis  eigentlich  niemals  kennen,  und  wird  da- 
her immer  zu  sfewi.««  oft  sehr  willkührlichen  V^oraassetzunp^n 
seine  Zuflucht  tiehnien  müssen»  wobei  man  nicbt  zu  Übersehen 
bat,  dass  die  Formel 

diese  dem  Obigen  zu  Grunde  Hegende  Form  keinesn  eg.s  behält, 
wenn  man  den  Anfangspunkt  tndert,  weil  ja,  wenn  man  für  x 
etwa  überhaupt  o-fd?  setzt, 

F  =  4»  -i-  Ai{ß        ^Ao^  Aia^  -I-  2iliflur  -I-  A^a^ 
wird,  also  die  Forai 

Fz:zA'^A'iB-k-Ä'a^ 
annimmt,  wo  nun  das  zweite  Glied  noch  hiiizugetreten  ist. 

Diesem  Uebetstande  kann  man  nur  dadurch  abhelfen,  dass 
man  ausser  den  in  den  Entfernungen  f^,  gemessenen  Queer- 
sefaniCten  F^,  F|  noch  einen  dritten  Queersehnitt  t\  in  der  Ent- 
fernung misst,  well  man  dann  die  Entfernungen  /J,,  f^t  nicht 
selbst,  sondern  nur  deren  Differenzen  zu  kennen,  oder  nnr  die 
Abstände  der  drei  Queerschnitte  Ton  und  unter  einander  zu  mes> 
sen  braucht,  was  naturlich  immer  mit  der  grussten  Genauigkeit 
geschehen  kann  und  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 
Wenn  auch  (Kidurch  Messung  und  Rechnung  weitläufiger  werden, 
80  wird  doch  auf  diesem  Wege  «gewiss  eine  grossere  Genauigkeit 
erreicht,  und  ich  will  daher  mit  Rücksicht  hierauf  jetzt  eine  For- 
mel für  den  Inhalt  V  des  zu  berechnenden  Körpers  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  Iiaben  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  Gleichungen: 

Pi  —  ^o"l*<^iA** 

F.  =  Jo  +  ^i/»* 
und  setzen  der  Kürze  wegen« 

Ifo-f\ 
A— /o  =  u; 

lit)  >  ^«  4  ab  liekannte  GtOssen  zn  betrachten  ^d,  und  die 
Gleicbmig: 
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3)  »o  +  «i+i»  =  0 

Statt  finaet 

Wir  bemerken  zuerst,  dasä  eich  die  Gleicbuiig  5)  oder  6)  ia 
§.  1.  auch  auf  folgende  Art  auadrücken  läast: 

aiao  offenbar  auf  folgende  Alts 

Aas  ^en  Glelcbungeii  1)  erhält  man  durch  Elimination  von 
Aq^  Ai,  wenn  man  nämlich  diese  drei  Gleichungeo  nach  der 
Reihe  mit 

A»-A«.  /'••-/'«•.  h*-fx* 

multipUcirty  und  dann  zu  einander  addirt: 
also: 

und  folgUeb  nach  2): 

ö). .  .Fp^^(/l+/i)^-f\i4(^+^)+^,i.(^+^)=o, 

oder: 

6)....  (F^H  i-FtWo  +  (^.Hi  +  nio)/i  +(^oV>  +  Fifi)A  =  0, 
oder: 

(FA+F,<l+F,t^(^+/i  +/;)  -  (Foto^+FlH^  +F,i^,)  =  0. 

Aus  der  Gleichung  6)  und  den  Gleichungen  2)  erhält  man 
die  Gleichungen: 

(Fl^l+Fa^a)^  +  (Fa4+Fo«(/i-0+(Fo^o+F,t,)(^+«  =  a 
(Fi<i+F.«(/i+4)+(F.4+FA)/i+(Fo<^+F4H)(^,-« 

ans  denen  eich  leicht: 
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2(F<Ä+Fii  +  F,yA  =  -(Fih  +F,«4+(F<A  +  Fi4)<B, 

^{F^io  +  F,t,  +  F»ta)/i  =  — (Fa4  +  Fo<ö)ii,  +  (F,ti  +  F«£b)i,  ; 

also,  w  enn  tuan  wegeo  der  GieichnngS)  in  dieMO  drei  Gieicbungen 
nach  der  Reihe 

^,5s— <i-^,   11=:— 4— io»   H  =  '-in—ix 

setzt : 

2(FA+Fi^  +F,«/i«(Fo-F,)4*+  (F,-F||)4». 

2  (Fe^io  +       +  Fa^)  /i  =  (F^  -      i^^»  +  (F«  -  F^)  io«, 
2(Fo^  +  F.4  +  F.«  A  =  (F.-Fo)<,*+ (Fl  -F,)*i«; 
folglich: 

(Fo-F,)i-,«  +  (Fa--n)V 


9^  •  •  •  • 


/*o-     2(Fo<B  +  Fiij  +  F,iy 

.  (fi-j;)tf4-(F«,->Ft)<>« 
3(Foi;>+F,i,+F,/^  • 

/•  -        + (Fi-F,)i\«. 

2(FoV»>F4H  +  F,i^  ' 


mid  bimiuis 


/o+/i-    2(Faio+Fiii+F,i,)  • 
9).  .  .   S  /!+/•-.    a(Fo<,»+F.^  +  F.4)  • 


/a  +  /o-  2(Foitt+FiH+F,« 


6rgiebt 

Nach  2)  und  9)  ist: 


in\         A—Zo  —     9,.   _    Foi^  +  F|tt-|-Faia 


Ferner  ist  nacli  8)  und  0): 
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vtnd  folglicby  wie  man  leidit  fiodet: 

12)  n(^+2/i)-^F,(^+2^) 

^  (Fq-  F,  )  i  FaiW  Hi*- >V)  +  ^.(ioM^«-%i*}-FA»l 

2(Fo^-|.Fijg<fF,%) 

oder: 

13)  Fo(/o+2/,)  +  F,(/if2^) 

_  (Fp-Ft)  |(2Fo-f  F,)toH(Fo -|-2F,)t,»-(Fo-|.F,4.F|)y> 

2(Fo<,  +  Fi*i+FA) 

Nach  4),  10),  13)  ist  also: 

14) 

-        H  (2Fo-|-F,)^H(iQ-H2/^i)«,«-(Fo-r-F,4-F^^« 
Nun  let  aber  oaeh  3): 

and 

(2Fo + Fi)ia« + (Fo + 2FJ I,«-  (F«  +  f\ + F^  4» 

=  (2Fo  +  FOio* + (Fo  +  2F,)  i\  ^  _  (/;  +  /.^  +  F.)  (lo + h)* 
=  (Fo-F,)i;>l-2(Fo+Fi  +  F,)ioH+(Fi-F^<i», 

alaes 

15) 

„      io±h  (Fg^r^^- 2(Fo+Fx-f F^4t,-|-(F,^F,)H« 
3    •  2^S  • 

oder: 

1«) 

F«-.g  + 1)  {(Fo-F,)<a»-2(Fo+F|+F^<^i4(F,-F^H*l. 
oder  aach: 

17)  . 

F=  &+i|){^^^±^*-ä  ß(^o-A)+|(F.-F^]  }  . 

Wir  wollen  jetst  den  Queeracbnitt  F«  zwisehen  dea  beidea 
Qaeerachalttea  F«  und  Fi  annebmeii;  ao  tat»  weil  oaeb  der  Vor^ 
aoeaetanng 
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r.  »  - 


fo<ft 

isty  anch 

und  bezeichoen  wir  mm  die  positiv  oder  absolut  genommenen 
AbstSnfte  des  mrttleren  Queerschnitt^  von  den  beiden  äusseren 
Fq  und  t\  respective  durch  Jq  und  Jg,  so  i&t  offenbar  in  völliger 
Allgemeinheit: 

ft-'fo  =  ^0»  A— A  =  A  5 

ahio  nach  2): 

SS  ^j,     {|  =  Jq 

und  foigltch  nach  17): 

18) 

eine  Formel,  welche  ganz  ungeändert  bleibt,  wenn  man  Fq^  Fj, 
und  demzufolge  auch  Jq,  Ji  mit  einander  verwechselt,  so  das« 
es  also  bei  dieser  Formel  nicht  mehr  notlnvendig  ist  anzunehmen, 
dass  von  den  beiden  Queerschnitteii  F^,  der  crstere  der  klei- 
neren Entleriiung  vom  Anfangspunkte  entspreche,  weshalb  sich 
also  die  obige  Formel  unter  den  vorher  gemacbteo  Voraussetzungen 
ganz  allgemein  anwenden  lässt. 

Ffir  Jq  =  wenn  nämlich  der  mittlere  Qaeercchnitt  genau 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  äusseren  angenommen  wird» 
geht  die  Formel  18),  wenn  man  zugleich  die  Entfernung  der 
beiden  äusseren  Queersclinittc  von  einander  durch  J  bezeichnet^ 
also  Joi-^i  =  J  setzt,  io  die  allgemein  bekannte  Formel: 

19)   Fs:i^(i'o  +  4F,+  F|) 

tQber. 

Diese  Formel  ist  allerdings  viel  einfacher  als  die  von  mir 
entwickelte  allgemeinere  Formel  18),  von  der  die  erstere  ein  be- 
sonderer Fall  ist.    Da  es  aber  In  der  Praxis  nicht  immer  mOglich 

und  bequem  sein  wird,  gerade  den  mittleren  Queerschnitt  zu 
messen,  so  hatte  ich  die  allgemeinere  Formel  für  praktisch  uich 
tig,  bemerke  aber,  dass  man  sich  immer  dem  mittleren  Queer- 
schnitt  möglichst  zu  nähern  suchen  muss,  weil  dies  hei  bloss  an- 
nähernd richtigen  Bestimmungen  jedenfalls  der  Genauigkeit  des 
Resultats  förderlich  sein  wird. 
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{.  3. 

Wir  fvoOen  jetst  überhaupt 

F»  TS  ilo+.4|ar+^ja;»+^,«»+  ....  -|-^«a:" 

setsen,  «ro  alao  Ps  eine  beliebige  ganze  rationale  algebraisehe 

Fonction  des  fiten  Grades  Ton  x  bezeichnet,  der  man  verschie- 
dene Bedeutungen,  wie  Sehne  einer  Curve,  Fläche  des  Qaew* 
eebnitts  eines  Körpers  u. s.  w.  beilegen  kann,  und  wollen  ans 
nnii  im  AllgemeineD  mit  der  Ermitteluog  des  bestimmten  Integnüs 


besehSftigen,  we  also  V  den  Inbalt  einer  Figor,  den  Inhalt  eines 
Körpers  o.  s.  w.  beseiehnen  Imnn. 

IVlan  erhSit  natörlirh  mittelst  der  einfachsten  Regeln  der  In- 
tegralrechnung  sogleich  das  allgemeine  Integral: 

1 

und  hieraus: 

1«  Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

II.  Wenn  ti  eine  ungerade  Zahl  ist: 

Allerdings  Ist  anf  diese  Weise  V  geAinden»  insofern  die 
Coeffidenten 

*         4i»       4«>  I 

bekannt  sind,  was  aber  in  Fällen  der  Praxis  sich  fast  nie  wird 
voraussetzen  lassen,  so  dass  es  also  in  solchen  Fällen  jederzeit 
darauf  ßnkomraen  wird,  diese  Coeffleienten  aus  gemessenen  Wer- 
then  von  l\  zu  ermitteln,  und  durch  diese  Wertbe  von  Fj  das 
gesuchte  Inte:j;ral  auszudrücken,  welches  bei  diesem  (Jcgenstande 
jederzeit  die  Hauptaufgabe  ist,  die  wir  nun  in  einigen  Fällen  ,  so 
weit  es  für  die  Bedürfnisse  der  praktischen  Anwendung  höchstens 
erforderlich  sein  dürfte«  zu  erledigen  suchen  wollen. 
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a,  kärperi.  Jtßume,  mit  öesona,Hecit8,mtf4ie  Aiehung  d«r  schiffe. 
Für  II  =;  0  und  »  a=  1  isf  nach  I.  und  IL; 

and  folglich,  weil 

=  4> 

ist: 

Für  »  =5  2  uod  n  s  3  ist  nach  1.  aod  11.: 
oder: 

F  =  2i(/<o  +  i-4»i«). 

Ffir  fts2  ist  aber: 

und  üBr  «i5s[3  iat:  « 

also  für  »  =  2  ond  n  =  3: 

F-.|+F+£  =  2(.4o+A^'^); 

folglich : 

^*  —      ^     2  * 
und  daher  nach  dem  Ohigen»  wie  man  leicht  findet: 

r=:J(F-,+4Fo+F+,), 

oder: 

F  =  |(F-.  +  4Fo+F+#). 
Fflr  »  =  4  and  n  =  5  ist  nach  1.  uod  11.: 

Für  n—  4  ist  aber: 

ThcU  :]LLYXI.  18 
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Fo^  Aq, 
und  fSr  n  K  6  ist: 

F+4f  s  4>-|-i4<  +  i^<*+l4ii»  +  Ailti» + A4»iS 

I 

also  fOr  n  s  4  und  n  =  5: 

Fq  ä  4o> 


also: 


oder: 


Man  bestimme  nun  x  90,  dass 

ist«  so  erhält  man: 
und  folglieh: 

Aus  den  obigen  Gleichungen  erhält  man: 

F-<-2Fo-f  F+.  F-.,-2Fo^F+4, 

+  2  ^ 
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also: 

folglich: 

woraus  also  V  leidit  gefondeo  wcidon  kaini.  Blao  erhSlt  niiiilich 
ohno  allo  Schwierigkeit: 

F  =  ^  (7F-<+a3F_|f+liFo+3aF+|i47F^. ) 

oder : 

F  =  ^  (7F-.  i  4.32F-  J.+ 12Fo+32F+|f +7F+  0- 
Ffir  II  =:  6  and  n  s  7  iet  nach  I.  and  IL : 

F&  n  =  6  ist  aber: 

F-i  =  ilo-'4,i+il»i^-  ^siH^4«*-^6i*+^««"» 

V 

Für  «SS 7  sind  den  drei  ersten  und  den  drei  ietsten  Formelo 
am  Ende  oocb  die  Glieder: 

beisaf&gen.  Also  ist  ffir  n  ^  6  and  n  =  7: 

Fo  =  Jq, 

F-,+  F+i  =  2(^o+46***+^4»H4i»«). 
F-|i+F+ii  =  2(iio+*^f«+H44<*+/Ai^4<»). 

folglich  : 

13* 
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oder :  • 

Nao  beatimme  man  sb,  ff  so,  daso 

ist.  Durch  Snbtractioii  erhält  man  leicht: 

■    Sf^+Ify  =  % 

also: 

+      =  81, 
la&r-l-lQy  »  729. 
Durch  Auflusuog  dieser  Gieichungeu  erhält  man: 

und  folglich: 

Ans  den  obigen  Gleichungen  erhSlt  man: 
 2  *i  y 

also: 

 2  ^+  rt  •  g:  +*r»  § 

uod  folglich: 
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woraus  mao  leichl  erhilt: 
oder: 

■  ■  • 

Für  R  as  8  hqiI  n  =  9  tat  nach  L  aod  II. : 
Ffir  »  =s  8  iat  aber: 

+(t)»'Jr<'+ß)M.t». 

F+*=:4i+A<+^a<*+^i''+-^4«H^6tH^6t'H^ri^+^8Ä 

Für  n  =  9  sind  den  vier  ersten  und  den  vier  letzten  Formeln 
am  Ende  noch  die  Glieder: 
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+(f)»4i<»,  +a)»ii»<», 

beizufügen.   Abo  ist  f ür  n  =  8  und  »  =  9 

fp  ^  ^» 

^'-rfl+^+K  «  2(ilo+(!)»i<.i*-f-(l)*^4i*+(l)«^«i'Hö)«^«/«). 

Qod  fdglicliy  wenn  man  ide  fraher  imnier  aucb  jetst  Fq  für  4 
setzt: 

2 

fl,t,~2Fo+F4.|i 
2 

2 

=  3.  (I)« .  i^i^ +5.  (|)».M4i»+7.  (f  )».M6»« + 9 .     . \A^\ 

2 

NiiD  bestimme  man  or,      t  so,  dasä: 

3+3.(f)«ar+3.(i)«y+3.(i)2x 

ist   Zuerst  ^häit  mau  sogi|[icb: 

+|3,(})»-6.»)*»3f 

+  I3.a)»-5.(l)4)z, 

2=  {5.(|)*~7.a)6}a: 
+  lö.(|)*-7.(i)«|y 

+  t5.(»*-7,(|)«U, 


0 
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2=  {7.(j)«~9.a)«}a? 
+  t7.(|)<>~-9.(?)«Lv 

4-{7.a)«-9.a)«}z; 

oder,  wenn  man  die  erste,  zweite,  dritte  Gleichung  refepective 
mit  4*t  4^  4?  multiplicirt: 

2^  =  (3.3^4»— 5.3^)  ar 
4-(3.2».4»-5,2^)y 
-f  (3.1».4a~5.1*)i, 

2.46=  (5.3^4^— 7^3«lx 
+  (5^4?-7.26)3^ 
-f  (5.1^.4*— 7. 

2.i»=  a,3».4^9.3^)jr 
+  (7.26.4«— 9.20).v 
-K7.1<.4«^9.18)z; 

also  nach  gehuriger  numerischer  Entwickelung : 

21i:+  112y+  43i=  512, 
\?rSx^  832y+  73z  =  8192, 
22S99X  +  4864^  -f  103z  ==  131072. 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten,  die  zweite 
Gleichung  von  der  dritten  ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

27är  4-  H2y  +  43z=z  512 
1350x+  720y+30z=  7680 
21222ar  +  4032y  +  3gz  =  122880 

also: 

27ji  +  ll2^43z=  til2 
45a:  +  24^+    z=  25fi 
3537a: +  672^^+  6z  :=  20480. 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

1935a;  +  1032^^  +  43z  =  11008 
27ar4-  l%4^43z=  5il2 

und: 

3537a;  +  6722^  +  52  =  20480 
225aj  +  120y  +  5z  =  1280 

aUo: 
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oder: 

also: 

folglich 
daher : 


IQOar  +  9%  =3  10496 

3312^  +  552y  =  19200 

477^  +  230^  =  2624 

im»^my  =s  8000 

477;v+23%=:2624 

mx  =  5376 
Ö376  256 


903  ~  4a* 
Weil  nun  feroer  oach  dam  Ohlgen: 

800  — 13&r 


ist,  80  ist»  wie  man  leidit  findet: 


928 


Endlicli  ist  oacb  dem  Obigen: 

%  =s  256—45^  ~  24^ 
und  folglich»  wie  raan  leicht  findet: 

_  10496 

Daher  bal»en  wir  jetst  die  folgenden  Werthe: 

_256       _    9^  10496 

und  es  ist  nun,  wie  man  leicht  findet: 


3+3 .  a)««+3 .  +3. 

s=5+5.(|)*:r  +  5.(|)4,/  +  5.(i)^z 
=  7+7.ar;i;+7.(|)«^+7.a)6x 
=  9+Ö.(|)»a?+9.(|)»-jr+9.(i)«» 

Gans  auf  äbaiicfae  Art  wie  früher  erhalten  wir  jetzt : 


14175 

W 
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2 

+  43^  ^  

^  10496  F,ii-aFo-i-J^Vtf 
+  W  2  


und  folglich: 


m  '^^ 

+  2  ~ 

43*  2 

928  r„j,--2£ViiVli 
 2 

,  10496  F-|,-2Fo+F4.|> 
989  •  2 

Iii?*! 

_  14175  F 
989  '2i' 

woraus  mao  leicht  erhält: 

+10496F+|i— 92bF+|a+5888F|.|i+989F+i  ) 

oder: 

F=  j^j^  I  989F-t+5888F-.5,-.928F_n-|-iU4y6F-4<-4540Fo 

Die  im  Vorbergefaendeo  eDtwickelteo  Formeln «  welehe  nach 
der  Reihe  fülr 
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n 

0 

uod 

n 

1, 

n 

2 

*t 

n 

3, 

n 

4 

H 

n 

6 

n 

n 

7, 

n 

8 

M 

n 

9 

galten,  tfinil  fflr  die  BedQrfnlwe  der  Praxis  aoBweifelbaft  weit 
mehr  als  genflfsend,  und  es  wflrde  daher  in  Being  auf  den 
nSehaten  Zweck  dieser  Abbandlang  ganz  uootttz  sein»  die  obigen 
Rechanngen  noeh  welter  fertsnfllhren.  Ueberbaupt  wird  man  nicht 
fibersehen,  dass  dieser  Aufsata  vorzugsweise  nnr  einen  praic ti- 
schen Zneck  hat  und  ffir  Praktiker  bestimmt  ist;  Weitere 
s*  m.  z.  B.  Tbl.  XIV.  Nr.  XX.-Thl.  XX.  Nr.  XXlIl. 

* 


Die  Pothenot^sche  Autjgabe  auf  der  Kogel. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Schon  Im  Archiv  Tbl.  TU.  S.  104.  habe  ich,  jedoch  nnr  gaas 
in  ^der  Kürze,  eine  Lösung  des  Potbenot'scben  Problems  auf, 
der  Kugel  gegeben,  welche  ich  jetzt  io  diesem  Aafsatae  weiter 
ausführen  will,  weil  ich  in  einer  mir  vor  Korzeni  zugegangenen 
Schrift  »»eine  vollständige  Lösung  des  sogenannten  Potbenot*- 
sehen  Problems  aof  der  Kngeiflftobe''  bei  einer  gewissen  Gelegen» 
bcit  oder  för  einen  gewisseo  Zweck  als  Aufgabe  gestellt  fand; 
vielleicht  wird  die  von  mir  im  Folgenden  entwickelte  Lösung 
geeignet  sein,  das  genannte  Problem  in  gewisser  Weise  aum 
Abscbluss  au  briogen. 

Da  die  folgende  AnfiOsong  gana  durch  die  von  der  sphiri- 
schen  Trigonometrie  dargebotenen  Hilfsmittel  ansgeflihrt  werden 
wird  und  ansgeffibrt  werden  soll»  so  wird,  was  ich  hier  ein  für 
alle  Bial  bemerice»  angenommen,  dass  ia  allen  svr  Betrachtung 
kommenden  sphirischen  Dreiecken  keine  Seite  und  kein  Winkel 
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180^  dbersteige,  oder  vielmehr  alle  Seiten  uod  alle  Wiokel  klei- 
ner als  180°  seien. 

Das  auf  der  KagelflSche  gegebene  sphStische  Dreieck  wellen 
wir  dnrch  ABC  bezeichnen;  seine  Seiten  und  die  denselben 
gegenlEberiiegenden  Kinkel  werden  wie  gewöhnlich  dorcb  «,  b,  e 
und  A,  B,  C  beselchnet,  und  diese  Grossen  sind  sämmtlieb  als 
gegeben  zn  l>etrachteo.  Der  seiner  Lage  naeb  zu  bestimnende 
Punkt  auf  der  Kugelfläche  sei  D.  Alle  rfieksichtlich  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Punkte  Ay  B,  C,  D  muglicben  Fälle  siod  in 
den  Figuren  I.,  IL»  III.  auf  Taf.  V.  dait^estellt  Sehr  leicht  Tällt  aber 
in  die  Augen,  dass  man  als  wesentlich  verschietione  Fälle  bloss  die 
in  den  Figuren  1/,  Ii.*  auf  Taf.  V.  dargestellten  Fälle  zu  betrachteo 
braucht,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll.  Die  beiden  in  dem  Punkte 
gemessenen  sphärischen  Winkel  BDC,  ADC  bezeichnen  wir 
respective  durch  «,  ß\  die  Bedeutuni;  der  übrigen  im  Folgenden 
vorkommenden  Bezeichrninpfcn  ist  aus  den  Figuren  I.*,  II.*  von 
selbst  ersichtUcb,  und  bedarf  einer  weiteren  firläuterung  hier 
oicht. 

In  allen  Fillen  ist:  ' 

^(  sinarsinqp  =  sina:8in:r, 
 \  sini3:siny  =  sio6:«iny; 

femer  ist  in  allen  Fillen: 

2)  \mSBB^'^*T'^''^; 

und  da  nun 

^LM^Br^uJ^^  oder  ^iS:5=s:360i»-(«m 
also  allgemein 

eesJCTscos(«-|-|l) 
ist>  so  ist  nach  2)  allgeweiu: 
^  ^       cosc  —  cosd;cosv 

^  •        =  — iiisia,  • 

Beziehen  sich  aber  im  Folgenden  überall  die  oberen  Zeichen 
anf  die  in  I.*  dargestellten  Fälle»  die  unteren  Zeichen  auf  den 
in  U*.  dargestellten  Fall»  so  ist: 

also; 
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*)•  ••  «♦+♦)=  {iäo_.t 

UDd  folglich: 

•  *  *  *  •  *  \  cosi(9+i|/)  =  ±co«iC. 
Setsen  wir  nitn  der  Kfirse  wegen: 

ein«  ein/? 

®>  *=asr^'  '**BS6* 


so  iftt  nach  l): 

7)  ein^  =  IsiDdr,  ein^  =  fts^ny; 

folglich : 

=:  2  ein  i  (9 cos  i  (9»  — 

=  2cosi(9)+'^)siiii(9P-- 1^); 

und  daher  »ach  5): 

Iwxkx  -f  f»einy  =  2siiiiCcosi(9)— 

% 

ksinx^üLBiny  =  ±  2co8iCßini(9)  — 
woraiie  ferner  durch  Addition  und  Snbfraction: 


8) 


erhalten  wird. 


Stn«  =  ^  » 

siu^  =  ■    -  ■  ■  - 

^  I* 


Daher  hat  man  jetzt  nach  S)  und  ;T)  zur  Bestimmung  voo 
^9  ^9  4(9 — ^)       <^rei  folgenden  Gleichungen : 

SID  jT  5=  9 

einiiCi^(<P-i<r)l 

SiDjfS  , 

.         cosc  —  cos  o:  cos  V 
cos  (a+i3j=   ;  ;  

SU  denen,  nm  9,  ^  selbst  zu  bestimmen,  noch  die  Gleichung  4) 
kommt 
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Um  die  Gleichangen  9)  aafzulusen,  ergiebt  sieh  zuvorderst 
EDS  der  dritten  dieser  Gleichungen: 

ctMXCOBy  =  cosc^cos(a-f /?)8ma;8in^, 

und  folglich»  wenn  man  diese  Gleichung  qnadrirt: 

cos  ar*co8y*  =  1  —  sind;*— sin^*f  sind!*  sin  jr* 

s=  ces€^— 2cosücos  (a-f- /Sjain^rsin^-f  cos  («H-  /3)*6ind:*sin^, 

folglich: 

sinc*.s=  sin^^-f^iBjf* — 2eosccoB(a  -|-^)^iD^8in^ 

— sin  (« -f  f^t&na^tAni^, 

Führt  man  io  diese  Gleichnng  die  Werths  von  sind?  und 
siny  ans  9)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichnng: 

.    .      8iniiCi:(y-'^p)P  .  sin  Ii  CT  (y 
sine's:  +  ~ä  — 

2coB  CC08  (c4-  /3)  sin  1 1 C  db  (y— t/;) }  sin  |  { CT  (<P — I 
sin  («-i-/?)'a»o    Cj;  (y  - T^sin  j  \  C^jtp- \^ 

also: 

ehi  e*  =        +       { sin  iC»  cos  i  (y — cos  i    sin  i  (y— | 

—  ?!2i£^i51±l)  jain  t  c»cos  i(y-  i//)«-co8iC«sin4(y-i;;)«  | 

"^^^^^Uin4C*cosi(9-i^.)*-cos4C*sini(y-^)«|« 
und  folglich  nach  leichter  Eotwickelung: 

.  M  .  1  ,  2cos<jcos(«+/J)  \       ..1,  .  w  .X« 
+  \     +  ^  +  ijp-—  jcosiC*sini(y— ^)» 
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 8iniC»cwi4(^— 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

BiDiC*coai(9*^)« 

und  setBt: 

C08i(9-1»')»=  i+tang/(9-t/;)«* 

-•1/  .xa—  tan^K^)— 1^)«  . 
•ioi(9-t/^)'»  =  r+taDgi(9-i^/)»' 

so  erhSU  man  die  Gleielivng: 

«in  €*coMc^|  1  -f  tang4(9  -  ^)*| 

_  Jl      2co8ccos(o;-f  j?) 

+  {  r«  +  ^> -H  ^^'^^;^<-^'^  }  cot4 C^tangi(y^^p 


aio(a4ft»  cos iC^cot|C*taBg  j  (y  —  t|;)^ 
AV*     '  l  +  tangi(<3P  — 1/;)« 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 

l+tongl(9-.^)* 

multiplicirt: 

siuG^coseeiC^U-l-tangiCg)— ^)«}* 
(11    2cas  cca8(a+^  \ 


I 
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-  ^)cotiCtaiig*(9>  -  ♦Ml +tangi(9-1>')*l 

-  ^^^^^     i  ^  *  - 

+  pj^r^  co»iC»4aog  i  (9 — tp)« 

Bringt  man  diese  Gleicbqng  auf  Noll,  ordnet  sie  oaeli  den 
Potenaen  von 

taDgi(g)-~i/;), 
nnd  aetat  der  Kärse  wogen: 

10) 

Ass  ahic^coseciC 

-b+i?  Aji  Si^-«««i^^J> 

C  =    28inc«cosec4C»  «^^^  i^"" 

(1     1     2co8Ccos(«+|3)  \ 

SO  erhält  raao  zur  Bestimmung  von  tang^Cy— die  folgende 
Gleichang  des  vierten  Grades: 

U) 

A  +  Btangi(9~\|>)  +  Ctang|(fl»— i|;)*  +  Btängi(v-'^)*  >_q 

+  Dtangi(9-t)*5 
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Weil  es  aber  verstattet  ist,  die  Gteicbuog  mit  siniC  so  molti- 
pßciien,  so  kann  man  In  dieser  Gleicbong  etiras  kfirser  offenbar 
auch  setzen: 

13) 

As  sin«!* 

n.l     acosgCDs(tt-f/?)  ^nfeii)! 

-  (  P + i?  Iii  ] 

Dss  sine« 

Leicht  findet  man: 

A+D 

=  2sinc«-.{  .l^j^^^geesecosC^-^fll^^^^ 
-{^  +  ^,+  '"^7;^"t^^}cosiC» 

=  C  +^^j±^(siniC*+2slniC*cesiC»+cos4C^^ 

=  C  +  ^|^*(8in  iC«+  cos  iC»)« 

iV  ' 

so  dass  man  also  zm  Bestimmung  von  G  aus  A  und  D  die  be* 

merkenswertbe  Formel: 

13)  -.0=4+0-^"-^+^* 

bat. 
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Auch  findet  man  leicht: 

A-D 

=       +   W~  r**'*^+  — ' 

oDd  bat  daher  aar  Berechnaag  voa  A,  D  aaa  C  aach  die  folgj^o- 
daa  PoimaJa; 

U) 

A+D«C+-^^^, 

(  1      J     sin(a^-^)^ )    ^  .  acGaccea(aH>g) 



Wegen  der  Relation  13)  kana  niaa  aaa  die  aaixaloseode 
Gleichung.  11)  aaeh  aaf  folgende  Art  aaedrOekea: 

A+BtaBg4.(9-^)+(A+D}taBgi(9-.i|;)*+BtaBgi(9»— 1^»)» 

+Otangi(<p— 1/;)* 

=  teBgi(9--^)», 

also  aut  iolgeude  Art: 

AU+taBgK^-^)«i+Btaag|(^^)(l+taBg|(g»-ijr)»J 

+  ü  tang  i  (9>  -      i  1  +  taog  i  (9 — t/;)^ } 

daher  aaf  foigeade  Art: 

16) 

oder  aaf  foigeade  Art: 

16) 

 A_  .  ?   .   »> 

9in|(9— -i^)*    sin ^9 — '^)cosi(9— tp)    cosKy— "^J* 

Theii  XLVil.  14 
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a&w  auf  folgende  Art: 

17) 

also  anf  folgende  Art: 

A  2  +   2  2 

sin(o+/S)*  I--COS  (y— »)* 

wotaoe  man  leleht  die  Gleichnng: 

2AV«(A-KP) 
ainCa+i?)» 

erhilt. 

•    Gleicbungen  von  der  allgemeinen  Form: 

unter  welcher  die  Gleichung  18)  euthalteu  ist,  kauu  man  auf  fol- 
gende Art  auflösen.    Man  setze: 

(l-f-p2)  (coav'  4-  /cofi  tt  <f  ^flinai  -|>  A) 

SS  coatt'4-(9-f  r)co«tt  — |i*«mii*— r)«loii+^ 

=  (1        CÜ.S  w"^  f-  (q  -f-  r)  €0824— jti(^— r)  sin  u  +  qr—p^, 

und  erliSlt  nun  dareb  Vergleiehnng  dieser  beiden  GrOssea  die 
Gleicbutigett: 

olgUcb : 

«r+r=  /(l+p)*. 


Digitized  by  Gobgle 


.«t 


Orunert:  m$  PaOmiotMeke  Aitf^ade  mifder  itugei,  203 

also: 

and  hieraus  ferner: 

also,  weil  nach  dem  Obigeo: 

ist: 


welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form: 

/V+«2/»— 4(A+1)  jpH  i  f*-'^(gH'2h)\p^^^  ^  0 

bringt,  und  diese  Gleichuug  ist  in  Bezug  auf  p'^  als  unbekannte 
Grösse  vom  dritten  Grade.  Wie  man,  nachdem  p  gefunden,  g  und  r 
zu  bestimmen  hat,  erhellet  aus  dem  Obieen  jjanz  von  selbst, 
und  die  Werthe  von  u  findet  man  durch  Auflösung  der  beiden 
Gleichungen : 

eoB»-|-|>sinti-f  9  =  0,  eosu^pBinu^r  =^0 

nach  allgemein  bekannten  Methoden. 

Zur  BesUmmuDg  von  x  liefern  die  Nep^r^scheo  Aoalogteeo 
die  folgeoden  Formel*: 

19) 

sin  |(«  -f  cp) 

In  den  obigen  Formeln  und  Gleichungen  ist  die  voltsti^ndige 
Auflösung  des  P  othenot'schen  Problems  auf  der  Kugelfläche  ent- 
halten, über  welche  hier  noch  auf  weitere  ErOrteroogen  eiosu* 
.  geben  überflüssig  ist 

  <• . 
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Ueber  eine  das  EUipsoid  betreffende  Aufgabe. 

Von 

dam  Heraaageber. 


Hie  Aufgabe»  mit  deren  IjSmiig  dieser  Aofeats  eich  be- 
sebäftigeii  wird,  ist  die  falgeode: 

Wenn  drei  Punkte  auf  einem  Eilipsoid  gegeben 
sind:  so  soll  man  auf  demselben  einen  vierten  Punict 
fieden,  in  welchem  die  Normale  gegen  dIeNermaleii  in 
den  drei  gegebenen  Punkten  unter  gleichen  Winkeln 
geneigt  ist. 

Die  Gleichung  des  EUipsoids  sei  wie  gewöhnlich: 

und  die  drei  auf  diesem  EUipsoid  gegebenen  Punkte  seien: 

(aP«yo«o)»  (ßiViH)*  i^%y%H)* 

Wir  befrachten,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird,  bei 
jeder  Normale  des  EUipsoids  im  Folgenden  immer  nur  den  von 
dem  Paukte  des  EUipsoids  aus,  welchem  die  Normale  entspricht, 
nach  dem  äusseren  Räume  des  EUipsoids  hin  gehenden  Theil 
dieser  IN  orraale,  und  bezeichnen,  mit  Rücksicht  hierauf,  die  von 
den  Normalen  in  den  gegebeneu  Punkten 

(»nak^)»  UhthH)» 

mit  den  positiTen  Theilen  der  Axen  der  X»  %  f  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkei  respeotive  durch: 
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Ai  ro;  <ii«  A>  n;      A>  rs- 

Oer  auf  dem  Ellipsoid  za  bestimmende  Punkt  sei  {xyi),  und 
die  von  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Normala  mit  deb  po- 
sitiven Theilen  der  Axen  der  jr,  9,  f  eingeseblossenen,  \W  nicht 
fibersteij^enden  Winkel  seien  B,  m,  o*  Endlich  sei  St  der  Win- 
kel« unter  «relehem  die  dem  gesnchten  Punkte  entsprechende 
Normsle  gegen  die  den  drei  gegebenen  Punkten  entsprechenden 
Normalen  geneigt  ist. 


Unter  diesen  Voraussetinngen  hallen  vrir  die  drei  folgenden 
tileichungea: 

«) 

cos  a„  cos  B  -^  cos    cos  o  -f  cos  Yq  cos  ü  =  cos  Sl , 
cos«!  eos^-|-cos  jSi  coscs  -f-cos/i  cos  o  =  cos 
eoso^cos  B  <fcos  i'icos  t»  -|-cos|^  cosS  =  cos  Sl ; 

und  setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen: 

.  .  ,  Gss    eoso^(coe/S|ees)ft — cosyiCOsjSs) 
<f  cdM Ol  (cos/lg eosfo  ~ ewy^cüBßfi) 

4*  C0S«2(C08/}oCO8yi — COS^o^^^^l^l) 

=     COS  /So  (cos  fi  cos    — cos  0|  cos 

4  eos  j3|  (cosji^e^o^— cosiK«cos7o) 
-I- eos (cos  ^1»  ces   cos  yi ) 

=     cosj'o  (cos  ß|  cosßi^ —  cos  ßi  cos 
+  cos  yi  (cososcoa  jS^ — cos  «q) 
-f  cos  ]%(ce6s^  cos/3t  —  cos  A>  cos  ) 


und: 


A  =  (cos'ßi  cos  —  cos  dos  /Sj) 
-I*  (cos  ^  co^o — cos  y^cos  ß^) 
-I-  (cos  Aicos  ft  —  eosyo  cos  , 

ü  =  (cos  yi  cos  «2  —  cos  a,  cosy^) 
+  (cos  cos  cfo  —  cos  cos  y^) 
-|-  (cos  yo  cos  Ug  —  cos    cos  yi), 

C  8s     (eosoi  cos    —  cos  cos 

-f  (cos      cos  (?o  —  cos  ^  cos  Uq) 

-|-  (cos  oq  cos  ^1  —  cos  ^0  cos  «1 ) ; 
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so  ist  Dach  2),  wie  man  sogleich  ubersieht: 

B) 

CrcosO  =s  AcosA,   (ircosa)  sBcosil,   (ircoso  s  Ccosil; 

also,  wenn  man  diese  GtelchnngeB  qvadiirt  und  dwiD  su  einander 
addirt: 

6)  G»  =  (A*+B«-|-Ca)cosÄ« 

folglich : 

^  "^^^vm&w-' 

und  daher  nach  5): 

8) 

co«ö=|cosÄ  =  i:^j;pj|^=, 

««•=|C0SÄ«±;^^^=^, 
COSU  =  T^COSiM  =  ±^-Tr—s — =y» — 

Weil  nun  nach  ThLXXXVL  8.84.  Nr.  7): 


Va' COS  6* -+6^  COS  «^4- COS  G)* 

^  6  cos  CO  

V  o*cos0*-|-  6*eos  «•+  «*eos  ©• 


c  ~"  Vä^cos -f  6^ cos 0)^-1-  c^coscä^ 

und  nach  8): 

c*  cos    +  6'cos  »* + c*cos     =  — A»-|-B*^G» —  ' 

also ! 

Ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 
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9) 

X  aA  

durch  welche  Formela  die  Coordinateo  des  gesuchten  Pankteis 
bestimmt  sind. 

lo  diese  Formeln  ^vnlleD  wir  nun  die  Coordinaten  der  drei 
gegehenen  Punkte  einfähren*  Setien  wir  m  dem  Ende  der 
Kilrie  wegen: 

60  ist  nach  ThI.XXXVL  S.83.  Nr.  5): 


COSOq  = 

«0 

cos  |5o  = 

cosyo 

«0 

Go^ 

cos  «4  S 

«I 

^/ 

cos/^^  = 

.Vi 
6« 

COS}^!  = 

*i 

c*. 

^' 

cosc%  = 

cos /2s  = 

& 
*» 

^' 

COS}')^ 

% 

also  ist  nach  4): 

«  Go(yi«»-"*i^+^i(y*'t>~"*«yo)  +^»(^oh— *oyi)» 
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und  foiglicb,  «renn  wir  der  Kflrze  weg«n ; 

H) 

"  eec6  *  oee6  '  6ee6 
setsen : 

öcGqGi  GfA-  ^  ^0^0 "t"  GiAg  -|-  6r(iit 9 

üaCroCriGaB  =  GoBq-^  ^i^i-^  ^t^t* 
obG^GiGtCssiGoC^i-GiCi-^G^C^; 

also: 

OQd  bieraas: 

Also  ist  nacii  d): 

12) 

▼  \  +c*(GoCo+6^iQ  +  C?«Ci)«l 
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Ferner  ist: 

aöcGoGt  GtB  =:  ö(GoBo-^  G^  -f^  G^^, 

abcGoGi  G^C  =  «(GoCo  f  Gi  + G,Ca) ; 

also: 

md  mit  Beiiehong  auf  .3): 

«6eCC„G.  G,  =  f  4.+  ^  +  ^A, 

also  nach  7): 

13  €08  A 


a  a  a  * 


Die  Breiten  iler  Punkte 

(«iiSro^»  (asiai!i>i) 
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wollen  «vir  mm  fospeethre  durch 

und  Ihre  r«d«cliteii  Längen  «ml  r^dncirtoii  Breiten  reepecüve 
dvch 

beseichnen*);  so  ist  nach  II)  mll  Räekeieht  auf  die  i^orneln  in 
m  XXXVI.  &  90.  Nr.  19) ; 

14) 

4o  »  ein£|  eos  J9|  ein  3^ — eio  l^eo«  ^^tein  l^i , 

=  GOSJC2CO8  Jt,$2^i'^^i — cositiCos^i  JKln]^2» 

Cl>  =  sin  (jCj — £1 )  cos  cos  ]Öj , 
Ci  =  sin  (£0  —  JC»)  C08  cos  )5o  * 
€»  SS  «ln(£|— jeo)co«j&ocos}^. 

Also  iet,  wenn  wir  der  Kdne  wegen: 

16).  .  .  .ilf=:    8in(jß^— 4)siR^oC08]5iCos]&« 

4  ein  (4^— JU€os^o*i>^^i  cmS^« 
•f  sin(l^  --It^  cos  sin 


1«)  *=i'4,+  ^4+?4i 

Nach  10)  und  einer  aus  TbLXXXVL  S.9a.  iiekannten  aU- 
genelnen  Fam^el  ist  femer: 

1  sin]Öo      ^      J  »in]gi     ^  __l  «jn^. 
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also»  w«Qii  wir  der  Kurze  wegen: 

17) 

sinBp         s'inBi  sinB» 
=  ^     äHH^  +  ^«  ein  B,  • 


folglieli: 


B 
C 


ed: 

Daher  tat: 


and; 
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aUo  nach  12): 

18) 


und  nach  13)  nod  16): 

19)  cos  Ä  =  ± 


Wird  die  rcducirte  LSnge  und  reducirte  Breite  des  gesuchten 
Punktes  ia:yz)  durch  £  und  1$  bezeichnetj  so  ist  bekanutlich: 

X  =  ocosJtcos^,  y  s  6ainircoa s  =  eatn  1$ ; 

also  nach  18): 

20) 

eoBieoBÜ^  '  r      .         ^    =* 


sinj^ 


=  ±    Y .   ^  
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Hieraas  cfgeben  sich  onmittelliar  die  folgenden  Formeln: 

Da  ]0  zwischen  —90»  und  -1-900  Hegt  (i  hl.  XXXVI.  8.  90.) 
und  folglich  cos3i$  stets  posifiT  ist,  so  kann  man  in  Folge  der 
beiden  eisten  Gleiebnogen  in  20)«  muge  man  niiu  in  denselben  die 
,  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen«  ans  den  beknnnten  Vorseichen 
▼on  A  und  B  Immer  leicht  über  die  Vorseichen  von  cos£  und 
sin£  bestimmt  ortheilen;  und  berechnet  man  nun  IT  nach  der 
Formel: 

80  tnuss  man  sich  rGcksichtlich  der  Art,  wie  man  die  reducirte 
Lä?ige  ty  die  immer  zwischier)  0  und  360®  Hegt  (a.a.O.)»  snneh- 
meo  bat«  an  die  folgenden  Regeln  halten: 

cosf  sinC 

positiv  positiv  0<ir<90» 

negativ  positiv      yO"^' <  £  s  t''>^^* 

negativ  negativ  180»  <  £  <  270« 

posiUv  negativ  270»  <  jC  < 360''. 

Mitteist  der  Formeln: 

tang»  =        .  ^  cos  Ä  =  Q  .^sinit 

wird 5  nachdem  f  bestimmt  ist»  TU  ohne  alle  Zweideutigkeit  ge- 
funden« weil     swischen  —90*»  und  liegt. 

N^h  diesen  Formeln  ist: 

A  «  (^y.  Ccos£cot]9«  B  =  ^gj .  CsiniTcot»; 

J«ss  (Q*.C«cAs£«eot»«       =  (jy.C*siB£»cot»*5 

(^y^*  =  (^'.C*cos£«cot)5».  (e)*^  (jj  .C»sin£«cotlJ«; 
und  folglich: 
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also,  weil  nach  Tbl.  XXXV 1.  8. 92.  JNr.  26) 

ist,  wo  B  die  Breite  des  Punktes  (x^z)  bezeichnetj  die  mittelst 
der  hieraus  fliessenden  Formel: 

immer  aus  der  rediicirteu  Läng«  und  redacirten  Breite  gefunden 
werden  kann: 

Daher  bt  nach  19): 

23)  c«uiA»dbiV\  -gär» 

oder: 

^         ....  ßinß 

24)  ,  ee»Ä  =  J;Af  .vaUabs- — ^« 

Für  die  Grössen  A,  B,  C,  auf  deren  Kenntntss  bler  Alles 
aiikoQinit,  erhält  man  aus  U)  und  17)  leicht  die  folgendeii  Ana- 
drücke : 

25) 

+  sln£,sin»osiu»iCOs»,  (5i^*^äirßo)' 

--coeÄt  eln»e€«i»iSin»,(^-;j55y 
•eoefi,eiii»odi»»ieoe^  (,  J^,  ^ 
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«ja        £|)  sin  Id^wT^  toml^ 

aiD  (Up  — Ji)  COS^o  <tD  ]g|  CQg 

BinB, 

sin     — £q)  cos     cos     sin  . 


oder: 


26) 

^  6iD  Bosin  B|  «in  Bs 
s=    2810  £o  cos  }t^asii^^i  sin  ^«^0 1^0  su^iC^i  ^B^co&4(B|  fB«) 
+28iBjr,siDl$o«o«»^  tlnS^kSiiiBi  8ini(B.— Bo)eM|(B,-f  B») 
•|-28iD£s8inBoSii>    cosJ^ssin  Basia  i(Ba— BJcoaiCBo-f-Bj, 

BsinBoftittBi  «inB« 
=  — 'icoBJC^cos^osinX^  sinX^2*'D  BoS»"i(t{i  —  B2)cos  2  (i^i  +  l>ij 
— 2eos  Iti  sin^ocos  3i  sin  )$«sip  Bi  8ini(Bi— Bo)cos  A(B,*f  Bq) 
— 2cos  jC^sin  i?o         co»  X^2  si  n  Kj  sin  ^  (  Bq — üj )  cus  ^  (Ji« + üi  )f 

Csiii  Bq  ain  Bi  sin  B^ 
SS    sin  (Jt^— Iti)  ftin l^oco«  Jl^  oosBbSui Bf  «in  B» 

-|-  sin  (£0 — ^  cos  J^^siD  ^1  cos  '^%Wi  h^ain^ 
«in  (ft — it^)  CO«  l^o<i«'>%     ^isiD  Bosio  Bi ; 
oder  auch: 

27) 

.  «inBp  «in  B|   sin  B^ 
^  8!n  ^0  *     ^1  ^» 

=    2siu£oCot]3o«iaBosini(Bi— B^co«i(Bi  -|-Bt) 

-f-SrinifiCot^l^siiiBi  8ini(B,~Bo)  cosi(Bj  +  B^) 

+  28in^cot}3tsinB,0ini(Bo  ~B,)cos4(Bo'|-  B^), 

j-sinBp  yin  B,  sin  Bg 
»lo1$o  *  5»]^'*  sin  10^ 

=  -2GosiroCotJ&o«u>Bosini(B|— Ba)cosi(BA-f  B9) 
— 2eos£i  eotl^i  rin  i  (B.  Bo)  cos  1  (B.  -f  ßo) 
- 2cosi:tCot J^tsiuBtSwi (Bo— BJ cos|(Ba -|  B|), 
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^  sin  Bq  sin  B,  sinB^ 
sin  Bo*  sin  l^i '  sin]^« 

sin  (£c  "  Jti)  cot     cot  1^^  sin  B|  sin 


So  wie  bei  dieser,  leisten  auch  bei  vielen  anderen,  das  all* 
gemeine  dreiaxige  Eilipsoid  betreffenden  Aufgaben  die  von  mir 
för  diesen  KOrper  io  der  Abhandlung  Tbl.  XXXV  l.  Nr.  VIII.  ein- 
geführten Längen  und  Breiten,  reducirten  Längen  nnd  reducirten 
Breiten,  die  vortrefflichsten  Dienste. 

Ich  glaube,  dass  die  hier  aufgelöste  Aufgabe  wohl  praktische 
Anwendung  finden  kann,  was  auch  der  hauptsficblichste  Zweck 
ist,  dass  ich  die  AnflOsang  hier  nitgetheilt  habe. 


Wenn  gegen  die  tleii  I^unkten  (xg^yjjio)  und  auf  dem 

Ellipsoid  entsprechenden  Normalen  die  dem  Punkte  (a:yz)  auf 
dem  Btlipsoid  entsprechende  Normale  unter  gtefeheo  TVinkeln  ge» 
neigt  let;  so  bat  man  naeh  9)  die  beiden  folgenden  Uteiebungen: 

eosn^eosd-l-eosAiCoso-l-eosjroCoso  =  cosA, 
eoso^eos(^*|*co8Acoett-|-eosy|€OsS  as  eos52; 

aus  denen  sich  die  Gleichung: 

(cos  0^ — eoBo^)  cos     (oos   ~  cos  A)  cos  o^(cos     cos  yi)Gos<5  =sO 

ergiebt   Nun  ist  aber  nach  Tbl.  XXX VI.  Ö.  bo.  ISr.  5): 


A  n  Ii  a  n  g» 


X 


cosd 


6* 


cos  a> 
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und  daher  die  vorstehende  Gleichung; 

(cos o^— cos«,)  ^+Coo6/io--co8^i)|j+(co8yo— coayi)^  s=  0, 
oder,  weil  in  den  oben  eingeführten  Bezeichousgen,  bekanntlich: 

*i  ^  ^ 

cos  a,  =  g^,     C08Ä  =  ^,     cosyi  = 

ist: 

^  Vsin       6*    sin  ß,  *  lyb^  (  = 

^V«dBo'c*  sioBi'cVe« 

Alle  Punkte^eines  Ellipsolds,  deren  Norjualen  go- 
gen  dl«  Normalen  zweier  b  eatimiuten  oci«  r  -e  ^eh.  ut  i» 
Punkte  de«  EtUpsoids  unter  gleichen  Winkeln  -pneigt 
sind,  liegen  aUo  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  des 
Ellipsoidä  gehenden«  durch  die  vorstehende  (ileichung 
charakteriairten  Ebene. 


oder: 
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XlLM. 
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Ans  dem  alten»  aber  vtoles  immtr  noeh  W«rtlifoile  enlbal- 
teod«B  AafgabenbuülMs 

m 

Deiieiae  malhemaiieae,  oder  MaiABmaiimthem  Sln^ 
oen-Confect,  ^eeteheod  in  Pinffhuiidert  Tier  und  •ie«' 
bentslg  auserlesenen,  sem  Theil  gar  KvnstrelcheB 
Al§€brai*  Geometri"  und  AsironomiBehen  Anffgabeo, 
mit  ▼ielen  leanstiteben  iSo/Nlionen  und  Reguin  geiie^ 
ret  n.e.w.  Allen  Liebhabern  der  Jfa<Aemaltseben  Wie- 
sensebafften»  Ineonderbeit  der  Edlen  Recben-Konst, 
nur  wohlgemeinten  Gemabts-Ergetaung  anffgetragen 
▼on  Paul  Baleken,  Atitkmet  In  Beztehndey  In  der  80* 
eieiaet  der  Knnst-Recbner  dem  Baitenden.  Hamborg. 
1710. 

will  ich  im  Folgenden,  mit  verschiedenen  Auslassunge»,  die  Aof- 
gaben  abdrucken  lassen,  welche  die  Maxima  und  iMinima  betref- 
fen« theils  um  zu  zeigen,  wie  die  alten  RecbHenkünätler  derglei- 
chen AufgabtiQ  einzukleiden  beliebten,  theils  aber  deshalb,  weil 
ich  glaube,  dass  sich  von  diesen  zu  den  leichteren  gehörenden 
Aufgaben  immer  noch  einige  bei'm  Unterrlcbte  aaf  Scbnlen  awecfc" 
mfiseig  ▼erwertben  lassen.  Insofern  es  sieb  om  die  Bestfanmang 
der  Maxima  und  Minima  flBr  ganse  rationale  atgebralscbe  Föne» 
tb>nen  bandelt.  Die  beiden  poetineben  Ergfisse  wiren  vielleicbt 
besser  weggeblieben,  Indens  mag  man  dieselben  — •  weil  der 
Ravm  dann  einmal  ▼erbenden  war  Immerbin  mit  In  den  Kauf 
nehmen.  Wer  die  alten  Petensbeseiebnangen  nKht  kennt«  wird 
das  NiStbige  dadil»er  im  MMathematiseben  WOrterbnebe. 
Tbl.  IIL  Art.  Potens**  fiiidea.  Die  in  diesem  alten  Anfgaben- 
liaebe  entlmltenen  Aufgaben  (iiier  rationale  IHreleche,  oder  fib^ 
batt^^  die  Aufgaben«  bei  denen  ober  gewissen  Bedlngiuig  der 
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Rationalität  genügt  werden  soll,  werde  ich  bei  nächster  Gelegen- 
heit, 80  bald  wieder  einmal  zufäiüg  Raum  vorhanden  ist»  den 
obigen  Aufgaben  foig^o  laaseii.  O. 

i£  muUS  £T  fliNIIlS. 

Die  Quantita eten  oder  Zahlen  nach  dem  Grüaseäten 
*     oder  kleinesten  zu  bestimen. 

Im  Bbe  jede  beltebigi  Zahl  u  in  dr^  Thdle  an  setfheileD» 
davon  die  beyden  ersten  TheUe  in  g«gel»eDer  PtopärtUm  sfelien; 
wann  man  je  zwey  deraelbea  Tbeile  tnit  einander  nM^^Heirei^ 
und  die  drey  ProdmcUi  addMg  daaa  die  Snnima  imtör  allen  die 
gröaaeate  eey. 

S.  Eitie  gegebene  Zahl  rt  in  drcy  Theile  zu  zertheilen,  da- 
von die  beyden  ersten  in  gegebener  Propoftion  stehen;  Wann 
mau  jeden  Theil  guadrireX  und  die  drey  Qüadfata  additet,  eo 
seil  die  Summa  unter  allen  die  möglichst*  kleinste  seyn. 

8«  Findet  eine  Zahl,  und  zi^ar  die  rouglichst'^kleinesf^«  wann 
man  dieselbe  in  drey  Theil  zertbeilety  dävon  die  beyden  ersten 
sich  ve/hafteh  wie  3  gegen  4.  so  man  je  zwey  derselben  Theile 
mit  einander  ihuliipl.  und  die  drey  Producta  addiret,  dass  die 
Summa  333.  sey.  Was  ist  es  für  eine  JJahl,  und  welches  sind 
die  Theile?  Facit  die  Zahl  ist  3]|.  und  die  Theile  sind  9. 12. 10^. 

4*  itddet  eine  aelcbe  Zahl,  und  swi^r  die  mOglicbet  GrSste, 
dieselbe  werde  in  drey  Tbeile  sertbetlet,  davon  die  lieyden  ersten 
eich  iretffiaMen  wie  ^  gegen  5;  ao  tiian  jeden  Tbeil  quadriret,  und 
die  drey  Quadnüa  addiietf  das  die  Summa  I70Ö.  bringe^  Frage 
naeb  der  Zahl  and  deren  Theilef  Facit  die  Zahl  iat  70.  lind  die 
Tbeile  «ind  17f.  28^.  24^ 

5.  Man  begehret  4  Zahlen  zu  suchen,  deren  Summa  die 
kl6inste  sey  so  möglich  seyn  kau,  und  sollen  a,  h,  (;  geilen  ein 
ander  stehen,  %vie  1.  2.  3.  und  d  sey  der  Rest,  wann  man  die 
4  Producta  abv,  bcd^  cdä^  dab  zusammen  addiret,  dass  Summa 
6480  sey.  Was  sind  es  für  Zahlen?  Facit  6.  Ii  18.  13tV  Oeren 
'Sämma  thut  49iV. 

Machet  aus  60  vier  Tbeile,  d«ren  a,  6,  c  steh  gegen 
einander  Terbalten»  wie  2.  3.  4.  Wann  man  die  4  Producta  abc» 
btdt  cdaj  dab  zusammen  addiret,  dass  die  grünte  Snmma  komme? 
Facit  20a  312«  416.  324.  jeden  getb.  in  21. 

9«   Man  begehret  100.  in  vier  Theile  zu  zertheilen,  davon 

16' 
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A  und  y>  stellen  in  proportume  sesquiulterOf  and  C  und  D  in 
proporitone  Scsf/iätcriia;  Wann  man  je  zwey  tloiselbcn  Theile 
mit  einanfler  muKtplichai,  und  die  6  Producta  adäiret,  dass  die 
Summa  die  allcrgrus^este  sei?  Fac.  1250018750.  \mO.  18200. 
jede  getbeilt  in  631. 

■8.  Einer  kauft  (Qnfferlei  Gewurtz,  zusammen  1058  %.  Be- 
kommt TOD  A  80  offt  2  als  von  B  3  U;  von  C  »o  offt  3  als  von  ^ 

l>  4  ?S  und  von  E  den  R^st,  gibt  vors  U  von  jeder  Art  so  man- 
chen DreyliriL:,  als  SO  viel  derselben  %  sind»  and  tut  det  Belauff 
oder  die  Kauff^Somme  die  aller  kleinoslB  so  miiglich  «eyn  kau. 
Wieviel  U  hat  or  von  jedem  bekommen  f  Fac.  von  A  ß 
250.  C  182.  X>  2423.  and  E  mi  %. 

O.  Man  begehret  eine  Zahl  oder  Linie  solcher  Gestalt  in 
sechs  Theile  zu  sertheilen ;  Dass  A  and  ß  gegen  einander  stehen 
wie  2  gegen  1 ,  C  und  D  wie  3  gegen  2,  nnd  E  und  F  Mle*  4 
gegen  3.  and  wann  man  jeden  Theil  qunätitHy  und  diBOttadrnim 
additei,  dass  die  Summa  die  allerkleineste  sey.  Welches  sind 
die  Theile,  nach  den  kleinesten  Zahlen  in  gantzen?  Facit  300. 
m.  375.  260.  364.  273. 

lO.  Noch  begehret  man  eine  Zahl  in  7  Theile  zu  zerthei- 
leji ;  also  dass  <sich  verhalten  A  und  wie  1  gegen  2.  C  und  D, 
wie  3  gegen  5.  £  und  F,  wie  G  gegen  i.  und  G  sey  der  Rest, 
and  solle  die  Summa  der  7  Quadraten  die  Meinesie  seyn.  Wei* 
ches  Ist  die  Zahl  und  deren  Pmte$l  Fa|:it  die  Zahl  567.  und  die 
Theile  s  51. 102. 60. 100.  78.  91.  85.  Nach  der  kleinesten  im  gantzen. 

11«    Findet  drey  Zahlen,  davon  a  und  A  in  proportione  tripla 

stehen,  und  wann  man  von  ihr  beyder  Suninni  54  suOtrahiret,  dass 
e  restire;  So  man  aber  von  der  Quadraten  Summa  von  a  und  b, 
das  Qnafhnt  von  r  subtrnhhQt,  dass  alsdann  die  gruste  Zahl 
restire.    Facit  10.  48.  40. 

19*  Zertheilet  45  in  drey  Theile,  dass  die  beyden  ersten  in  - 
ProporHone  dupla  stehen;  Wann  man  das  Quadrat  der  ersten, 
T/udtipL  mit  dem  Praduct  der  heyden  andern,  das  Quadrat  de? 
andern,  mit  dem  Produet  der  ersten  und  dritten,  und  das  Qua^ 
drat  der  dritten,  mit  dem  Produet  der  be|cden  ersten,  dssf  die 
Samma  der  dreyer  Producten ,  ncmlich  aa^  +  aböe  ir  abec  die 
mSglicbst  grünte  sei?  Facit  10.  20l  15. 

13.  Zertheilet  90  in  5  Theile,  davon  a,  A,  c,  d  sich  gegen 
einander  verhalten«  uie  3.  4.  5.  6  und  e  sey  der  Rest;  Wann  man 
die  5  Producta  abc,  bcd,  cde,  dea,  eab  addkeit  dase  die  aller- 
grosseste  Summa  kosme.  Facit  12.  16.  20.  24.  16. 
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11.  Fintlet  eiHc  Zaiil  die  kleineste  in  crantzen,  wann  man 
dieselbe  in  5  Theil«?  zcrtlieilet  dass  die  4  ersten  Tlieile  gegen 
einander  wie  1.  "2.  3.  4  stehen,  und  dann  die  5  Produrla  abcd^ 
bcde,  cdcn,  deuO,  enfjc,  zusammen  addirei^  dass  die  Summa  die 
^  allergrüste  sey.  Facit  die  Zahl  952.  und  die  Theile  75.  150.  225. 
300.  202. 

15.  Eine  gewisse  Zahl  a  ist  zertheilet  in  zwey  Theile,  welche 
sich  gegen  eioander  verhalten  wie  3  gegen  U.  Wann  man  den 
Ueioero  TheÜ  Qi6fret,  und  den  gtHMern  quudrdt^i,  das  Quadrat 
und  den  Cubum  susammen  üddix%U  m  gl«bt  diese«  unter  allen 
die  kleineste  Summa;  Dann  wann  man  die  Zahl  a  in  zwey  an- 
dere Theile  aerthellen  weite,  es  sey  in  welcher  PropcrÜon  es 
wolle»  so  wfirde  doch  die  Summa  des  Cubi  und  Quadrats  allezeit 
l^ser  kommen.  V^ird  gefragt  nach  der  Zahl  a  und  deren  Theile? 
Facit  a  ist  lU).  und  die  Theile  sind 

16«  Herrn  Jokmm  Bvnfiek  Walgtmtdii  zum  Andencken. 

/uch!  immer  Triach  und  Wolgemuht, 

O  Krnder  Claus,  lass  jtzt  dein  Sorgen, 

HtX  man  gleich  nicht  viel  Geld  und  Gut. 

iluff  gutes  GIfirk  man  hoffe  Morgen, 

iVur  lasset  heut  unj»>  frSlich  seyn, 

iVacb  Bertzens-Wunsch  uns  lustig  machen. 

B^t  Brader  Haasy  ich  geh**  es  ein, 

ich  weiss  schon  Raht  (sprach  Claus)  den  Sachen, 

/Von  sind  hier  Neon  vnd  viertsig  Marek 

ßecht  just,  die  Summa  von  uns  beyden, 

/n  unsern  Taschen:  Lass  den  Quarck 

Cutad  gehn  ein  Theil  mit  Freuden. 

Jffaiis  leg  du  Radäc  Trigonal, 

Wie  es  aus  deinem  Theil  entspringet. 

Ob  ich  dabey  aus  meiner  Z^hl 

lieg  Radix  Quadrat:   dieses  bringet 

Crantz  recht  d^e  grOste  Summa  hier, 

Ey  lasset  uns  nun  freudig  leben 

Jfit  dieserp  Post  beym  Wein  und  Bier, 

Vnd  wer  die  Rechnung  weiss  zu  geben. 

Hier  onsers  jeden  Geldes  Theil, 

rrinck  denn,  mit  uns  zu  guter  Weil. 

M,   Eine  andere  Zahl  a  ist  in  Zwey  Theile  zertheilet,  welche 
in  proporlionc  iripla  steiteii,  wann  man  den  kleinen  Theil  Zsim-* 
Zensice  muUiplicüet,  und  den  grössern  c«6iret,  die  beyden  Pro- 
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ducten  uddirei,  so  kummt  die  kleineste  Summa,  so  unter  andero 
^ertbeUuogeo  möglich  seyD  kao.  Facit  a=:27.  Uie  Tbeile  6|.  2Qi* 

19.  Mj|0  l^egiBhrfft  die  Zahl  75|  m  zween  Theile  la  lefle- 
fgßn,  wann  mao  ^en  kleinen  Zem^Zentiee  m^UUpUfiiret,  nnd  dep 
ip-uaaern  €»6^ret,  die  Fradvet  snaammen  aiÜtret  das»  die  ^ei» 
neato  Samna  ki^mnie,  ao  unter  allen  tnvglicli  aeyn  kan.  FaicU 

19.  Zerfheilet  eine  gewisse  Zahl  a  in  zween  Theile,  alsn 
dass  der  gröste  Theil  sei  32aa,  wann  man  zum  Cuüo  dieses  Theiis, 
den  ZejiM  de  Zent  des  kleinem  JJieils  addiret,  soll  die  Summa 
unter  aileii  die  kleineste  seyn.  Zaver.steben,  «vann  man  die  Zahl 
a  in  zween  andere  Theil  zertheiten  wolte,  den  CuLum  und  Zern 
de  Zent  addireo,  so  tvCIrden  doch  diese  Summen  aliemabi  grOs- 
a«r  kommen,  als  die  vorig  kleineste.  Was  ist  a  für  eine  Zahlt 
Fac.  41H. 

SO«  Man  hat  eine  Zahl  a  in  zy%een  Theile  zertheilet,  <Uivon 
der  eine  Theil  6081«  grüsser  ist,  als  der  andere;  Wann  man  den 
Zens  de  Zens  des  kleinen,  und  das  Quadrat  des  grossem  Theiis 
addiret,  8o  kömmt  die  lupgUcbst  kleineste  Summa.  Was  ist  a  für 
eine  Zahl?  Fac. 

Sl«  Eine  andere  Zahl  iat  In  sween  Theile  sertheilet«  alao 
^aaa  die  Differentf.  ihrer  Qmdrütnn  thut  702|f.  Wann  man  den 
Zen^  de  Ztm  den  kleinen  sum  Otbo  den  griiaaern  Thella  oflrfl- 
ret,  ao  kßmmt  die  allerkleineate  Snmma.  Iat  die  Frage;  Was 
jbs  für  eine  Zahl  seyf  und  deraeltien  Tbeite?  Fac. 

8S.  Eine  gewisse  Zahl  a  ist  in  drey  Theil  zerleget,  davon 
stehen  die  beyden  ersten  oder  kleiiiesten  Theile  in  proporiione 
tripla ;  Wann  man  den  ersten  Theil  Zeus  Zemice  multipl.  den 
zu  H\  Ii  Ii  cuhitei,  und  den  tiritfen  Theil  guadrirett  die  Producta 
zusaiiiiiicii  ndelirett  fe>o  köitiuti  die  kleineste  Summa,  8o  unter  allen 
andern  Ahtheilungen  möglich  seyn  kan.  Frage  nt^ch  der  Zahl  a 
und  deren  Theile?  Faeit. 

M.  Herrn  Joachim  Michael  Brandt,  snm  Andjeocken. 

Jungst  wolten  Bernd  und  Cord,  ein  IJatideUcliafft  beginnen» 
Ob  sie  mit  gutem  Glück,  was  künten  dran  gewinnen. 
A\»  soll  ihr  beyder  Summ  die  allergröste  seyn, 
Card  hnndert  aecbtzig  Marek  legt  mehr  als  Betend  ein, 
Biemit  war  Bernd  eanUnti  Doch  woll  er  ea  ao'paaaen, 
*  im  Fall  er  aeine  Zabl  recht  wird  etiMren  laaaen« 
Afnaa  Cord  denn  aein  Quadrat  dem  Ctiho  legen  bey» 
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MM  dem  Beding,  dass  diss  die  kleinste  Summa  sey, 

/fit  also  der  Coniract  nach  beyder  Sino  vollzogen. 

Cord  da<*hie  hin  und  her,  weil  er  dem  Wein  g(Avogen, 

£fätt'  er  wohl  Lust  gehabt  zum  guten  VVeine-Kauff, 

An  welchem  kein  Verlust,  und  Hann  kein  Nutz  dara'^ff. 

Es  wäre  denn  gleichviel,  man  hätf  ihm  selbst  zpm  besten, 

Ziust-Frülich  künt  man  seyn,  mit  guten  lieben  Gästen. 

Bernd  aber  war  bedacht,  zu  knuffen  gut  Cojifeci, 

ßo&ieneri,  lAIandelii  und  wa««  sonsten  lieblich  öchmeckt. 

A\9  tvürden  äie  bald  eiuh,  ein  jeder  solt'  anlegen 

JVacb  seinem  Sinn  i^eia  Geld  und  dann  der  Handlung  pflegen.  • 

Den  Rechner  fragen  sie:  Was  sie  geleget  ein? 

TVilllt  er' es  recht,  so  ist  se!n  Lohn  Confect  und  Wein. 

Erinnerung:  Wann  hier  gesagt  wird,  dass  ihr  beyder 
Sumui  die  gr^sto  seyii  soll,  so  muss  man  dabey  betrachten,  dass 
die  Summa  von  dem  Cubo  der  kleinsten  und  (Quadrat  der  gros- 
sem Zahl,  soll  die  kleinäte  «»eyn,  welches  aus  der  gegebenen 
DifferenU.  160.  mag  gefunden  werden. 

M*  Findet  drey  Zahlen»  davon  A  und  B  gegen  einander 
»tehen,  wie  2  gegen  3.  Wann  man  alle  3  Zahlen  mit  einander 
mulÜpl.  soll  da«  Product  seyn  1800.  Wann  man  aber  die  3  pro» 
ducia  aht  bc,  ac  nddvteiy  solle  die  Summa  die  kteineste  eeyn. 
Was  sind  es  för  drey  Zahlen  gewesen?  Fac  10.  15.  12« 

Findet  vier  Zahlen,  davon  A  and  B  in  propwtUme 
Dupla,  C  nnd  D  aber  in  proporHone  SesquiaUera  stehen,  deren 
Product  wann  man  sie  mit  einander  multip^einX  sei  780.  und 
wann  man  ihre  Quadratcti  oddiret,  dass  die  allerlcleinste  Summa 
icomme.  Faeit. 

SO.  ZerthcÜrt  30  in  vier  Theile,  dass  h,  c  sich  gegen 
einander  verhalten,  wie  l.  2.  3.  Wann  man  jeden  Theil  c?«6?ret, 
und  die  vier  Cubos  addiret ,  dafls  die  allerkleinste  Summa  komme. 
Fac.  e— Iva.  12— 2V6.  IH-Sv'ö.  6V6-6. 

9f«  Findet  vier  Zahlen,  davon  a,  e  sieh  verhalteo,  wie 
1.  2.  3.  und  wann  von  der  Summa  der  drey  ersten  30*  svMrahi- 
fet,  restiret  die  vierdfe  Zahl ;  Und  wann  man  von  der  Snmma  der 
drcrjr  ersten ,  den  Cwbum  von  der  vierten  Zahl  subtrakiret,  dass 
die  m5g|icbst-grOste  Zahl  restire.  Faclt  6  f  IVA.  12  4-^6. 
IB-f  3V6.  6+6V6. 

%9»  IVlan  hat  eine  Ordnung  in  Zahlen,  die  erste  Stätte  i^t 
1.357.  Die  zweite  987.  Die  drifte  085.  Die  vierte  451.  &c.  Welche 
ordentlich  abnehmen.    Es  ist  die  Frage;   In  welcher  Stätte  und 
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Theil  die  kleineste  Zahl  komme,  da  es  nicht  mehr  a4)nehnipn 
kan;  sondern  wann  man  die  Ordnung  weiter  coritiiuiireu  wolte, 
hernach  wieder  zunehmen  miiste,  auch  welches  die  kleinste  Zahl 
8cy  ?  Faclt  Es  geticbiebet  in  der  Stätte,  und  itat  die  kleinste 
iiahl  1565  ^ 

S9.  Es  ist  ein  Patallclepipediim ,  dessen  «ürperiicher  Inhalt 
ist  1518).  davon  v^halten  sich  2  Seiten  ^egen  einander,  wie  3 
gegen  5.  und  die  Summa  der  sechs  Flächen  auff  allen  Seiten  sey 
unter  allen  die  kleineste.  Ist  die  Frage  nach  den  dreyen  Seiten? 
Facit  U.  15.  Iii, 

M.  Mao  begehret  40  in  drey  Theile  su  lerthetleo,  davon 
die  beydeu  ersten  in  proporiione  Dupia  stehen;  Wann  man  jedes 
Produot  von  ihrer  sweyen,  durch  den  fibrigen  dritten  Theil  dbidt 
ret«  und  die  3  QtmtimieH  ü4ditet,  dass  die  Somroa  die  allere 
kleinste  ecy.   Facit  Vi*.  Vt.  W- 

31.  Findet  droy  Zahlen,  davo:i  die  beyden  ersten  in  Pro- 
portione  dupld  >l('fieii,  und  wo  man  von  der  Summa  der  beyden 
ersten  liU  t^uhLathiral  y  die  dritte  Zahl  restire;  Wann  man  7.s\o  der- 
selben Zahlen  mit  einander  innltipl.  und  jedes  Product  durch  die 
übrige  Zaiil  divtdirct,  dass  die  Suiuiua  der  drey  QuolieuLen  aber- 
mabl  die  kleinste  sey.  Fac. 

3S.  Findet  eine  solche  Zahl,  nncl  7unr  die  grosseste  so 
möglich  scyn  kao,  wan  man  dieselbe  in  drey  Theile  zertbeiletj 
davon  die  beyden  ersten  in  proportione  dupia  stehen,  und  so 
man  ferner  jedes  Product  von  ihrer  zvreyen^  durch  den  übrigen 
Tlieil  dicidiret,  und  die  3  quoüenten  additet,  dass  die  Summa 
48  bringe.  Facit. 

a3.  Zertbeilet  die  Zahl  Ii»,  in  drey  Theite  solcher  Gestalt: 
Dass  die  beyden  ersten  sich  gegen  einander  verhalten,  wie  2 
gegen  3.  Wann  man  die  Summa  von  ihrer  zweyen,  durch  den 
Sbrigen  dritten  Theil  dimdüet,  und  die  3  guotienieu  odtfiret,  dm 
die  allerkleioste  Snmnia  kommet  Fac. 

34«  f)rey  Zahlen  der  I7p?uI  Dclrl  7A\  finden,  davon  die  dritte 
3  mehr  thut  als  die  zwevtc  ,  und  das  die  Summa  <lrr  zwevt-  und 
dritten  5  mehr  sjey  als  die  erste  Zahl,  und  wann  man  den  i^egul- 
Satz  ordentlich  ausrechnet,  so  soll  das  Facit  oder  der  vierdte 
Zahl  die  nii»»;lichst  kieineste  seyn.  Wie  lautet  der  liegul-Satz? 

4    3    (j.    facit  4,}.    Dieses   Farit  4,\   ist  die  klei- 

neste Zahl  80  lUiiL'^lirli  seyn  kan,  dano  wann  man  drey  andere  Ztihlen 
«on  gleicher  Ucsr.imfTcnlieit-  nehmen  wolte ,  su  würde  daa  Facit  immer 
gffOSMr  koinmcn.   AI«  wann  genommeu  würde. 
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G  4    7.    fari*  1^.    Dieoea  ?»it  frrosscr  bI«  4,2-  und 

ktiii  man  es  soirhcr  Geittatt  mit  andern  ZalJt  n  mclir  vcrsnr.heii.  Alsi 

JO  _         6    9.    facti  5|.  ht  ftliennalii  mehr  als  ^  Ac. 

W«nn  aber  die  Auifgabe  solcher  Gestalt  vorgegeben  M'ürde,  da«« 
die  dritte  Zahl  6  mehr  «eyn  eelte  alt  die'Zve^^to,  and  die  Svmni  der 
«weil-  nnd  diitleo,  9  mehr  w»yn  «ette,  Mt  die  erete  ZiiM^  8o  iit  die 
Fffsges  l^«e  es  vor  Zefalee  seyn  miwtep.  Fee* 

35.  Man  hegeliret  drey  Zahlen  zu  suchen,  davon  die  bey- 
den  ersten  in  gewisser  /^roporlion  stehen,  das  Product  der  3 
Zahlen,  wann  man  selbige  miteinander  rindtipL  sei  =a;  Wann 
man  aber  jede  Zahl  quadriret,  und  die  3  Quadrata  nddivQt,  soll 
die  Summa  die  mögMchöt-lvIcineste  seyn.  Dieses  begehrt  man  in 
rational -Zahlen  zu  suchen.  Vacli  Die  Proportio  sey  Septupla, 
a  =  ö45,  so  sind  die  3  Zahlen  t).  21.  15.  Oder  es  sey  o  =  350Q0. 
£0  sind  die  3  Zahlen  10.  70.  50.    Und  andere  mehr. 

30«  Es  sind  3  Zahlen,  wann  man  selbige  miteinander  mul- 
tipL  kommen  700:  Die  erste  und  dritte  stehen  gegen  einander 
In  proporHone  Septupla;  und  wann  man  die  Quadrata  von  den 
dreyen  Zahlen  adilhet,  bo  die  Summa  unter  allen  die  kiet* 
neste.  Was  sind  es  vor  3  Zaiileu?  Fac. 

•t»  Die  Zahl  100  begehret  man  in  Theil«  au  lertbeilen, 
also  dass'  sich  verhalte  a  gegen  b  wie  14  gegen  13.  «  gegen  d 
«Fie  5  gegen  4.  und  e  sey  der  Rest,  nnd  soll  das  Product  Ton 
4i*6*c'cPe  das  grosseste  seyn.  Faeit* 

38.  Es  sind  zwo  Zahlen,  wann  man  zu  der  Summ  ihrer 
Qftadr(iU'\i  das  Product  der  beyden  Zahlen  addivei,  kommen 
(>8b.  Watiu  mau  aber  den  cnbuin  der  kItinen  zum  Quadrat  des 
ffrüssern  addiret,  so  kömmt  die  kleineste  Summa  so  möglich  seyn 
kan.    Wa«  sind  es  für  2  Zahlen?  Facit. 

39*  Findet  eine  solche  Zahl,  wann  man  dieselbe  in  zwey 
Theile  zerleget»  und  den  Cuöum  des  kleinem  sum  Quadrat  der 
grössern  addirei,  so  kummt  die  kleineste  Samma  so  mOglich  seyn 
kan.   Was  sind  es  für  2  Zahlen?  Facit 

Findet  eine  solche  Zahl^  wann  man  dieselbe  in  zwey 
Theile  serleget,  und  den  Cubum  des  kleinern  zum  Quadrat  des 
grussern  niÜiret,  dass  die  Summa  die  möglichst  kleloeate  sey^ 
Jedoch  dass  sie  noch  0|  mahl  so  viel  sey,  als  dais  I*rodußt,  wann 
man  beyde  Theile  multipL  Ist  die  Frage  nach  der  Zahl  und 
deren  Theile.  Fac. 

Es  ist  eine  Zahl,  wann  man  dieselbe  in  zwey  ungleiche 
Tbeil  zertheilet,  den  kleinem  Tbeil  cuötret,  und  den  grOssern 
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quadfit^ii  beide  zusammen  addiret,  so  ist  r^ie  Summa  unter  alleo 
die  KIdnctte,  doch  ist  sie  ]5|^  mahl  so  giuss,  als  die  erstge* 
meldte  Zahl.   Welche  Ut  dieeelbige,  uud  deren  Theile?  Fac. 

M.  Die  Zahl  322||.  begefaret  naa  aolcher  Gestalf  in  3  Tbeile 
so  MrlbeUcB,  wann  man  dea  erttw  oder  lEjeineatea  Theli  Zerns 
Zensied  muU^  den  iweyten  euMmt,  und  den  dritten  ^nadHret» 
*  die  drey  ih^tikieta  saeammen  addini,  daea  die  Sanuna  ana  allen 
die  kteineete  aey.  Welehea  aiod  die  Tbeile?  Facit. 

4I8»  Man  erwehle  eine  beliebige  Zahl  o,  und  zertheilet  die- 
aelbe  in  drey  Tbeile;  Wann  man  den  Zern  de  Zens  der  ersten 
oder  kleinsten  Zahl,  den  Cubum  der  ztveyten,  und  das  Quadrat 
der  dritten  Zahl  zusammen  addiTei,  das»  die  Summa  die  kleinste 
sey,  und  begehret  man  dirsps  in  g^anfzen  zu  ßoden.  Welches 
ist  die  Zahl  a,  und  deren  Tbeile?  Fac. 

4c-t:»  Noch  begehret  niäM  eine  gewisse  Zahl  a  in  drey  Thcile 
zu  certheilen»  Wann  man  die  beydeo  kleinere  Tbeile  mit  einan- 
der midiiplicitti,  und  das  Prodüet  wom  grossem  Thell  subtrahi' 
ret,  so  reatlren  07* Sl«  Wann  man  ancb  den  Zen«  dß  Zern  dea 
ernten«  den  Cubum  des  aweyten  und  das  Quadrat  des  dritten 
oder  grOaten  Tbeile  susammen  addkett  so  kSmmt  die  kleiaeste 
Smnme.  Was  ist  a  Dir  eine  Zahl  nnd  welebes  sind  die  Tbeile?  Fac. 

45*  Man  begehret  die  Zahl  666.  solcber  Gestalt  in  5  Par» 
les  zn  aertbeilen,  dass  A  und  B  in  proportione  Dupla,  C  und 
D  tn  proporHone  tripla  sich  verhalfen,  wann  man  jeden  Theil 
cu6iret,  und  die  9.  Cubog  addiret,  dass  die  Summa  die  möglicbst 
bleineste  sey.  Welches  sind  die  Tbeile?  Fac. 

Bey  solcben  und  dergleichen  Kanatrelcben  Auffgaben,  muas 
man  den  Grund  wobl  erforsebent  damit  man  ein  fest  und  sieber 
F^mdammit  babe,  aonatea  wird  man  nie  scbtverlicb  aar  ricbtigen 
SobdUm  bringen. 

40«  Eine  gewisse  Zahl  ist  in  drey  Tbeile  zertheilet:  Wann 
man  den  t^rsten  oder  kleinesten  Tbeil  Zens- Zensice  mtätipl.  den 
mittelsten  c?/6tret,  und  den  dritten  guadriret,  die  Producta  addi" 
ret,  so  ist  Summa  unter  allen  die  kleineste,  jedoch  ist  sie  noch 
51  mahl  so  gross,  als  die  erst  gemelte  Zahl.  Ist  die  Frage  nach 
deraelben,  wie  auch  deren  Tbeile?  Facit. 

#7.  Es  ist  eine  Zatil,  und  zwar  die  grciste  so  sein  kan,  in 
drey  Tbeile  zertheilet;  Wann  man  den  ersten  Theil  Zens- Zeit" 
sicc  multipL  den  zweiten  cuöireit  und  den  dritten  guadritGt,  die 
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drey  Profhicta  zusammen  addiret,  eo  kommen  1554464925.  Hier* 
aus  bat  man  die  Zahl,  und  deren  Theile  zu  finden.  Facit 

Wann  es  Enm  Nutzen  geht,  wil  man  das  GiOste  zfiblen, 
Beym  Schaden  and  Verlnstt  das  kleinste  gerne  wehlen; 
Wer  diss  nicht  treffen  kan,  der  auch  die  Hittel>StrMSf 
Das  Mittel  sichrer  is^,  kommt  hesser  pffl  sn  pass. 


Bf  i  9  ^  e  1  l  9 


Von  dem  Heraatgeber. 

Die  folgende  Aufgabe,  von  der  mir  gelegentlich  eine  sehr 
weitläufige  Auflösung  entgegentrat:^ 

Durch  zwei  Punkte  einer  Ellipse  sind  fierfibrende 
an  dieseibe  gelegt.  Es  seilen  die  Ceordinaten  ihres 
Durchschnittspnnkts  und  die  Gleichung  des  durch  die- 
sen Punkt  gehenden  Durchmessers  gesucht  werden. 
Man  soll  ferner  die  Coordinnten  des  Punktes,'  in  wel- 
chem der  Durchmesser  und  die  dn|ch  die  beiden  Der^h- 
rungspnakte  gehende  Sehne  sich  schneiden,  bestim* 
men  und  neigen*  dass  dieser  Punkt  die  Sehne  halbirt. 

wird  auf  die  leicliteste  und  eleganteste  Weise  durch  Einführung 
der  Winkel  gelöst,  welche  ich  in  der  Abhandlung  Thl.  XXIV. 
Nr.  XXIX.  mit  dem  Namen  Anomalien  belegt  habe.  Sind  iiäm- 
lieb  Uq,  U|  die  Anomalien  der  beiden  gegebenen  Punkte  der  Ellipse 
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und  iol<4tich  aco87<(),  b^mu^t  unf)  aeoisni,  b&xuui  deren  Coordi- 
naten .  so  sind  (a.  a.  O.  §.  4.  S.  375.)  die  (jlmchuogen  der  Berüh- 
renden der  Ellipse  in  dieben  i^uiiktcn: 

*-cos«j>  +  ^fiinti4,  =  1, 

Folptlich  erhSIt  man  für  die  Coordinaten  a:',  j^'  de/s  üurchschoitte* 
l>unkts  der  beiden  Berührenden  sogleich: 

~  sin  (uq — «1 )  =  sin  Uo  —  tti n     =  2  sin  Kilo    Uj )  cos  i (uo  -f  t(i )  > 

^  sin  («0    «i)  s€OS  M,  -  CO«  tfo  » '-i»"»  »(«o — »i)     4(««o  +  «i) » 
also : 

cos  i(u,^  -I  w, )       ,       sin  i(Mo  +  M, ) 


cosKriy 


—  Ml)*     *  C08i(Wo  — W|) 


Die  Gieichung  des  durch  den  Punkt  (jc'if')  gebenden  UurchmeK- 
6er«  der  fillipse  ist  also: 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  öebne  sind: 

ia(cos?/,,  I  cosi/,)  =  ncos4(M,,  +  M,)t'o.s  4(Wu  " 

46(siniio  -fsintii)  =  6sio  i(«t)4- «1)^08 K«o'~*<i^< 

(niglicb  ist  die  Gleichiing  des  durch  diesen  Punkt  gebenden 
Durcbmeaftere  der  Ellipse:  " 

y.=  ^aFtaiigi(iio+it,). 

Vergleicht  man '  dies  mit  dem  Vorhergehenden,  eo  eiebt  man, 
dass  die  durch  den  Durehscbnittspunkt  der  Berührenden  und  den 
Mittelpunkt  der  Sehne  gesogenen  Durchmesser  durch  dieselbe 
Gleichung  eharakterisirt  werden,  folglich  mit  einander  zusammen* 
fallen,  womit  der  Satz  bewiesen  und  daher  Alles  auf  die  ein- 
fachste und  leicbtßste  Weise  erledigt  ist 
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Von  dem  Herausgeber. 

Für  AttfgiibeD  von  der  Art  der  folgenden: 

Von  einem  Dreieck  sei  eine  Seite  u,  <ler  ihr  «e- 
geii  Ober  liegende  Winkel  A  und  der  Radius  r  des  eir»- 
beschriebenen  Kreises  gegeben;  man  soll  das  Dreieck 
bestimmen. 

begegnet  raen  nfters  ziemlich  tveitläu filmen  AuClüsungen,  wogegen 
die  in  meiner  Abhandlung  Thl.  XXXVl.  Nr.  XVIll.  sich  fiodenden 
Formeln  iueistens  die  Auflösung  auf  der  Stelle  liefern.  Bezeich- 
nen nlr  nämlich  den  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises  wie 
dort  durch  /2»  so  ist  (a.  a.  O.  §•  2.  S.  326.) : 

also  U  aus  den  Datis  der  Aufgabe  leicht  so  berechnen.  Nun 
i     ist  aber  (a.    O.    3. 3. 32d^;  < 

r  =  4A8Tn|il  slniBsSnlC« 

also : 
Weil  nun 

icos4(B-  C)-^fmi{B  +  sinIBslniC 
ist,  so  ist;  :  ^   t        t  i 

cosi(ß~C)  =  siniJ+ 2;^^;^* 

also  Q  bestimmt;  und  well  SMUi  iran  \{B-^C)=^W^k^ 

kennt,  so  siod  B,  C  gegeben,  also  das  Dreieck  mittelst  der  ein- 
fachsten Regeln  der  Ebenen  Trigonometrie  bestimmbar«  die  Auf* 
gäbe  also  gelOst. 

Leicht  erhält  man  unmittelbar  in  den  gegebenen  Stüc^u 

ausgedrückt : 

cos  4(Ä  —  C)  =  BiniA    — cosiil. 

  \-  . 

•  ■ 

Bemerkung  zu  Thl.  Xi^V.  Nr.  Xf. 
Von  Hevrn  Frofestor  Dr.  Di  enger  in  Carls  rohe. 
Von  den  swel  'Kurvenaweigen  entspriefat  nur  der  untere 

« 
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(« <  V3)  den  Bedingungen  der  Aufgabe  (kleinster  WiflerstaTii!). 
Dies  ergibt  sich  auch  sofort  aus  den  bekannten  Regeln  der  Va- 
riationsrecbnuDg       Da  uSmlich: 

* 

00  ist: 

dyJM^^JH^-Z)  du  1     3      (l4i»«)(i5.«-3)  8«. 

äi-"iir-+« — üT — ^A«)+^+4ii+c — g  


AiMi  IBIM«,  weno  elo  Miniranm  torhandeä  srtn  mM^  m  stT  beitinilit 
werden  kSönen»  dm  nicht 

.........(.) 

Ist  hM^yhatb  dar  KnrvcF»  «ro  i*'  «ine  Konstant  Ei  nisstd  also  sein  i 

Nan  ist  d^er  Diffsreatialquotient  der  zweiten  Seite  neg^^»  also 
Dimmt  di^elhe  so  mit  abnehm^ikdeni  v.  Fflr  tt=V3  ist  sie 

-g-  ^[jl(3)  + 12].   Nimmt  man  also  m  kleiner  als  diese  Grosse, 

so  ist  dte  Gleichunff  (a)'  nicht  möglich  für  «<  V3.    feraei'  ist: 


y  9^  _^yt^(3-  tt«) 

Wr+i?—    (!  +  «•)»  ' 


welche  Gr5sse  aar  dann  positiv  ist»  wenn  u  <  V3i 
Damit  ist  die  Behauptung  enriesen. 


♦)  Bei  raeiner  olien  rmjyr« fährten  AMinndlnnp  auf  welrhe  sich  diese 
Bemerkan^en  bezichen,  «uilie,  >riu  uus  der  ganzen  Abhandlung  erhel- 
let, der  Gebrauch  der  eigentlichen  Variationarechoniig  gans  aatgetcbloMen 
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Ueber  «ine  neue  Limite« 
Vm  Harra  ProietMr  Frani  Unferdivge»  In  Wl«0* 

Datt  der  Anndroek 


liBf  nneiidlieh  wsebsendes  m  immer  zwiaehen  den  Gremn  1  and 
I  enflNdteii  bleibt.  Int  leicht  xu  erkennen  und  warde  sebon  eft 
erwähnt,  nanaentlich  bei  der  Discoseion  der  harmonischen  Reihe. 
Im  Foigendefi  soll  die  Grenze  bestimmt  werden»  welcher  sich  der 
Anednick  (1)  mit  lunebmendeD  Wertben  von  m  immtr  mebr  nibert. 


Ffir  n<m  ist: 
] 


setzen  wir: 


2m' 


eo  wird  auch: 


1  m<f  Ii 


«od  für  ms  od: 

0)  


LimS  ' 


1 

J  -  Lim  ^  iSn  -I-  Lim    iSn«  -»^  ^^^^  5«» 

Nun  ist  belcanntiich«  wenn  Bi,  ßg,,,.,  die  ßerooulU'acben  ' 
Zahlen  bedeuten: 


also: 


Lim^:pSii»  =  ^; 


fltlBt  man  W«ia  kssl,     3,...v  tod  attbstitvirt  in  &),  «o  folgt: 


Or 
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(5)..,.  LimSjj^=:l-|+|-....«lg2, 
wobei  lg  den  natOrlicbeii  LogarithOM»  bttelchnet  Eb  ist  also: 

Avf  (ÜMdb«  Art  findet  mm  micb 

(7)  .  .  Lim  =1«*, 

(8)  .  -»-i^j^+ii^+^JH^ 

(9)  Lim  (  — ~- 1  =  ^ »   «  >  0- 

im-l-a  «H-^a  fR-fS«      '    .m   I  o* 

a 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (6)  kann  man  sich  auch  aut 
folgende  Art  üborseugeo.  Bekanntlich  iat  die  Constante  des  Inte- 
gral -Logarithmus : 

(10)  ,  .  .Lim(l+i+i+....  +  ~Jgiii)=:0-ö772  


also  ist  auch: 

mm 

oder ; 


Lim  (1  +  i+i + . . ..  +  J-  -  lg2j«)=Ü  5772. 


Lim(l  +  i +i+  •"+Ä+^+5rr2^'  •  +Ä"~^8»»-»g2)  =  0 5772, 

<H5?72....+Llm (^^^^i--^^^^..^  =  OS^"- 

mitbin,  wie  oben: 
(6).  .  .  U»(^+^+^+....+y  =  lg2. 
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Von  dem  Heranageber, 

A  n  IT  c  A  I»  e« 

Dreiecke  zu  bestimmen»  deren  Selten  rational  siod, 
und  in  denen  die  8nmme  der  drei  Seiten  dreimal  so 
gross  ist  als  die  H9fae  in  Besug  auf  eine  dieser  Selten. 

AnflOsang. 

Die  drei  Seiten  des  Dreiecks  seieo  a;,  y,  z;  die  Höhe  in 
Bezug  auf  die  Seite  x  sei  ti.    Setzen  wir  wie  geirübniicb : 

so  \ai  der  lohalt  des  Dreiecks  bekanntlich: 

und  da  der  Inhalt  auch  \ux  ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

II«»«  =  4f  (*— ar)  (i  -  z). 

Mach  der  Bedingung  der  Aufgabe  ist: 

also  3tts=s2i,  tt«=|«a;  folglich  nach  dem  Vorbergehendeo : 

=  4f  (,-3,)  (t-i), 

also: 

=  9C«-^}(»-»)(*-»).  :r  =  3 V"^^^5=M5El). 
Setzt  man  jetzt  ^—2  =  1;»  so  hat  man  die  Gleichungen: 

aus  denen  sich: 

2jf  ss2s-*d;-f  e,  2s=s2t^^_«; 

also : 

folglich  nach  dem  Obigen; 

I  heii  XLVn.  1* 


Digitized  by  Google 


•1. 


2S4  ittifeUeiL, 
folglich : 

ergtobt;  alto«  wenn  wir 

 'ssvr 

aetieii: 

0  =  Im. 

Leleht  erbSlt  man: 


folgUeh  nach  dem  Obigen : 


also  oaeh  leichtei  Rechnnngt 

6(6—10«) 

39  —  5io  —  3zt'^  -i- 

Folglich  eind  die  drei  Seiten  des  Dreiecks: 

^  39+^— 3tc«— 

6(5— fo2^ 


*  -  6(6—10«) 
Leicht  erbUt  man  hieraua: 

.    .       18— 2»«      2(w»— 9) 

folglich  nach  dem  Obigens 

wie  es  sein  mnsa. 
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Setzt  man  z.B.  to=0,  so  ist: 

13  13 

also: 

9        ^  ^  —36         '  18  9 

folglich  t 


18 

8 

10"^ 

18 

13 

5 

10*"" 

18 

13 

5 

10*"" 

10 

folglicb  nach  dem  Obigen : 


und  bieraofl: 


2.12,5      6      ^  IS 


folglich  iiacb  dem  Obigen  Süss:  2«»  wie  es  sein  soÜ. 

Nalfirlieb  muss  inaD  to  so  aDnebnient  das«  die  drei  Selten 
posiOv  werden,  vras  wir  jetit  bier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


Bemerkung  fiber  die  in  Tbl.  XL  Vf.  Nr.  VII.  avfgetftste  AQ%abe. 

Von  Herrn  A.  Barak  j«  Sindirenden  an  der  Univertiiat  in  Odessa. 

Der  vorstehend  genannte  Anfeats  liefert  eine  Auflösung  der 
folgenden»  snerst  von  Herrn  Nicola  Cavallerl  San  Bertolo 
in  den  Atti  dell*  Aceademia  Pontificia  dei  ntiovl  Lin* 
cel.  Anno  XOL  See«.  III«.  24.  Pebbr.  1866.  behandelten 
Aufgabe; 

Zwei  im  Punkte  A  unter  dem  Winkel  a  sich 
schneidende  Gerade  AX  und  AY  werden  von 
einer  dritten  Geraden  RS  in  den  Punkten  B  und 
C  80  geschnitten,  dass  das  Dreieck  CAß  = 
ist;  verbindet  man  nun  den  Mittelpunkt  P  von 
BC  mit  A  und  tbeilt  AP  in  N  so,  dass 


Digitized  by  Google 


236  msceUen, 

Ut,  so  soll  der  goonhetriocbe  Ort  des  Paoktes  19 
fflr  ftUe  Lagen  von  RS  beetimmt  werden,  bei 
denen  Dreleek  CAB  =  k*  ist 

Diese  Aufgabe  ist  ein  besonderer  Fall  i'incr  allt^pineiiiern, 
die  sich  im  Wesentlichen  ganz  nach  derselben  Metbode  lr».sen 
iäböt,  wie  die  speciellere  von  Herrn  Thiel  behandelte  Aufgabe. 

Die  allgemeinere  Aufgabe  läset  sich  auf  folgende  Art  ans- 
sprecben : 

Zwei  im  Panitte  A  unter  dem  Winkel  «  sieb 
schneidende  Gerade  AX  und  AY  werden  von 
einer  dritten  Geraden  RS  in  den  Punkten  ß 
und  C  so* geschnitten,  dass  Dreieck  CAB  =A:* 
ist;  tbeilt  man  nun  BC  in  Pso,  dass 

CPiCß  =  l:n 

ist,  verbindet  Pmit  A  und  tbeilt  AP\n  iV  so,  dass 

SO  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  N  fUr 
alle  Lagen  von  RS  bestimmt  werden,  bei  denen 
Dreieck  CAB  ist 

Die  Auflösung  ist  dann  dieselbe,  wie  bei  Herrn  Tbiei,  nur 
sind  die  Coordioaten  von  Pi 


1  II-] 


und  die  von  iV: 


oder: 


*=-Äjr^»'  — Air — 


*  =  15r^«'   hi^,  Ä«cosec«. 


Die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  ist  daher: 

*y  s=2(«  — 1)( -jjpj  Xc^coseca» 

welches  die  Gleichung  einer  Hyperbel  zwischen  ihren  Asympto- 
ten ist.  Setzt  man  darin  n  =  2,  so  erhält  man  die  von  Herrn 
Thiel  gefundene  Gleichung: 
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xy  —  i[        )  «■co»ec«« 
Die  Cfleiübuog  dieser  Hyperbel  xwiechen  ibreo  Azen  ist: 

V  — )i^v^  (n~i)cotiay       — V(»— l)tgiay 

also  sind  ihre  Halbazen: 

and  die  Abscisse  ihres  Brennpunktes  ist: 

e  =  — — ^  V2(it'-i)eoseca- 

Ist  a  =  00^,  so  ist  diese  Uyperbei  auch  gieichseitig,  und  ibre 
Gieichung  ist: 

a^^^y'^  =  4  (/I  - 1)  ( -^^)'  *  *«. 
Multiplicirt  man  die  beiden  Haibasen  miteinander,  so  erhält  man: 

und  foiglicb: 

/  hn  \^  ab 

was  folgenden  Lehrsats  giebt: 

Zieht  man  vom  Mittclpunicte  A  einer  Hyperbel 
nach  einem  beliebigen  Punkte  iV  derselben  eine 
Gerade,  verlängert  sie  über  iV  faioaas  bis  P, 
so  dass 

NPiAPssilih 

Ist,  Qod  zieht  dureh  P  eine  Gerade  bis  zum 
Dtnrehschnitte  mit  beiden  Asymptoten  in  B 
und  C,  80  dass 

PCtBCssUn 

ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AßC 
ein  constanter,  nämlich: 


/  hn  Y  ab 
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Yerallgemeincruiig  der  Tbl.  XLVI.  S.  359.  nitgetbfHteB  Snmnienformdii 
(4)  nid  (5)  n4  einige  daraus  sich  ergebende  spcdeUe  ftctaltate. 

Von  Horro  H.  Gurts«,  ordentl.  Lehrer  »m  König!.  Gjmn««.  so  Thors. 

Die  oben  genaooten  beiden  Formeln  laaeen  eine  bemerkens- 
werthe  Ertveiterung  oder  VeraMgemeinerung  zu»  die  ich  mir  hier 
noch  mitzutheilen  ertauhe.  Um  die  Formeln  nicht  in  ubergrosser 
ßreitc  schreiben  zu  niQsfien»  bediene  ich  mich  durchweg  des 

iSunimenzeicheiiiS. 

in  den  beiden  beiuinnteu  Formeln 

i«n(^  +  X:-i»)=""[^^«P;y)  ""*"-j!. .  .  (2) 

setse  man  der  Reibe  nacli  p^l,%,  3......  n — 3»  n — 2«  n — J, 

und  addire  säromtliche  Gletehungen,  aoerbSltman,  vrie  man  leicht 
fibersieht,  wenn  man  noeh  beideraeits  mit  aln^^  mnitiplicirt ; 

n-l    «-1 

sin4^  £  (i»--i)cos(9»-f  cos[9>'|-i(|*— l)iti]sioi^^, 

sln|i|»"5\i»— A)  sinCv  +  "i^«in[5+Kj»-.l)t]aini|»^. 

Jedes  i^roduct  rechts  veru-andle  man  jetzt  in  eine  Differenz  zvieier 
Sinusse  oder  Cosinusse  resp.,  dann  entsteht  nach  leichter  Um- 
(ormung : 

fi-i    «   

26\ni^  2  (n— i)8in(g)+Jl— liJ»)=Zc08[qp— it^f  f*-li^]+nco8((;p-ii^;). 

Die  Summen  rechts  gehören  für  rp  —  cp  —  ^iiy ,  ^  =  1;;,  p^n  resp. 
au  Formel  (2)  und  (1)  und  wir  erhalten  für  sie  bezuglich: 

8in[qp  +  j  (71  ~2)t^].8in|wtp      cos [y  -f- 1 (w~-2)  t|j] . sin |wtft 
siniy  *  siniy  * 

Dies  eingesetzt  gibt  endlich  die  Formeln: 

(3) 

"  > ' .  1  w»/«.^^ r.  sin[y-H(it-2)»].8iniitt|;-iMin(9-4i|>).ain4» 
2.  (»-A)cos(«p+A-l)i/;=   2älnHi»  ' — 

"i\it— l)8itt(9HhiL=n^)  (4) 

^    cos  [y  -f     — 2)^] .  sin      — neos  (q>  —  4^)  .sin  ^ 
~  2sio^ii;» 
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5etzt  man  bieriu  <p=^n  und  im  Uesallate  fär  7//  wieder  q),  ao 
entotebt: 

£  (ii-X)co«a-I}g)aa  fiU^l|5   ^> 

(6) 

Setzt  man  dagegen  t^  =  g;,  $0  erhalt  man  die  in  der  Ueber* 
scbrift  genannten  Formeln: 

2  in  —  k)coskg>r=i  2Äö'«i9  '  ...  .(7) 

Sie  ergeben  sich  also  ans  diesen  allgenifiin  ri  F<irinp|fi  in  der 
Ijestalt,  die  ich  detiselheii  abweichend  von  Herrn  Dorna  f^ege- 
ben  habe.  Setzt  man  weiter  9  =  2^,  so  entsteht,  wenn  man  im 
Resultate  für  ^  wieder  q>  schreibt: 

w 


f  («-««»•(*+»»=  SitHij^  . 

00) 

^(n-i)8in(i  +  l)v-  äs^l^jj  

Dagegen  erhält  man  f^r  i^  =  29>  die  beiden  Formeln: 

*^*/      IV     /o,     IX       öin(«  — l)y.«loR9) 
Z  (n-X)co8(2Ä-l)9)  =  2«lo%  ^'  •••(>!) 

2?  (n— i)siii(2A— J)9=  2  g^ipiy^  ^  (12) 

Setzt  man  aber  in  (7)  und  (8)  g)  =  2q),  so  entsteht: 

2:  (»-A)cos5U9=  ^iiÜV — ^'    '  *  '^  ^ 

•w^/      ,v  .             nsinSflp  —  sin2ng)  .-.^ 
f  (»-««n2i»  =  ^S^— •  

Verbindet  man  endlich  Formel  (7)  und  (9)  oder  auch  (8)  und  (10) 
durch  Addition  und  Subtraction  mit  einander,  so  erhält  man  beide 
Mai  dbereiostimmendi  wenn  man  noch  2y  statt  y  schreibt: 
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•| (.-i),in (2>t■^  1)^ ^-""("»^y-lJy^r  (16) 

Achnlicbe  Fonneln  wflrden  sich  durch  weitere  Specialislruo- 
gen  noch  io  Meoge  ergeben,  wir  sehen  jedoch  bierFOO  Jetst  ab 
und  wolleo  nur  das  Verfahren,  das  wir  auf  die  Formeln  (1)  aod 
(2)  anwendeten t  nochmals  auf  die  FormelD  (4)  und  (5)  in  An- 
wendung bringen«  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  den  genannten 
Formeln  nacb  nnd  nach  für  n  resp.  m,  m  —  l,  m— 2,....»  4,  3»  2 
und  addiren  sfimmtliche  ResnUate»  das  liefert: 

TO— l 


i  ^  (m* l)(m— AH- 1) eos(9» -I- iL— I  ^) 

m 

£  sin  [9  <f     "  ^)  ^1  «ain  ift^ — im  (m-|-i)  sin      i^)  •  sin  ^ 

2slnn^  * 


m 

^Seos  [9  +  Kfft — 2)  1/;] .  sin      —  |m  {m  f- 1)  cos  (qp  —  i^) .  sin 

—  2811)3^  :  • 

wo  rechts  bezQglich  —  i^).sinii//  addirt  nnd  subtrahirl 

ist  Zerlegt  man  jetst  nach  bekannten  Formefn  die  Predncte 
unter  den  Snmmenzeichen  auf  der  rechten  Seite  in  Differensen, 
so  erbmt  man  nacb  leicht  in  die  Augen  springenden  Umformungen : 


S  (m— i)(m-X  +  l)cos(9  +  A— lif;) 


m 


—  ^cos(9>-f — ^'^)  +  »ncos(g)— i^).cosii^'— m^sinCy— i^)8ioii|i 

2sinHi(»  "  • 

—  ^sln  (^-f  ^^If')  -f  si  sin  (^^Hk^) « «^A^ 

Führt  man  die  Werthe  der  Summen  auf  der  rechten  Seite  nach 
GleleboDg  (1)  nnd      ein»  so  erhSIt  man  endlich: 
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m—l 

£  (m— i)(iii-il+l}cos(9+rar4!)  ,  •  .  .(17) 

-S  (m— !){»— A+I)«iti(gx+jCT^)  ....  (18) 

_  +  w»cos (qp  -      sio j 

S«lil  man  htorio  ipisa^,  «o  ciitol*hl,  wie  leicht  sn  eebeii: 
Y(".-*)(--»+l)e«(W-I),«2^^.-^;i2J2.  (,o) 

•    1' (m-  Z)(«-A  + 1) .ia(2^- 1)»= (20) 

Ut  dagegen  ^  =  9,  so  entsteht : 

m— 1 

(w— A)(«4— A+1)co8;L9  (21) 

 »cee^yeinly^m'sm  ^|<p— co>|(fit-f  l)ygin  |my 

2;  (i»~.A)(TO-A  +  l)6inA9  (32) 

—  Sein  49  ^    ~  * 

u.  s.  w.  Die  Verglerchung  von  FonDet  (14)  nnd  (19)  liefert  nocb 
die  interessante  Beziehung: 

<») 

1  •  «  1 


Tod  dem  Herausgeber. 
Drei  Gleichungen  von  der  Form: 

vfütde  iQAB  wobl  am  Besten  aaf  lolgeade  Art  ioaen: 

10* 
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MUcetten, 


«•+  j  — «». 

««+  S  ^  as 


 5  

26  -  3cT  6a»— 26«— 3^. 
 8  • 

mit  Beiiehnng  d#r  obmo  und  uiiferea  Zelclieii  aaf  einander. 

Bei  allen  solchen  Aufgaben  ist  auf  die  Bozichnn^  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  rait  der  grussten  Sorgfalt  zu  acbten,  was 
Ton  Schülern  sehr  oft  nicht  geschieht;  deshalb  al«  Beispiel  diese 
gelegentliche  sehr  elementare  Mittheiluog. 


Druckfehler. 
Thall  XXIV.  SaiteSa.  Z.4.  aCatt  yi-|-'Sm(|«-f      «etae  man 

Tbeit  XLVL  Seite  433.  Z.  L  atati  »— m-fps.  m.  tt-m-|-I. 

tf        jf         Z.  1.  stott  c^e^  8.  m.  C^* 
„       „         -461.  Z.  9.  la  II.  11       iat  atatt  2»  dbar- 
'  all  2«  zn  setzen. 

„        M    483b  Z.  19.  aatt  4.21  a.  m.  7.21. 


Digitized  by  Go 


M€i9ier:  Die  vier  merkwSrA  PunJUed,  DreieeMi,  mtai^t^^ekmtä.  243 

* 


\ 


AB 
1. 


I 


Die  ?ier  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks»  analytisch 

behandelt 

Von 

Herrn  Hoi'gerichts - Registrator  Carl  Meitler 

in  Darmstadt. 


§.  1. 

ABC  8telit  eio  beliebiges  Dreieck  vor»  die  Winkel  desselben 
sind  A9  B,  C,  die  gegenüberstehenden  Seiten  a,  b,  c.  Die  Linie 
c  liegt  in  der  Abscissenaxe.  Der  Anfangspunkt  in  der  Spitze  A. 
Das  System  ist  rechtwinklig,  a,  ß  sind  die  Coordioateo  der 
öpitze  C  des  Dreiecks.   (Tai;  VI.  Fig.  1.). 

Verausgesetzt  wtrdj  daes  die  HShen,  die  Senkrediten  ans  der 
Mitte  der  Seiten,  die  Transversalen  ond  die  Halbiranitslinien  der 
Winkel  eines  Dreiecks  in  einem  Punkte  sicli  scbseiden. 


§.  2. 

Sebneidepänkt  der  Höhen  de^^  Dreiecks  (o;'»  y). 

(TaL  VL  Fig.  2.). 

Die  Gleichung  der  Senkrechten  ans  der  Spitze  C  ist  ^  ss «. 


i         Die  Gleichung  der  Senkrechten  aus  der  Spitze  B  auf  die 

\  Seite  6  ist,  da  sie  durch  den  Punkt  (c,  0)  geht  und  auf  der  Linie 

'  ß  et 

^,  deren  Gleichung  ^  =      ist,  senkrecht  steht,  ^=5— ^(j;—- c). 

ThdlXLm  17 
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Setzt  man,  um  den  Schneidcpimkt  fler  Hohen  zu  tindefl, 
den  reep.  Gleichungen  x  und  y  gleich,  so  erhält  mau : 


{.  3. 

Schneideponlrt  der  Senkteehteo  aus  den  Mitten  der 
Seiten  iaf\  ^').  (Taf.  VI.  Flg.  3.).    (Mittelpunlct  den  em- 

sebriebenen  Kreises). 

Die  Gleicbuog  der  Seukrechten  aus  der  Mitte  der  Seite  c 
ist  X  =  ic. 

Die  Gleichung  der  Linie  6  ist  ^  =  ^x.    Die  Coordinaten  des 

Mittepunlctes  dieser  Linie  sind  9^\ß,  |a.  Die  Gltichnng 
der  Senlcrecbten  ans  der  Mitte  von  6  ist  also: 

Den  Schneidepnnkt  dieser  beiden  Senkrechten  findet  man, 
wenn  man  in  ihren  resp.  Gleiebangen  x  und  y  einander  gleich 
setst;  man  erhält: 

1  xa     ^(c-a\      e«-f/S*~e«_^— C« 


.  4. 

Schneidepunkt  der  Transversalen  des  Dreiecks  (x"', 

(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

~2~~'    2y  Seite  a  mit  ^em 

o 

Anfangspunkte  (0,  0)  verbindet,  hat  zur  Gleichung  if^^^^;^^- 

Die  Linie,  die  die  Spitze  B  (e,  0)  mit  der  Mitte      »  ^ j 

ß 

der  Seite  b  verbindet,  bat  znr  Gleichung  y  =  ^~2e^^^^^ 


}«+-|  
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Seist  man,  um  deo  Scfaneidepunkt  beider  Lioien  so  finden, 
X  und  y  in  beiden  Gleiebangen  gleich,  so  erhält  man: 

Scbneidepunkt  der  die  Winkel  des  Dreiecks  halbi- 
renden  Linien  («i^,  (Taf.  VI.  Fig.  5.).  (Mittelpunkt 

de«  eingenchTiebenen  Krelees). 

Die  Gleichung  der  den  Winkel  A  halbirenden  Linie  AE  ist, 
wenn  man  HG  mit     bezeicboet,  da  diese  Linie  durch  A  geht: 


Die  Gleichung  der  den  Winkel  B  halbirenden  Linie  BF  ist, 
wenn  man  JG  mit  ^"  bezeichnet,  da  sie  durch  die  Punkte  B  (c»  0) 
und  J  (o,  ß")  geht: 

ff* 

Um  nun  vnd  aus  diesen  Gleiehnngen  aassueehelden 
und  etatt  Ihrer  ß  elnsnfllhrett,  eriFSge  man,  daee,  da  AE  und  BF 
die  Winkel  A  und  B  halbiren,  folgende  Properttenen  etattfinden: 

ACiAG=:CHiHG  und  BC:GB=  CJ:JG, 

oder: 

bzas^ß-'ß'iß'   und  ate^asi ß—ß"tß", 

oder: 

ö-^aiassß^ß'-tß'lß'    und    a  +  c-aic—a  =  i3— + 
da«  lai: 

6 «stt  =s uud    a-i^C'^uic-^a  =z  ß:p*; 
es  iat  alao: 

Setat  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  oben,  so  Iat: 

«  Ä  3-7--  «    vnd    «  s=  T—r-^  r,"-  c  (JT—  c)  e=        ^  (ar— c). 

IT* 
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Setzt  man,  um  den  Scbneidepankt  beider  Linien  ta  fiodeo, 
a  nad  y  In  den  resp.  ttleichnngen  gleich«  so  erbSlt  man: 

oder,  wenn  man  a^fö-fest  eeUt: 

*         t  i 

Setzt  man  für  die  Seite  a  ihren  Wettb  Sf 6*+c*—  2«c,  so 
ist;  da  dieselbe  immer  positiv  ist: 

.-ir«  J'^^^.  »iv-   


£ntfernuDg  je  aivei  dieser  Scboeidepunkte  von 

einander. 

Die  Entfemiing  der  Punkte  {x',  y')  and  {gf.  ff)  ist: 
und  setzt  man  hierHir  ibre  Wertbe  aus    2.  ond  §.  3.: 

(2c/?--/gc)«+(3«c->3«»— 
§.7. 

Die  Entfeinnng  der  Punkte       y')  ond  (d^,  y^)  ist: 
ond  setit  man  Dir  x  und  jf  ihre  Warthe  ans  §.  %  und  §•  4. : 

§.  & 

Die  Eotfernuiig  der  Punkte  {x",  y")  und  (o^,  y^)  ist: 
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UDd  setxt  mao  fOi  «  und  y  die  Werth«  aas  j.  3.  and  {.  4: 

(-'2gj3-|-/3c)*4  (|3^  ^-3«*— 3«c)« 

Bringt  man  die  Wertbe  ?od  d'*«  d''*,  d***  auf  einerlei  fienen- 
nnng  nnd  eetst  der  Kfine  w^en: 

(i:2oi3  +  j3c)«+(J:3a6  +  3a2f  ^2^2  _  /^^ 
«o  erhfilt  man: 


edw; 


9P  4P  P 


Diess  spricht  ans«  dase  io  jedem  Dreieck  S'  das  Dreifache 
lind  ö"  das  Doppelte  von  d*  ist,  so  wie,  dass,  da  d"-|-ö"'  =  d', 
diediei  Punkte  {x\y'),  y")  und  (x"\f/^)  in  jedem  Dreieck  in 
einer  geraden  Linie  liegen  und  zwar  der  Punkt  (a^",  y"*)  zwischen 
den  Punkten  (ai',  y')  und  y'%  bf"  ist  also  der  dritte  Theil 
von  d', 

$.10. 

Die  Entfernung  der  Punkte  {x',  y')  und  {x^^\  y^^ )  ist: 
eder,  wenn  man  für  w  und  y  die  VVerthe  aus  §.  2.  und  §.  5.  äetzt: 

(a(is  —  ußc  —  ßifcy  +  {acs  —  a^s  —  ß^c)^ 
=  -ßi^  ' 

§.11. 

* 

Die  Entfernung  der  Pankte  («^      nnd  (^r,  y'O  ist: 
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oder,  weoD  man  ffir  a  «nd  y  die  Wertbe  aus  §.  ^  und  $.  5.  eetit: 

^    =Vi^~T    ;  +  V      2i3  7) 

—  (/^— 2/^^)^  ^  f ««f  +  §^»^tusi — 2/3«c)« 

§.  12. 

Die  Entfemuiig  der  Punkte  {x'",       und  (x^^,  y^^)  ist: 
oder,  wenn  luaii  ffir  x  und  y  die  Werthe  aus  §.  4.  uud  §*  5.  setzt: 


J.  13. 

Werth  der  d  In  symmetrischen  Faoctionea  der  Seiten 

des  DreieciLS. 

1 

Es  ist  ^=s  6«— «*  und  «=s —  .   Settt  man  diese 

Wertbe  in  die  Gleichungen  (ttr  d,  so  ist: 

A'««  -  1  /a^-/q*6*-f3/a*6»c* 


S7i 


*)  /  «oll  iMMiclumi  die  Snnme  samnitlicher  Glieder  einer  tynnie' 
triecben  Funelion,  s.  B.  /a**^*  bei  den  drei  GrSMen  a,     e  bendchnet 
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§.  14. 

Bezeichnet  mao  a-t^ö-^-c  mit  m',  ab^ac  -^bc  mit  m"  uod 
abc  mit  m"',  so  ist: 

„  w  «-WW'^■8OT'>w''>-^8Jl^^»Jli*^16?JtW^lll**-^9l1l^*) 
*~  — «'•+4i»'»m"-8m'iii?^  ' 

■"9  — m'» + 4m'W—8m'm"'  * 

""9*  •    — fii'*  +  4//;/2m"  — 8m'm^^^  ' 

jrm 7m^*iit"  +  l2m'W^»^  J2m'3/«"— 40iiiWW"  +36m*'« 


9m""'' -j  in'hn'"  -4m'm"m"' 

§.  15. 


dleicbun^,   welche  die  drei  iSeiten  des  Dreiecks  au 
WoTselo  hat  mit  in  S  ausgedrüclctaii  Coefficieoteii. 

Di«  GleichmißeD  in  f,  14.  entbaUen  auf  der  rechten  Seite 
drei  GrßMen  m',  m^,  wf^,  welche,  wie  bekannt;  als  die  Coeffieienten 
einer  Gleichung  des  3ten  Grades,  der  Gleicbnng 

angesehen  werden  Icunnen  und  welche  mit  abwechselnden  Zeichen 
darin  vorkommen,  weil  die  Seiten  des  Dreiecks  a,  b,  e  die 
Worseln  jener  Gleichung,  als  positiT  anzunehmen  sind. 

Druckt  man  mit  Hülle  dreier  dieser  sechs  (jleicLuii<^eu  die  w  iu 
6  aus,  das  heisst,  elimiuirt  man  die  m,  so  erhält  man  dio  Coefli- 
cienten  jener  Gleichung  in  y  durch  die  d  ausgedrückt.  Unter 
diesen  drei  Gleichungen  der  d  darf  aber  nnr  eine  der  drei  ersten  sein, 
weil  diese  drei  ersten  nur  eine  Relation  ausdrucken;  ich- werde  hier 
die  erste,  die  vierte  und  die  Itlnfte  Gleichung,  d.  h.  die  Wertbe 
von  und       nehmen,  weil  diese  Gleichungen  einerlei 

Nenner  haben* 


•)  Eh  gibt  Tabellen,  in  weichen  dio  Function  J .b?  ....  dnn.h  tli« 
(Joefiicienteu  der  Gieicliung  de«  /^ten  Grade«  nnigcdruckt  i«t.  Die  von 
Meyer  Hirsch  gehen  bis  ti  =■  10.  üeriiblbu  huLiu  aicit  über  die 
Hälfte  der  Berechnung  und  mehr  sparen  köuuco,  wenn  er  bemerilt  hätte» 
4a««  die  Slle  Hotisantalreihe  and  die  Site  leiste  VertikaMbe  bei  einer 
Sttderen  alt  der  von  ihm  heiiebten  Anor4n»ng  gleidi  «ind. 
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Die  directe  Elimination  der  m  ist  jedocli ,  da  dieselben  vieU 
U^h  «Ifl  Fftetoi  in  Z&hler  and  Nenner  erscheinen,  äosserst  eem- 
plicirt;  09  ist  desbalb  Torsnzieben»  dorcb  die  Aosffibrung  der 
angedenteten  Division  der  Werthe  der  9  ein  einfaeheres  Verfahren 
bersnieiteii.  Dividirt  man  diese  drei  WerCbe  dnrch  den  Nenner, 
den  leb  mit  H  beseiebnen  will,  nnd  berffcitsiehtigt  m'  Factor 
aller  Glieder  desselben  is^  so  Ist: 

Bezeichnet  man  die  vier  hier  Forkoromenden  Grüsseo  rn^,  m", 

^.         d«  IWb.  «.Ii  «üt  P«.  I*-.  «d  drfckt  «" 

dnreb  die  P  an»,  so  erbSIt  man  wieder  drei  Gleichuogen  mit  drei 
Unbebannttttt.  Es  ist: 

H  Ä  — »'*  +  4m' 8w'«f»; 

dlHdlrt  man,  nm  wF'  absnsondem»  durch  4m'*y  so  bat  man: 

Man  hat -^i^  mit  P"*  beseichnet;  es  ist  also:  N=:-psii 


folglich: 


m 


«2  ^w"' 


im'*i^  ■  4  ^  m 


oder,  weil         gleich  i'"  und  m'*  gleich      gesetst  ist: 


hierdurch  werden  die  drei  Gleichungen  der  d: 

w=  _  P'  4-^^+21.  -1 6/>  -4/>  +4/*^' =  ~~  +^srf  2P"+  4/*», 
Ans  der  ersten  dieser  Gleiebungen  erbSlt  man; 
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Ans  der  sweiten  Gleicbmig  folgt: 

od«r: 

^P^—par  =  2d'a— 45'»^ ....  (Ä). 

Aus  der  dritten  Gleichung  ergibt  sich: 

P'szi^^äf'*  und  P"^^  P^*^%P^ir%^9^\ 

Wenn  mau  nun  diesen  Werth  von  P"^  in  den  Aasdrucl^  {M) 
subäiituirt,  so  ist: 

oder: 
das  ist: 

i^fi   • 

Es  ist  ferner: 

— d^"* — 25^ 2  r-2  ^  ^'2  5 ^ ^  r2( „  ö  r'^ — :?<5 *  +  5'«) 

Oben  hat  man  erhalten: 

P' «  =^ + 81^ + 16P» -4^F* 

,  8d^^(-^^»-2J^^^-f  16jr4 

Äd'^+ad^'^— d'*  +2d*^+2d«^»— a'« 
3(-dF»«2«/F»+d'*)«+8aJ^(-dw-»2a'w+  d'«)+i6a'^*) 
 >-4d^gdy»+2d^^y«)   S 

 äjw+pw^^ys  
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Nachdem  die  P  durch  die  Ö  ausgedrückt  siiiid,  bleii»t  zu  Her- 
steliuiii?  der  («loichun«;  —  m'y^-^m"y — m'"  =  0  mit  Coeflicienten 
in  ö  nichts  ührig,  als  die  in  in  P  zu  übertietKeii,  wodurch  ihre 
Werthe  in  d  gegeben  8ind.   Mun  ist: 

TO'«  =  P', 

aUo : 


^  =  P''.  «•  =  P'W  =  P'VP' 


GleichoDgen  der  Linien,  die  durch  swei  der  Punkte 

gehen. 

Die  Gleichung  der  Liuie>  die  darch  die  l^unkte  {a:\  y')  uoil 

4»der,  wenn  man  fÖr  x  und  y  die  Wertbe  setzt: 

«(c— tf)  b*  —  ctc 

 W  ~    «c-2a)  ^*""2^* 
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Setzt  man  ^  =  0,  so  Ut: 

Setzt  man  x  =  0,  so  ist: 

Setst  man  in  dioseo  zwei  Gleichnngeo  «  =:  ^  (Fall  des  gleich" 

«cbenkligeo  Dreieck»)»  so  Ist  :r  =  ^  and  y = od. 

Für  die  Linie»  welche  durch  die  Punkte  {x'»  y')  und  {x'",  y'"), 
«owle  für  die  Linie,  welche  durch  die  Punkte  (x",  y")  und 
{xf" ,  y'")  geht,  findet  man  dieselbe  Tangente,  da  die  drei  Punkte 
ipe't  9%  (^"»       and  («'^>  y'")  io  eioer  geraden  Lioie  liegen. 

§.  17. 

Die  Gleichung  der  Linie,  die  durch  die  Punkte  (d;',  y')  und 
iß^^f        gellt,  ist: 

oder,  wenn  mau  fär  x  uod  y  die  Werthe  setzt:  r 

y  1  -    («-i-^)c  « 

Für  ^  =  0  ist: 


X  = 


c(62— «2) +  c) 
Für  :i;s=:0  ist: 

ac(g  +  d)(A— c) 
^         — «c —  6c)* 

Setst  man  in  dieses  beiden  Gleidrasgen  «s^  ^es 
gleicbscbeokligeu  Dreiecks),  so  ist  <  =  26  -§-  c»  «  s  |  uod  jr  s  od  . 
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§.  la 

l>ie  Gtetdumg  der  Linie ,  die  denih  die  Punkte  (y,  ff*}  und 
{x'^.  y'^  gebt,  ist! 

oder«  »venp  mao  für  x  und  y  die  Werth«  setzt: 

6* — ac  ßc 

3^     *  —  c     (g-f  6)c  $ 
2""  f 

^^""7  -  /Je(2«+26"f)  r^^- 
Setzt  mftD  9  =  0»  80  ist: 

Setzt  man     =  0,  so  ist: 

Setst  man  in  dieeen  zwei  Gleicbangen  « =s  j  (der  Fall  des 

■ 

C 

gleiclisebenldigen  Drdeelie),  ee  ist  «  as  26  +  e,  '  ^  2*  ^  ^  ^ ' 

{.  19. 

Die  Gleicliung  der  Linie,  die  dnieh  die  Pnnitte  {x"',  y"*)  and 
{x^y,  yiv)  gebt,  iet: 

oder,  wenn  nan  für  x  nad  ff  die  Wertbe  aetst: 

iS  ßc 

ße_       3~T  («+6)c 

~5  r*" 

Iet  y  ssO,  flo  ist: 
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c(6— c) 

Ist  «  =s  0,  «0  ist: 

^  — 3c(«+6)-«(a+c)* 
Seist  mao  in  dieseo  beiden  Gleicbaogeo  «t  =  2 

gteichscheDkiigeo  Dreieeks),  soistsss36-|-€»  '^S*  y«^* 

§.20. 

Die  sämmtrichen  in  den  vorhergehenden  vier  Paragraphen 
aiifgeiiShrten  sechs  Linien  fallen  also,  weon  das  Dreieck  gleichschenk- 
lig ist*  in  die  in  deoi  MittetpaDkte  Ton  e  aof  e  errichtete  Senkrechte. 

Stellang  der  Sehnefdepankte» 

(Die  Veränderung  des  Dreiecks  geschieht  durch  Variirung  des 
Winkels  C  von  180^  bis  0**  bei  constantem  c  und  beliebigem  o). 

Ungleicbseiiiges  Dreieck  und  Dreiecke  überhaupt 

§.21. 

In  Taf.  VI.  Fig.  6.  ist  ABC  ein  beliebiges  ungleichseitiges 
Dreieck;  Winkel  ACB<m'',  Winkel  ^C"'/?  — Hü"  und  Winkel 
.fC"'^>90o.  Fällt  man  ans  der  Spitze  C  die  Senkrechte  CD, 
so  istf  wenn  man  AB  mit  c  und  AD  mit  a  bezeichnet,  DB=c — o 
und  (C"i>)2=a(c—a);  ebenso,  weil  C/>>  CD,  {CD)^>a{C'-tt) 
und,  weil  C^D<C'D,  (a"D)^<aiC''a). 

Wendet  man  diess  anf  die  vorliegende  Frage  an  und  behält 
die  seitherige  Bezeichnung  bei,  wonach  namentlich  die  Senkrechte 
ans  der  Spitze  C  des  Dreiecks  durch  ß  dargestelit  ist*  so  Ist: 

für  ACB  spitzwinklig :         >  c(c — a)  oder  ^ >  "^^'^'') ; 

fiir  ACB  rechtwinklig:  /3«=:a(c-«)  oder  ß=s^^^^^i. 

mr  ilC£  stumpfwinklig:  f3«<o(c— «)  oder 
oder*  da     ß  -  «y': 
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fiir  das  spitzwinklige  Dreieck:  y' <,ß* 
Übt  da«  recbtwioklige  Dreieck:  ^—ßt 
IQr  das  atampfWinklige  Dreieck: 

es  ist  al*äo  in»  ersten  Fall  der  Punkt  {w',  y')  unter  der  Spitze, 
im  zweiten  Fall  in  der  Spitze  und  im  dritten  Fall  über  der  Spitze 
C  des  Üreierks.  Da  der  Punkt  {x\  y')  stets  in  der  Senkrechten 
ß  liegt  und  diese,  wenn  inar>  den  Winkel,  au«  dem  sie  gefallt 
wird,  als  variirend  betrachtet,  stets  zwischen  den  Ncht  niceln  des 
Dreiecks  liegt,  so  befindet  sich  der  Punkt  (.r',  ?/')  im  ersten  Fall 
innerhalb  des  Dreiecks,  im  zweiten  Fall  in  der  («icn/.e  (der  Spitze) 
desselben  und  im  dritten  Fall  ausserhalb  des  Dreiecks. 

Es  ist  diese  filr  alle  ungleichseitigen  Dreiecke  «nsreicliend» 
man  darf  nar  die  geeignete  Seite  in  die  Absdssenaze  legen.  Ist 
aber  das  Dreieck  anders  gestellt,  se  lltsst  sich  die  GOlti|^ 
keit  dieser  Sätze  auch  leicht  nachweisen.  Ist  z.  B.  der  stumpfe 
Winkel  in  Ä,  so  ist  a  negatir;  folglich  y'  negativ;  also,  da  das 
Dreieck  oberhalb  der  Abscissenaxe  liegt,  {x't  y')  ausserhalb  des 
Dreiecks.  Ist  B  der  stumpfe  Winkel,  so  ist  o  positiv  und  grüsser 
als  c,  also  y*  negativ  und  {x',  y')  unterhalb  der  Abscissenaxe 
ausserhalb  des  Dreiecks.  Ist  der  rechte  Winkel  in  ^,  so  ist 
«'  =  0,  daher  jy'  =  0;  also  der  Punkt  {x',  y')  in  der  Spitze  des 
rechten  Winkels;  ebenso  wenn  der  rechte  Winkel  in  ß  ist,  weil 
alsdann  a  =  c,  folglich  ^'  =  0  ist 

lIsD  kann  hiernach  tod  dem  Pnokte  {x'y  y')  sagen,  dass  er,, 
wenn  man  C  von  180**  his  0°  variirend  annimmt,  ans  dem  positiv 
ünendtiehen  ahwürts  nach  der  Spitze  C  sich  hewegt,  dort  bei 
CssfiO**  anlangt;  bei  weiterem  Abnehmen  von  C  Innerhalb  des 
Dreiecks  in  der  Senkrechten  ß  nach  der  Grundlinie  sich  hinziehe 
welche  Grenze  aber  erst  bei  C    0^  etieicht  werden  kSnnte. 

S.  22. 

Betrachtet  man  dasselbe  Dreieck  wie  im  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen,  so  Ist  ebenfalls: 

je  nachdem  die  Spitze  C  desselben  in  C,  C  oder  CT  liegt« 
Aus  diesem  folgt: 
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p  =  ßc  -         a«  -f  /3»  =  ac,    6*  =  oc,        =«ä»        «i.  =0. 


Es  ist  aber: 

—  öc 


Ut  aUo  ~2^><>>  «o  iat  C<gO»  und  y  po»itiv,  Jekleioer 

C  ist»  desto  melir  erbebt  sieb  der  Punkt  {x'\  y")  Ober  die  Gntnd- 
linie,  bei  C  =s  0  (der  unerreicbbaren  Grenze)  liegt  der  Ponkt  in 
der,  in  der  Entrernung  \b,  mit  der  Abscissenaxe  Paralleien. 

tfi  —  ac 

Ist  ==:0,  SO  ist  Ca  90»  and  y"  gleicb  Null,  folgiicb 

{x"y  y")  in  der  Grundlinie  c  des  Dreiecks,  in  der  Mitte  von  c, 
da  x"  stets  gleich  ^c. 

— ttC 

Ist  — 2^  '^^^  ^®      C>  90^  und      negativ«  und  wächst,  je 

stumpfer  C  wird,  desto  mebr  negativ  bis  sor  unerreiebbaren  Grenze 
flir  C  =  180^  wo  {^',  ff^  im  minus  Unendliehen  liegt. 

Da,  wenn  die  Winkel  eines  Dreiecks  aa  der  Grandllnie  spitz 
sind,  wie  hier,  wo  der  Winkel  C  als  varürend  angeriommeo  ist, 
die  iSerikreehte  aus  der  Mitte  der  Basis  wouigstens  bis  zur  halben 
Hohe  des  Dreiecks  innerhalb  desselhcfi  liegt,  weil  dieselbe  erst 
in  der  halben  Hübe  und  nur  dann,  weiui  einer  der  Winkel  an  der 
Grundlinie  gleich  90^  ist,  in  den  Schenkel  (die  Hypotenuse)  fällt, 
so  ist  {x",  y")  für  C  spitz  innerbalb  des  Dreiecks,  für  C=zW 
in  der  Mitte  der  Grandtinie,  (Ör  C  stumpf  ausserhalb  des  Dreiecks. 

Diese  ist  ftir  die  ungleichseitigen  Dreiecke  ausreicbeud,  man 
darf  nur  die  Seite,  die  dem  variirenden  Winkel  gegenülierliegt, 
in  die  Ahscissenaze  legen.  Ist  aber  das  Dreieck  auch  anders 
gestellt,  so  lassen  sieb  diese  Sätse  leicht  nachweisen» 

Ist  A  stumpf,  so  ist  o  negativ  und  y  positiv.  Ist  ß  stumpf, 
so  ist  a>c;  in  diesem  Fall  muss  aber  ä>c  sein,  weil  dem 
grossten  W^inkel  die  grösste  Seite  ijeirenüberüegt,  also  y"  eben- 
falls positiv,  weil  ac<6^  (a  kann  nicht  jjrösser  als  b  sein).  In 
beiden  Fällen  ist  aber  {x",  y")  ausserhalb  des  Dreiecks,  weil,  wie 
oben  nachiyewieseo  worden,  {x",  y")  unter  der  dem  stumpfen 
Winkel  gegenüberstehenden  Seite  liej»t,  also  im  ereilen  Fall  rechts 
der  Seite  a  und  im  zweiten  Fall  links  der  äeite  b,  in  beiden 
FÜlen  aber  ausserhalb  des  Dreiecks. 
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Int  A^W,  so  iat  «  =  0  and  ,-'  =  g=,^^,  =  |  (well 

f^sil^—a^),  abo         y")  in  der  Mitte  der  üypoteoose  a, 



ktBagOo,  soi8tce»e,  also  y"  =  ^y=p^  =  iV*»-«*«^. 
also  (j/ «  y)  io  der  Mitte  der  Hypotenose  6. 

Man  kann  biemadi  Ten  dem  Punkte  {x'\  y")  sagen»  daM  er, 
wenn  man  C  Ton  \W  bie  0^  varürend  annimmt,  ven  der  Richtnng 
de«  negativ  UnendKehen  her  anfirärte  naeh  der  Grandlfnle  e  sick 
bewegt,  dort  bei  C«slNI^  anlangt,  bei  weiterer  Abnabme  von  C 
innerbalb  dea  I>reieck»  in  der  auf  der  Mitte  e  stehenden  Senk» 
rechten  alcb  aufwärts  bis  aar  Hübe  hinsieht,  weicke  Greese 
aber  erst  bei  C=0<*  erreleht  werden  könnte. 

§.23. 

Ans  deo  vorhergehenden  beirren  Parat»raphen  ^ebt  beryor, 
(iafis  ix' ,  y')  und  {x" ,  y")  stets  gleichzeitig  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  Dreiecks  oder  in  dessen  Grenzen  liegen.  Das  Erste  ist 
der  Fali  iür  ein  stumpfwinkliges,  das  Zweite  för  ein  spitzwiokligefi 
und  das  Dritte  für  ein  rechtwinkliges  Dreieck. 

$.24. 

und  (ar",  y**y 

(«^      Hegt  In  der  Senkrechten  ß\  C^',  y)  In  der  im  Punkte 
s  je  erriehteten  Senkrechten.  Je  niher  a  (Abscisse  für  («',  ) 
der  Grosse  je  (Abseisse  fOr  («^,  ^0)  ist,  desto  niher  an  einander 
sind  diese  Lioien.  Für  «  =  je  (Fall  des  gleichschenkligen  Dieip 
ecke)  fallen  beide  Senkrechten  in  einander. 

ix\  y')  zieht  fdcfa  ans  der  Rfehtnng  des  positiv  Unendlichen 
hw  nach  der  Grandlinie,  {x",  y")  ans  der  Richtung  des  negativ 
Unendlichen  nach  der  Hohe  es  fragt  sich,  da  hiernach  beide 
Punkte  an  einander  verbeigeben,  wann  y  ss^  ist  Die  Linie» 
die  beide  Punkte  mit  ebander  verbindet,  ist  nach  {.  16.: 

^ — «c-2«ir<^"-«>- 

kt  die  Tangente  dieser  Linie  gleich  Null,  so  ist  die  Linie  der 
Abscissenaze  parallel,  also  ys=y'»  Diese  Ist  der  Fall  Oir 
6»^3«c-f  &i^gsO,  oder,  da  6*» /?•+«•,  filr  /3««3«(e-e), 
woraus  /I  »  V 3a(e*e).   Es  Ist  aber  «(c— a)  =  (CDj^,  wenn 
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Aa'D=W*  (Taf.  VI.  Pig.  7.);  e«  ist  also  /  »y,  wenn  /^sCü.  V3. 
Diese  GrOsse  ß  iSest  sieb  leiebt  eoostniireii;  es  ist  die  mittiere 
Proportionale  zwiscbeo  3«  und  c — u,  auch  ist  sie  die  Seite  des 
gleichseitigeii  Dreiedu  im  Kreise  von  dem  Halbmesser  CD,  In 
der  Tat  TL  Fig.7.  ist  CD  diese  Grösse  Vaa(c— «). 

SobstltBirt  man  in  die  AesdHIeke  für     und      nimlicb  in 

e(e"^tt)        b^-—ac  r~  

-^-j — '  und  — — *  für  ß  den  Werth  V3a(c— «),  so  orhfilt  man 

jf'  s=  jf*  =  ^'^"^ — ^  =  ^«    Man  sieht»  dass  In  diesem  Falle 

von  der  Spitse  C  doppelt  so  weit  entfernt  tat,  als  y) 
von  der  Groadlinie.  Es  iat  diess  allgemeio  der  Fall,  denn  die 
Entfernung  tob        y')  Ton  der  Spitse  C  Ist  das  ist 

— y '^'^  oder,  da  o*  +  ^*  =  6*,  ~~ß~^'   *^ie  Entfernung  von 

^S  _0  0^  ^a  aas  flf* 

(^'»  y)  von  der  Grandlinie  Ist  — ^—  ,  die  H&lfte  von  — g— . 

\  Ist  die  Tangente  unendlich,  so  ist  die  Linie  senkrecht  auf 
der  Abscissenaxe.  Diess  ist  bei  obiger  Gleichung  der  Fall  für 
c— 2o  =  0  oder  a  =  ic,  also  beim  gleichschenkligen  Dreieck. 
Substituirt  man  diesen  Werth  |c  fiir  a  in  den  Zähler  des  Aus- 
drucks fSr  die  Tangente,  so  erhält  mau  —  c^.  Ist  auch  diess 
gleich  Null,  so  ist  6  =  c,  das  Dreieck  gleichseitig  und  die  Linie 
reducirt  sich  natürlich  auf  einen  Punkt 

Wird  ß  grösser  als  V"3«f(c  —  a),  so  wird  C  spitzer,  (a.',  y') 
rückt  nach  der  Grundlinie  und  (x'\  y")  nach  der  Uuhe  \b.  Wird 

ß  kleiner  als  V^3a(c  —  er),  so  wird  C  stumpfer,  {x',  y')  zieht  sich 
nach  der  Spitze  und  (V,  y")  nach  der  Grundlinie.   Setzt  man  in 

die  Robtlon  /3«  =  3a(c-o)  für  mIbsd  Werth            md  Ittr 
< 

5a^e*— a* 

a  seinen  Werth  — -^-^  $  so  findet  man 

< 

eine  RetaÜea  iwiacbeo  den  DreieckaseHeii. 


TbtUXLm  18 
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$.23. 

(^^  y'")  Hegt  nftcb  9.  «tefs  Bwiflcben  (a^»  y')  und  {af, 
ood  iwar  von  ersteien  PoDkt  noch  einmal  so  weit  entfernt,  als 
von  letsterem.  Es  ist  ferner  (j^,  y*")  stets  innerhalb  des  Drei- 
eelu,  denn  dis  Linien,  die  von  der  Spitse  des  Dreieeln  nach  der 
Biitt«  der  g^enfiberliegeoden  Seiten  gezogen  werden,  sind  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  inneriialb  des  Dreiecks»  folglich  sind 
es  aaeb  ihre  Schneidepnnkte. 

jT  Ist  gleicb  |,  gleieb  §j j  y  ist  gleich  -^^^  gleich 

Ist  non  /^^SoCc— «),  so  ist  y'">y^;  In  diesem  Fall  ist  aber 
(voriger  §.)      <  ^ ;  also«  da         y**)  swiscben  und 
y")  liegt«  y'^<2^^    Nach  Ibniicber  Sehlnssfolge  ist  für 
/l«<3«(c— «),  i*<y'  ODd  y'>y.    Fflr  jJ«sB3«(c-«)  ist 

.r'"  kann  grösser,  gleich  oder  k!t  iner  aU  sein.  Diess  ist 
in  der  Gleichung  x"'  =  \{ci'\-c)  —  -f  7/1  enthalten,  wo  m  posi^v, 
JNuii  oder  negativ  geuoiumen  werden  muss.    Diese  Gleichung  ver- 

wandelt  sieb  In  2«sc46iii  od«r»  da  «ss  ^         ist»  in 

 s=c-i-6flt  oder  endlich  in  ms«.^  —  

c  c 

Ist  6>a»  so  ist  m  positiv  und  a?'^>ic.  Ist  6  <a,  so  ist 

negativ  und  <  |c.  Ist  a  =  6,  so  ist  m  =  0  und  a:"'  =  ic. 
Coostruiren  ISsst  sich  diese  Grösse  m  leicht,  sie  ist  dec  sechste 
Tbeil  der  vierten  Proportionale  za  a-l~6,  a—ö  und  c 

(o:'^,  y'O  li©gt  ebenso  wie  y")  stets  innerhalb  des 

Dreiecks.  Diess  geht  gchon  daraus  hervor,  dass  die  Linien, 
welche  die  Winkel  eines  Dreiecks  Lalbiren,  stets  zwischen  den 
den  Winkel  bildenden  Seiten  Hegen;  folglich  auch  der  SchneiUe- 
puukt  dieser  Linien  stets  innerhalb  des  Dreiecks  sich  beünden 

ßc  c 

mnss;  es  folgt  diess  ah«  «u«b  «m  y^^^ sst^  s^ß.ji  wgftaiHi»^ 
spricht,  dass  y^^  stets  klelDer  als  ß,  weil  j  =  stets  ein 
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ächten  Bruch  ist,  in  Verbind iinp;  mit  dem  Umstanflc,  dass  :r^^, 
(i  mag  griisser  oder  kleiner  als  \c  sein,  stets  zwischen  den  Punk- 
ten der  Abscissenlinie,  in  welchen  und  die  den  Winkel  C  hal- 
bireritle  Linie  dieselbe  triflft,  sich  befindet,  die  Senkrechte 
also  stets  zwischen  diese  Linien  und  um  so  mehr  zwischen  die 
Schenkel  6  und  a  des  Dreiecks  iälit 

^  /Sc  ^  5 

Vergleicht  mo  «'^  mit  «  »  so  ist  ff^^^^ft  »  das  ist  ^  ss«. 

<  '  <^ 

>  > 

Diess  reducirt  sieb  auf  3c=:«  oder  c=:  j^(a  -|-  6).   Ist  also  c  >  i(a-f  6), 

<  < 

so  ist  9^^>^\  ist  c<|(a-f>A)»  so  ist  ^^Ky^^i  ist  eiidneli 
€  =  Ka-f&)t  00  isty^^ssy^,  d.  h.  die  Packte  {x^'\  g"^  and 
(j^^  y'^)  liegeD  in  einer  dnd  derselben  der  JC-Aze  pafailelen 
Linie.  Das  Letztere  geht  auch  aus  der  Gleichung  hervor^  "^welche 
dle^^e  beideo  Punkte  mit  eioMider  verbindet  nod  weiche  nsoh  {•  19. 

nämlich  der  Abscissenaxe  parallei,  wenn  ihre  TaogeDte  gleich 
Null«  oämlich  s  =  3«  oder  e  =     -f-  6)  ist. 

Die  Linie  ist  senicreeht  «vf  der  Ahseissenaze,  die  Punkte 
faiien  also  In  eise  auf  die  JT-Axe  senkreehte  Linie  (ät  «(s-^dc) 
-f  e{s — Z6)  s  0>  frelches  eintritt  fiir  «  =  in  und  assb,  also  USt 
das  gleichschenklige  Dreieck. 

Läset  man  den  Winkel  C  von  180^  bis  0^  abnehmen,  so  geht 
{x\  y')  aus  dem  positiv  Unendlichen  nach  der  Grundlinie  c, 
während  {x^^\  y'^')  von  c  aus  aufwärts  strebt;  es  müssen  folglich 
beide  Punkte  in  ihrem  Zuge  an  einander  vorbeigehen.  Hut  der 
Winkel  C  bis  DO**  abgenommen,  so  ist  {x',  y')  in  der  Spitze  C 
Bei  Kleinerwerden  von  C  steigt  {x',  y')  in  das  Dreieck  hinab 
und  kann  nun  erst  {x^^,  y^^')  begegnen,  weil  dieser  Punkt  be- 
ständig innerhalb  des  Dreiecks  ist. 

Betrachtet  man  Taf.  VI.  Fig.  7.,  in  welcher  die  Linie  CD 
der  Gleichuni(  =  3a(c— ce)  entspricht,  so  ifit  für  diesen  Fall 
ßz=  C''Dz=iC'D.V^y  weil,  wie  bekannt,  CB^aic^-a). 
Diese  Linie  erreicht  ihren  höchsten  Werth,  wenn  CD  am  grossten 
ist.  Diess  tritt  bei  tf  =  ic  ein;  ß  =z  CD  ist  alsdann  icV3.  In 
diesem  Fall  ist  das  Dreieck  gleichseitig      folgikh  a-^ö  —  2c 


•>  Ä  ^«  +  ««  =  i(3c«)  +  =  ^» ,  also  *  SS  tf.  Da  nno  für 
asslCf  as:#>  w  lit  «s^se.  Data  ^ss^^yS  cia  Haxfmom  ffC; 

18» 
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oder  c  =  i(a-f6).    Bei  allen  Werthen  vo»  Ist  also  ß,  da- 

her a-f  6  kleiDer*)^  und  folglich  2e>a  +  6  oder  c>üa-i^b).  Es 
liegt  daher,  wenn  ß  bereits  dis  RObe  V"3«(e— «)  erreicht  hat, 
nach  dem  Vorhergehenden,  wonach  für  e>i(a-|-6)>  y"^>y*'» 
der  Puukt  (x'f",  ^^^^  Punkte  (a;"',  y"')  und  auch  über 
dem  Punkte  (x',  y%  weil  bei  /S«=3a(c~a),  /=3^"  und  (r"', 
stete  zwischen  (a:',  y')  und  {af',  y")  sich  befindet.  Das  Anein- 
andervorbeigleiten  der  Punkte  (a:'^,  y^^)  und  (a;',  y')  ist  also, 
wenn  ß"^  die  Höhe  3o(c — «)  erreicht  hat,  bereits  geschehen,  niusstt» 
also  bei  ^^<3o(e*a)  geschehen  seio»  und  swar,  nach  17.» 

bei  /J^«  ^(c— o),  dem  ftdlwertbe  der  Tangente  der  Verbindung»- 
linie  der  Punkte  (ar'^  y^'  )  und  (a;',  y  )         £•  ist  also  ffir 

das  DiffvnMiiale  ^rsO  «nr  die  Gleiehuaff 

sncht;  man  findet  ^=^^^^^=0  and  hieran«  «sslr. 

Die  Linie,  welch«'  die  (ileiehunir  (^)''=:8a(<?  —  o)  durtlellt,  ist  in 
Tttf,  VI.  Fig.  T  «.)  durch  den  Funkt  t'"  Itezeichnet;  aie  ist  eiae  getchl»«- 
«ene  Corve  mit  vier  ■ymnietrischen  Zweigen. 

*)  In  Her  Siiten- Relation  (§  24)  —  rt'')^  =  cH2c»  —  —  «*) 
ist  ö  entweder  gleich  a  oder  von  a  vertchiedeu.    Ist  6=a,  «o  ist 

ö«  =  0,  nt«o  2c«  — d*— «•»  das  iat  2ö«  =  0,  folglich  fl  =  C; 

a  ^  b  C  und  da»  Dreieck  gleichseitig.  Ist  b  von  a  verschieden^  so 
Ut(*»— «•)•  positiv,  alfo  9<r*>  <^*>l(**+ö*),  C">K2^*+2«*), 

<;>i'r  2^*-f2ö*.  Üiun  ist  aber  2/)- +  2a' >  ö- +  2öä  ,  das  ist 
^*-|-«*>2ad.  OisM  wird  klar,  wenn  mis  die  grössere  Ssito,  s.  B.  b, 
mit  a + m  beselebael*  Mnn  bnt  alsdaaa  -|-  -|-  Som  -f  m«  >  2a(a  m> 
nder  9«*-|>9e«v4-ei*>  Se*-|- Sim,  was  offealMir  richtig  istt  es  ist  also» 

dayM«-|-Stf*>y«*-|'^*'l-M«  das  ist  grdssssr  als  a-f«,  aaeb 
^^i(a'|-^).  Ist  folglich  a  Ten  A  Terschiedca,  d.  h.  das  Dreieck  un- 
gleichseitig» so  ist  i(aH-^)<<^-  Hier  ist  unterstellt =  S«(ir^ 
wo  ß  die  Seite  C!^D  des  in  den  Kreis  vom  Halbmesser  &'D  eingeschrie- 
benen gleichseitigen  Dreierks  ist.  Ist  also  bei  diesem  Werthe  von  ß 
a  nicht  gleich  b^  so  ist  \ifl\b^<^c  oad  ist  11  =  ^,  eo  Ist  das  Dreieck 
gleichseitig. 

Snbstittturt  man  in  ^*  =^(^.«)  m      den  Werth  d«—«» 

und  Üir  «  oder  b  seinen  Werth  ans  der  Relatien  ^*-f  te»  so 
erhält  man  eine  Gleichung  in  b  edsr  «,  deren  Wursela  das  Drdenk  be- 
stimmen ,  wofür,  fir  eia  gegebenes  rnnd  n,  die  Oidfamten  nnd  yi^ 
gleiidi  sind. 
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P  ^  3ik(e— «),  y"'>.y'.  Für  ^  =  3ii(c--«)  ist  a-f^  » dae 

ist  c  =  i(ö  f  6)  nur,  wenn  «  den  Werth  ic  hat;  es  kann  daher 
filr  jj«<3a(c— «),  4(a  +  6)  =  c  oder  4(a+6)>  c  nicht  Statt  finden; 
•s  liegt  also  filr  |5«<3a(c-a),  (a:'^,  ^^^)  stets  Aber  {x'",  y"% 
Da  nun  fiBr  ^<3a(c— a),  y"  <,y\  so  sind  die  irier  Ordinaten 
der  vraciisenden  GrOsse  nach  geordnet,  für  /3^<3a(c— a),  y'\  y'*\ 
3f'  for  ^r^y*  und  y  ",  y,  ytw  nach  =  Der 
Ptankt  {d*^  /)  liegt  in  diesem  Falle  unter  denn  {x'\  y") 

Ist  bei  C  stampf  anter  der  ttrandlinle.  also  anter  (x"'»  iy'")>  das 
stets  innerhalb  des  Dreiecks  ist  Beide  Puokte  steigen  aufWSrts« 
gleich  sind  sie  erst  bei  /S*«  3a(c— o),  also  ist  flBr /3*<3ii(e^«), 

Be!  /J«=3ö(c— ö)  ist  y^^'>y'",  aber  y'  =zy"  =  y"'.  Die 
Stellung  der  Punlite  zu  einander  ist  hierdurch  bestimmt. 

Wird  ^>3a(c»a),  das  Ist.  nimmt  der  Winkel  C  mehr  ab, 
so  ist  y>y',  also  y"'<,y"  und  >y.  a  und  b  werden  mit  ß 
grosser,  also  tritt  hei  jS*>3a(c  — a)  einmal  der  Fall  ein,  wo 
n^b>^»  folglich  c<|f«  +  Ä)  und  y^^ <y'"  Statt  ändet.  üeber 
fj^  SS  3a(e— a)  hinaus  sind  also  Anfangs  die  vier  Ordinaten  y,  ab- 
nehmend geordnet,  y'^,  y",  y'",  y',  dann  y'\  y'^,  y"',  y',  zuletzt 
al)pr  und  bis  an's  Ende  der  Wanderung  der  vier  Punkte  y^',  y"\ 
y'f",  y\   Der  Paukt        y")  erreicht  den  Punkt  («^^  erst 

far       3a(a-*i;)  and  «war  in  dem  Punkte,  wo  ($.  18.)  — ' 

=  ;  denn  (a:",  y)  ist  Air  C  stumpf  unter  der  Grundlinie 

r;,  (a"  ,  ?y^0  über  derselben,  also  über  y").  Bei  ]5*=3a(c--a) 
ist  (.x^^  y")  noch  über  (V',  ;/');  es  tritt  also  y'^  =  y"  erst  bei 
^*>3a(c  —  a)  ein.  Die  Anordnung  der  Ordinaten  ist  daher  bei 
|3«>3ß(c— a)  Anfangs  7/^^,  y'",  y\  dann  tßV,  y' .  Die 
Gleicbheit  von  y  und  y^^  tritt  Iriibcr  ein  als  die  GJoicbhelt  von 
y"*  und  y^^t  das  hoisst,  (jtr",  erreicht  {x^^,  y^^)  früher,  als 
(j:'",  y'")  den  Punkt  (x^^^,  y'f)  erreicht;  denn  fände  y"'>y^^ 
fröher  Statt  als  y">y'^.  so  wurde  (x",  y")  denPmkt  (x'",  y*% 
den  es  bereits  bei  j8*=s3a(e->a)  eingeholt  hat,  nochmals  pas- 
siren  mflssen,  ehe  es  in  gleiche  Linie  mit  {x^^,  y^^)  käme;  da« 
her  die  Anordnung  y",  y'",  y^^,  y'  die  lotste  ist. 

Die  Ordinaten  $f  sind  also  der  wachsenden  Grösse  nach  ge- 
ordnet: 

för  ^<3«(c^«):  y",  y"',  y";  y'. 
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für  ß^^Mc-a) :      =  y"  =  y'",  ^ ' ; 
für  jj«>3«(c-.«):  y\  y'".  y'\ 

V'»  y"\  y^^.  y'\ 

Weon  die  vier  PnolKte  in  einer  und  dersetben,  der  JT-Aze 
parallelee,  Linie  liegen  sollen»  so  mvee  gleicbseitiis  s  3«(c^«) 
nnd  csKa-i-ft)  Statt  finden.  Snbstitnirt  man  diesen  Werth 
i(a-f6)  flir  e  In  die  Seiten-Relation  ({.  24.  am  Ende)  (e*-6*)* 
A  G*(2c*— 6*— a^,  so  findet  man  a— 6  s  0,  das  ist  «  a  also 
a  6  =  c.  Das  Dreieclc  ist  al«o,  wenn  y'  =  y"  z=  y"*  =  y^V^ 
gleichseitig;  in  welchem  Falle  die  vier  Punkte  in  einem  Punkte 
zaBaiumeoralien.  (Siehe  die  zweite  Anmerkung  an  diesem  Para- 
graphen). 

Diess  in  i>czug  aal  die  Entfernung  der  vier  l'unkte  von  der 
Abscisseuaxe  au  aufwärta,  aUo  in  Bezug  auf  die  Grösse  der  Or- 
dinaten  y.  Was  die  Eotfernung  der  Punkte  von  der  Ordiuaten- 
axe,  das  ist  die  Grfisse  der  Abseissen  betrifft,  so  geben  die 
folgenden  Ausßlhrungen  Aafsehloss. 

x^V  kann  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  \fi  sein.  Diess  ist 

In  der  Gleichung  jp^'ä  ^ — ^— ^  =  Ic+m  enthalten,  wo  m  positiv. 

Null  oder  negativ  zu  nehmen  ist.    Uiesfi  gtebt  %ac  \1l»c^  ct\^m 

oder,  da  ff  SS  — — ^  und  sssa-f-^-l-e  Ist,  6*— aS-^— '«w^^im 

und  f»  =s  ^  2(ff-H^-f  c)  ^"  =i(^-*«)«  Ist  Ä  >  «,  so  Ist  i»  positiv 

und  x^^  grosser  als  \c\  ist  b  <,a,  so  ist  m  negativ  uod  x^^ 
ist  eoUlich  b=za,  so  ist  i»  =  0  uod  o;-'^  =  ic. 

x^^  ist  also  gl^ch  {ß^W^-a)i        aber  (§.  25.)  gleich 

löt  6  —  a  positiv  und  A  +  a>3c,  so  ist  x'"  und  x^^*^\c  und 
<«*),  und  os""^  x^^  ;  es  liegt  also  der  Punkt  {x^f\  y^^  )  der  Ür- 
dinateuaxe  näher  als  der  Punkt         y'").    Ist,  Lei  b  —  a  positiv. 


*)  Für  b  —  n  poauiv  lic^t  <1ei-  grusaere  Tlici!  des  Winkels  C  und 
der  grössere  T heil  dci- Seite  c  iiiiks  von  ß\  es  faUea  deasliulli  die  Liaico, 
die  den  Winkel  6  und  die  Seite  C,  van  der  Spitze  C  anägezogen,  theilen, 
links  von  ß.  In  diesen  Linien  müssen  aber  die  Funkte  iß.'",  p'")  uad 
(xJy^  yiV^  liegen;  und  x^V  find  daher,  hei  poiltiv,  kleiner 
aU  «.  Bei  ö^a  negativ  ist  die  Sache  umgolcchrk. 
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Ä+a<3c,  so  ist  sc"'  und  x^^  '>^c  und  <«  und  x"'<,x^^\  es, 
lie^t  also  der  Punkt  {x'" ,  y'")  der  ()r(]inafenaxe  nSher  als  der 
Punkt  {x^^\  J/"^)-    f'^t,   bei  6— a  positiv,  ö-i-a^lJe,   so  ist  x'" 
und  ^^'  >^c'  und   <a,  aber  ar"'  =  a:^'  ;  die  Punkte  (x"\  y'") 
und  (a:''^,  j^^')  sind  also  gleicbweit  von  der  Ordinateuase  entfernt. 

Ist  b  —  a  negativ  und  6-f  a>3c,  so  ist  x'"  und  a:^^<ic  und 
>«  und  a:'"<.^^^;  der  Punkt  (x'",  y'")  liegt  also  der  Ordinaten- 

axe  näher  als  der  Punkt  {x^^\  V^^)"  b  —  a  negativ  und  b-\-a 
<3<?,  so  ist  x'"  und  <  und  «  und  .r"">  a:^^';  der  Punkt 
{x^^\  y^^^)  liegt  also  der  Ordinatenaxe  naher  als  der  Punkt(ar"',  y"% 
Ist  bei  b  —  a  negativ  6  +  a  =  3c,  so  ist  x'"  und  xJ^  ^^^c  und 
>«  aber  x"'=zx^f'  und  die  Punkte  (.r'",  y")  und  (.r'^',  yO«iod 
gleicbweit  voo  der  Ordinatenaxe  entfernt.  —  Ist  also 

tt>|c»  80  ist  6>a, 

und  es  sind  der  Grösse  nach  geordnet  die  Abscissen  x 

für  6 +  a=3c;   a?",  a;'"=j;'^,  a;'; 

«i<ie,  so  ist  6<a»' 

.  und  es  siod  die  Abscissen  x  der  Grösse  nach  geordnet 

r<lr  6-|-a<3c:  «'^  «" 

«=4e,  80  ist  6ssa  und     ^oT^s^a^  ^x^^^^* 


Bei  d«r  seithorigen  Untmacbung  war  die  GrOese  von  a  will- 
ItMiTlich  geblieben ;  sie  gelten  also  für  jeden  Werth  von  «  Itlelner 
als  e\  ebenso  geht  aus  dem  Vorhergehenden»  namenflich  ans  {.  26. 
nnd  §.  26,  hervor«  dass  die  vier  Senlcreehtea  auf  der  Aliseissenaze^ 
io  freichen  die  vier  Schneidepunkte  liegen,  um  so  näher  ^nander 
sind,  Je  kleiner  der  Unterschied  awlschen  den  Seiten  a  nnd  b  ist; 
and  dass  sie  folglich  in  eine  Linie  zusammenfallen,  wenn  dieser 
Unterschied  aufh^irt,  d.  h.  wenn  das  Dreieck  gleichschenklig  ist. 
Dieser  Fall  bietet  einige  Besonderheiton  dar  und  soll  desshaib  in 
den  folgenden  Paragraphen  beeondeta  erOrtert  werden. 
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J.  28. 

Gleichschenkliges  Dreleeh« 

Im  gleichschenkligen  Dreiecke  ist: 
«sie»  /3«=6»--ie»«i(4A«-<i^,  tf«|V4Ä»-c»; 

alao : 

3c« 


6V46«— 


*  +  c  *    ~  2(46«— c«) 

_  c(26~c)  _  66c -3c« 
~  2  V  46«  -.€»""6  V^46«-7^* 

Im  gleieheehenMigen  Ureleeke  liegen  atee  die  vier  Punkte» 
da  »  flir  alle  den  Werth  |e  bat.  in  der  anf  der  Mitle  der  Gmnd« 
linie  errichteten  Senkrechten. 


{xU  y)  und  (^",  y"). 
Ut  6<Ct  alee  C>60»,  ao  ist: 

262<2c*.   26«-c«<c2,  6*«-Sc2<3c«; 

demnach  iy'  >  y".  In  diesem  Falle  liegt  also  der  Schneldeponkt 
der  Huhen  über  dem  Schneidepunkte  der  Senkrechfcn  aus  der 
Mitte  der  Seiten.  Ist  C>60o  aber  <9(>>,  so  ist  iC<45o,  also 
/l'v45<>  und  ß  (die  dem  Winkel  A  gegenüberstehende  Seite)  >ie> 
§^  >  |€«.  Hält  man  diese  mit  der  Gleichung 

^     2  v"46«-c»'*'  l  V  4/7'^  l5* 
ausammen,  so  Ist,  weil  |c'<jS*,  der  Factor  von  ß  ein  fichter 
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Bruch;  rolglicfa  ^'  <^§  and  positiv,  also  {x' ,  y')  innerhalb  des 
Dreiecks;  es  ist  aber  andi  fi*Ä^-f  |c*  >  ic',  weil  ß*>\c*, 
dM  i«t  26*>€*  oder  26*— <!*>0  oder  positiv;  folglieh  f  posiÜT. 
Femer  ist  ^  >  /)*  —  m  (m  eine  unbestiniiite  positive  GrSwe); 
folglich: 

/5*>6«— ic»-m  und  |J»>46*- ic»  + 

also.: 

/l>5^— j  j| —  /'>y +^~^ —  oder^>y', 

wenn  man  die  anbestiromte  illitubriiche  GrOsse  m  i^leich  lA* 
setzt.    Es  sind  demnach  bei   C  >  60"  und  <  90<^  die  Punkte 

i  y")  innerhalb  des  Dreiecks. 

Ist  C  =  90",  so  ist  iC=45o  ^  =  46'\   also  /J  =  lc, 

^  =  ^*  oder  4/^  =  c*.  Führt  man  diesen  Werth  von  in  die 
GieichuDg 

ein,  so  ist  es  ßüit  also  bei  C=:90^  der  Schneide- 

puokt  der  flOben  In  die  Spitse  Cdes  Dreieieke*  y  let  aber,  well 

6*  =  i3*-|-|c*  =  ic«f ^=s|cs  oder  66*=33c*. 

Neil;  der  Scbneldepnnkt  der  Senkreehfen  aos  der  Mitte  der  Sei*- 
ten  fUlt  aleo  bei  C^W  in  die  Mitte  der  Gmndlinle 

let  C>  90«,  80  ist  ^  <45ö,  also  ^  ood  /3«<4€«,  Be- 
rficksichtiKt  man  diese  Ungleichheit  bei  der  Gleicbong 

>  _  Ig  jg« 

eo  ist  ^>l,  abo  ^'>p. 

Der  Schneideptinkt  der  Hohen  rückt  also  von  C  über  90^  an  fiber 
die  Spitze  C  dos  Dreiecks  hinaus  and  filüt  ausserhaib  des  Drei* 
ecke  in  die  Verlängerung  von  ß. 

Ferner  ist,  da  ß<,\e  und  ^<ir^,  wenn  man  diesen  Werth 
von  ß  in  6»=/3«+ic«  berOcksichtigt,  6«  <  ic«  oder  26«  <c*,  also 
2^1^^  <0  oder  negativ;  es  ist  alao,  da  26*  — der  Zähler 

Ton  y  «  «t,      negativ  und  der  Ponkt  {oT]  y)  ftnt 

dennacb  von  C  fiber  W  an  nnter  die  Gmndlinie  in  die  Verlän- 
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geruna  von  ß.  Die  Grenze  ist  hier  6"=iÖ0^.  in  diesem  talle 
ist  /i  — 0,  alsu  y"= — 00  und  j^'=-f-oo. 

Ist  Ä  =  e,  so  ist  (las  Dreieck  gleichseitig  und  C=60**;  in  die- 
sem Falle  ist  66«-3c*  =  3c2,  folglich  ^  zszf.  Bei  dem  gleich- 
seitigen Dreiecke  faiien  also  die  PuDlcte  Euaammen  uod'ea  iat  dafiir: 

t     ^     X       ^    j     1,      ^      V3c«    2/5  ß 
«'«:r^«4e  »od  y«ar=:ij^=:-g-«f  =  |. 

ist  >  c,  also  C<60«,  80  ist  26«  >  2c«  und  26»-c«>c« 
ferner  6/>*  — 3c2>3c«  oder  y">.y';  in  diesem  Falle  liegt  also 
der  Schneidepunkt  der  Höhen  unter  dem  Schneidepunkte  der 
Senkrechten  aus  der  Mitte  der  Seiten.  F?ei  C<  W  ist  \C<W^ 
und  A  >  (K)*\  also  ß  S  ^c.  Es  ist  ilalter  nach  denselben  Aus- 
führungen wie  bei  C>  60",  aber  <  90^,  {x\y')  und  (t",  y")  in- 
nerhalb des  Dreiecks.  Die  Grenze  ist  hier  ^  — i5=90*^',  also  da 
a  =  bcosA  und  j?  =  6sin^,  a  =  ü  und  ß^b,  in  welchem  Falle 
jy'  =  0  und  y  =  ^6,  hier  gleich  wie  «x. 

Erwägt  man  daa  Vorhergehende  und  betrachtet  C  von  180^ 

an  bis  0^^  abnehmend,  so  geht  (ßf,       Tom  negativ  Unendlieben 

aoa  nach  der  Mitte  der  Grundlinie  und  (x*,  y')  aus  dem  positiv 
Unendlieben  nach  der  Spitze  C.  Diese  Punkte  werden  bei  C=:9(y* 
erreicht.  Von  C=90«  bis  C=()üo  befindet  sich  {x" ,  y")  im 
ersten  Drittheil  von  ß  und  (x',  y')  in  der  Länge  von  der  Spitse 
C  bis  zu  \ß.  Bei  C  =  W  treffen  {x' »  y')  und  {x" ,  y")  in  zu- 
sammen. Von  C=60^  bis  C=0*^  geht  (^',  bis  zur  Grund- 
iinie  nnd  (or",  yf*)  von      bis  zur  uoerreicbbaren  Grenze  ^6. 

y')  nnd  (d/'»       sind  aiso  steta  gleichzeitig  innerhalb 
oder  anaaerhalb  dea  Dreiecke. 

j.  ao. 

(m  M\ 
^  »  y  > 

Iat  6<ü,  also  C>eO^.  ao  ist  46»-c><3<^.  also  y''<y; 
femer  66*— 3c»  <  46>— also  y"  <y^<  Der  Punkt  y'") 
liegt  also  in  diesem  Falle  zwischen  den  Punkten  (jai^,  ff'}  und 

Ist  6=sc,  also  C  =  60**  (Fall  der  GleichseUigkeit),  so  ist 
yj^zstjf  Die  drei  Punkte  fallen  also  in  eiuen  zusammen. 

Ist  6>c,  also  C<60o,  so  ist  46«— <*«>3c*,  also  y'">y'; 
ebenso  ist  bei  6>e,  26»>2e«,  «A«>2c»+46»,  6*»>3d*-i?«4-4A«, 
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66*— 3c« > 46*- c«,  also  y'>y^'.  Der  Punkt  {x"\  y'")  liegt 
also  in  diesem  Falle  ebeofalU  zwischeo  deo  Punkten  {x',  y')  und 

Es  liegt  also  {x"\  y'")  zwiechen  («',  y')  und  {x",  y")  oder 
es  fallen  diese  Punkte  in  einen  siieanimen.  {x"\  y'")  ist  aber  stets 
iDnefhalli  des  Dreiecks,  da  y"'  =  \ß  für  jeden  Dreieck  gilt  und 
ausserdem  bei  dem  gleicbecbeiikiigea  Dreiecke  («"S  in  der 
Hobe  ß  WegL 

Eise  weitere  Vergleicbong  der  Ordfeaten  y'*',  y",  y'  ist  nicht 
nofhvFendig,  denn  flir  €=90»  liegt  {x\y')  in  der  Spitae  C, 

y)  «Iat  Grondlinie  e,  alae  (ar"',  ^'")  awisehen  beiden.  Fdr 
C>  W  tiegt  ix',  fiber  der  Spitze  C,  (a:",  unter  der 
Gmndtinie  e,  also        y'")  ebenfalls  swiscben  beiden. 

Der  Zag  von  {x"\  y'")  gebt  also,  weim  man  den  Winkel  C 
von  180®  bis  0®  abnehnien  ISsst,  von  c  ans  nach  oben,  {x' ,  y') 
ist  über,  (^',  y")  unter  ihm,  bis  der  Winkel  C  auf  90^  kommt. 
Hier  fallen  die  drei  Punkte  in  einen  Punkt  zusammen.  Wird 
C<90o,  so  ist  nunmehr  ix'",y'")  über  {x',y')  und  unter  {p^',y"), 

'     §.  31. 

(«"^f  i/^^)  und  Vergleichuug  der  Ordioaten  y. 

Ist  6<c,  also  Winkel  0  60»,  so  ist  66c  <  Cc^,  das  ist 
66c— 3c*<3c3,  also  y'^<y';  ferner  ist  in  diesem  Falle  O^^s^ü^c 
und  66«— 3c«<6ftc~ac«,  also  y"  <y^K 

(x^V^ylV)  ist  also  für  zwischen  (a:', /)  und  {af\^ 

Der  Punkt  {x"*,y"')  liegt  ebenfalls  zwischen  diesen  Punkten»  und 
zwar,  da  für  *C>  60^  die  Grösse  i(a  +  6)<c  (für  C=W 
ist  a-\-b=i^c  und  ^{a^bj^c)  nach  §.26.  über  dem  Punkte 
{x^^  f  y^^)*  Die  Ordnung  der  Ordinaten  y  ist  also  bei  C>  60<* 
nach  wachsender  (irösse  y",  y'",  y^^,  y\ 

Oaas  s^"  <  y'^  gebt  aoch  aus  folgender  Betraehtoog  bervi». 
Ist  6<tf,  so  ist  6s e — m,  also 

ebenso  ist: 

660— 3c>  =  6(c  -  m)  c  -  3c»  Ä  3c*— ßcm. 

Jener  ist  der  Werth  von  y'"«  dieser  der  Werth  von  y^.  Zieht 
man  beide  GrOseen  von  einander  ab»  so  erbilt  nlans 
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c«  ist  aber  i»<|c.  denn  in  jeclem  Falle  ist  6>  jr  {h  ist  die  Hy« 
potenuse  und  \c  eine  Cathete);  es  \sx  also  2m  <  c«  4fli*<  Sem» 
folglich  4iii* — 2cm  <0,  das  ist  negativ,  also  y'*'  ^y^^, 

Ist  0=90"  od«r  >  Wt  M  ist  in  der  Anordnung  der  y  lieiii 
Unterschied,  nur  dass  {x\  y')  und  (y,  yf*)  resp.  in  die  Spitss 
C  und  die  Grundlinie  c  oder  dber  jene  und  unter  diese  fallt ;  y"' 
bleibt  aber  immer  kleiner  als  y^^,  weil  in  diesen  beiden  Fällen 
i(a  -f  6)  <  c  (§.  26.),  und  beide  Punkte  liegen  ^wischen  den  Panic- 
tsn  {x\  y')  und  {x'\  y"),  weil  C>60«. 

Ist  b=e,  80  ist  C=60<>;  das  Dreieclc  ist  gieicbssitig,  und 
da  in  diesen  Falle 

66c— 3c«  =         c»  =  M«— 3c»  =  3c«. 

das  bt  y'^  =  y*"=zy''  =  y\  und  alle  y  in  die  Hube  ß  fallen,  so 
liegen  die  sftinmtlichen  vier  Punkte  In  einem  einzigen,  und  zwar, 
da  yT^^*  Punkte,  dessen  Coordinaten  (|c,  \ß)  sind. 

Ist  6>c,  also  Winkel  C<W,  so  ist: 

Wc>öc*  und  66c-3c«>3c*; 

also  y"^>jf';  ebenso  ist  In  diesem  Falle: 

66«  >  Uc,    66« -3c«  >  66c— 3cS 

also  y'^'<y"'  Der  Punkt  (a:''',  y'^)  liegt  abo  für  C<60o  eben- 
falls Bwischen  den  Punkten  (x'»  y')  und  {x"^  y").  Der  Punkt 
(«^,  y"*)  ließt  aber  bei  C<60o,  da  hier  i(«  +  6)>c  (J.  26.)  ist» 
fiber  dem  Punkte  (or'^.  ^'O*  I^i^  Anordnunic  der  Ordinaten  y 
ist  also  bei  C^6(K  der  wachsenden  GrOsse  nach  gssetst,  y\  y'F,  ' 

Dass  yT^ti^^  S*^^  ^^^^       Folgendem  hervor  Ist 
«o  ist  5=^  +  111*  Die  Werths  der  ^ler  von  yT  «("t  sind 
also  von  jenen  vorderen  nor  durch  das  Zeichen  von  m  unterschieden. 
Msn  hat  also  als  Differena  der  ZShIer  von  y***  und  y^^  die  GrSsse 
4m* -f^»  e^nen  positiven  Werth  ;  es  ist  also  ^'>y'K 

Der  Punkt  {x^^y  y^^)  liegt  ebenso  wie  der  Punkt  (a:"', 
stets  innerhalb  des  Dreiecks,  denn  y^^'  liegt  in  der  Senkrecbten 

ß  und  ist  gleich  ^>   das  Ist  gleich  ß>j,  welcher,  da  ^  ein 

ächter  Bruch  ist,  kleiner  als  ß  ist.    Es  geht  diess  auch  aus  fol- 
gender Betrachtung  hervor: 

yiF  bann  nicht  n^tlv  sein,  d.  h.  (x'^,  ytf')  nicht  oateflialb 
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e  kommen,  sonst  wäre  3c(2Ä  — c)<0,  26 <c,  mit  Worten.:  die 
Somme  der  beideo  gleichen  Seiten  kleiner  als  die  dritte. 

y'^  kam  nielit  Noll  weiden,  d.  h.  {x^^»  y'O  Riebt  in  die 
Gntndlinie  c  fallen»  sonst  wire  3e(26— e)=0,  das  ist  86=c« 
mit  Werten :  die  Saninie  der  beiden  gleicben  Seiten  gleieb  der 
dritten. 

kann  iikhf  gleich  ß  sein,  das  helsst  {x^^aff^^)  oictit  in 
die  Spitze  C  lallen,  denn  es  ist: 

6ftg— 3ii«  _  ifibc^Zd^)  V  46*^c*_  3e(26->e)  VIP^ 

2(26+1?) 

und 

Wäre  nun  y'^  =  ß,  so  bStte  man: 

das  ist  CSS26-I-C  oder  26  =  0,  6=0. 

kann  niclit  grosser  als  ß  sein,  das  beisst  («'^,  "(«b^ 
über  die  Spitse  C  biaauefallen«  aonst  wire.  naeb  voriger  An»- 
MmDg« 

f^>h  c>26  +  c.  26<0, 

also  6  negativ. 

i,  32. 

Wertbe  der  d  Im  glelebeehenkllgeD  Dreleek. 

Im  gleicbsclienkiigen  Dreiecke  ist; 

x'  :=:a:  "  =  x'"  —  x^^,  «  =  ic,   /3  =  4V46«- *  =  26  4  c. 

Substituirt  man  diese  Wertbe  In  die  Ausdraeke  flir  d  ia  ^  6.  bis 
{.12.,  se  iet: 

(c  +  6)(c-6) 


d'  = 


46«— < 


.  (e-l-6)(c-6) 
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'--WS; 


—  c 


$.  33. 

Gleichseitiges  Dreieck. 
Für  den  Fall  der  Gleicbseitigkeit des  Dreiecks  ist: 

also : 

« 

*  '        ^  ~  CVS  ~ev3~3V3 

Die  GoordiDSten  der  vier  Pookte  sied  aieo  gleich;  die  vier 
Pnolrta  liegen  folglich  Id  eisern  Punkte»  deeeeo  Coordloafen  ^ 
sind.  Es  geht  diees  eehoo  mm  den  vorhergehenden  Paragrnphen 
hervor. 

j.  34. 

Geometrische  Orte  der  Schneidepunkte. 

Wenn  man  ans  den  Gleichungen  der  §§.  2.  hls  5.  für  die  vier 
Schneidepnnfcte  Relationen  entwickeK«  wekhe  ausser  «  und 
den  Coordinaten  der  Schneidepmikte,  nur  zwei  constante  GrSaaen 
enthalten»  so  passen  dieMlhen  anl  mehr  als  ein  ' Dreieck ,  da  ein 
Drdeck  dnrcb  drei  Stttcke  t^eatinml  ist,  in  der  Relatkm  aiier  nur 
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zwei  vorkommen.  Diese  Glejchnn»  ist  rlic  einer  furvo  nnd  bildet 
den  <ieoinetrisclicn  Ort  der  kSchiieidepunkte  für  allo  die  Dreiecke, 
bei  welchen  jene  zwei  Constanten  Grussen  dieselben  sind,  weiche, 
mit  Buchstaben  ftezeicboet,  jedes  roUglicbe  Verbältoiss  zu  einan- 
der haben  künnen. 

Legt  man  nun,  wie  in  Taf.  VI.  Fii;.  8.,  die  kleinere  von  zwei 
Seiten,  r,  in  die  Abscissenaxe,  ihren  Endpunkt  in  den  Anfangs- 
punkt Af  und  lässt  innn  dio  frrüssere  Seite,  b,  um  den  Punkt  A 
sich  drehen,  so  erhält  man  alle  mügiicben  Dreiecke  hia  auf  zwei, 
das  gleichseitige  und  das  gleichschenklig -rechtwinklig:«  Dreieck. 
Die  Gleichung,  welche  nur  die  Constanten  b  und  c  rntbhlt,  ist 
also  der  geometrische  Ort  aller  Schneidepunkte  dieser  Dreiecke. 
Setzt  man  b  —  c,  so  ist  sie  der  geometrische  Ort  der  Schneide- 
punkte aller  gleichschenkligen  Dreiecke«  zu  welchen  auch  jene 
beiden  gehören.    (Taf.  VI.  Fig.  9.) 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  diese  Relationen  fär  die 
▼tor  Schneidepunkte  aufgesucht  werden. 

Geometrischer  Ort  der  Punkte  {x' ,  y*). 

Um  den  geometriseben  Ort  der  ScfaDeidepiinkte  der  Bsheo 
der  Dieiecke  an  finden >  scheide  mae  aee  deo  Criewhiingeii 

a 

=       y'5=s^(c— «), 

wekfae  dta  Sdmeidepimkt  eioea  beaoiideren  Dveieefce  beelimmeD, 
«  und  ß  aqe* 

ManerbSit,  da  jS2  =  6*~«*: 

■  k 

Für  6s c  wird  diese  Gleichung: 

35. 

GeometHaeher  Ott  der  Piuikie  (^!»  $1% 
Der  geometriaehe  Ort  der  Emleta  (o^,      ist  in  der  CMdcbung 
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«^  =  4e 

•othalten,  denn  diese  Glelebong  ist  oor  von  c  abhSngig.  Für 
alle  Dreiecke  ist  also  j^Br|c.  Oer  gesuchte  geonwtiiaclM  Ort 
Ist  also  die  darcH  die  Gleichaog  =  ic  dargestellto»  auf  der 
Mute  von  e  eriiehtete  Senkrechte. 

6'  uc 

Settt  man  In  die  Gleichnng  y'*^ — flir  ß  seinen  Werth 

^ V  ^ — o*,  so  ergibt  sich: 

eine  Function  der  Variabein  y  and  a,  nnd  man  erhält  den  Werth 
von  y"  ftir  jedes  Dreieck,  wenn  man  den  Werth  von  «  des  ein* 
seinen  Dreiecks  in  diese  Gleichnng  snbstitttfart. 

nr  d»e  wild  diese  Relatiens 

^^»(c«— o*)  =  +  o)  5=       - n). 


Geometrisohei  Ort  der  Pnnkte 

Um  den  geonetrincben  Ort  der  Sehneidepmfcte  4er  Trans- 
versalen der  Dreiecke  sn  finden»  ninss  man  non  den  Gleiehmigen 

welche  den  SehneMeponkt  einen  dnreh  die  Gitoen  ß  bestimm- 
ton heeondermi  Dreieefcn  beieiehnen,  diene  GKSssen  «  und  ß  .ans* 
scheiden  nnd  eine  Reintlon  swinehen  nr^»  und  den  lielden  Sei* 
ton  6  nnd  e  den  Dmlecks  biideo. 


Es  Ist  dae^^esta  nnd  y^«  3  >  da  /3«  =  6«-««  ist» 
also: 

oder: 

die  gesnchfo  Relation. 

Int  ösiCp  so  wird  diese  Gieicbong:  ^ 
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GeonetrUcher  Ort  der  Piiokte  {s^^t  jr'O- 

üm  den  geometrischen  Ort  der  Schnoidepuntte  der  die  Win- 
kel des  Dreiecks  halbirendeo  Linieo  zu  findeo«  muss  man  aus  den 
GJeichuD{;eD 

wdcbe  den  Scbn^dftpiiDkt  eines  besonderen,  doteb  e,  ß  nnd  a 
bestimmteo  Dreieckes  ansdrackea,  die  GHtasen  ß  aod  a  ans- 
scbeiden.  Mae  setze  a*f  vod  lasse*  der  Kfirae  wegen, 

die  Acoente  weg.  Man  erbltlts 


=  TT — y«  = 


nnd  Ar  6sc: 


S^»  =  ;   (SO 


In  ~  1  *   ••«•••..  (S") 


Ün  a  anssnscbeideDy  nebme  man  die  Gleiehnng 
SU  Helfe.   Es  ist: 
ferner : 
und 

 ^  *a* 

Aas  dem  obenstebenden  Ausdrucke  (&r  s;  erb&ll  man  alftsr: 

Es  Ist  alsdt 

ThcUXLVU.  19 
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2d?  =  64'C — o  nnd   asd-fc — 2j:. 
Setet  man  diesen  Werth  toh  «  in  die  C|leichung«n  (S),  eo  ist: 

%  _  26car  -~  2  (6  -f-  c  —  o?)  j?^  — a:^(6-t-c— jr) 

and  für  b^ex 

 ' 


§.  39. 

Discussiou  der  Gleichungen  für  die  geometrischen  Orte 

der  Schaeidepunkte. 

Discnssloii  der  Gleichung  y'^{()^'-x'^):=is^c^£^\ 

Setzt  man  «'s  ~~       ,  so  ersehen  sich  zwei  eleiehe 

Werthe  für  t/'  mit  entgegengesetzten  Zoiciien.  Der  negative 
Werth  heziebt  sich  auf  ß  negativ;  ee  ist  aber,  da  ßz^bsiuA,  ß 
negativ,  wenn  sin^  negativ  ist,  also  wenn  6  mit  der  Abscissen- 
axe  einen  Winkel  >  180**  macht,  d.h.  wenn  das  Dreieck  unter- 
halb der  A'-Axe  liegt.  Die  Curve,  dargestellt  durch  diese  Glei- 
chung, hat  also  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  einerlei 
Form.  Setzt  man  :r'  =  4;/),  ko  ist  ?/' =:  oo.  Setzt  man  .t' >  + 
so  ist  y'  imaginär.  Die  Linie  erstreckt  sich  also  nicht  über  die  in 
den  Punkten  +6  der  Ahscihsenaxe  errichteten  Senkrechten  hin- 
aus, sie  Hegt  zwischen  diesen,  und  da  sie  dieselben  erst  in  der 
Unendlichkeit  erreicht«  biideo  diese  Senkrechten  Asymptoten  zu 
der  gesuchten  Linie. 

Ist  x'c=iOt  so  ist  y==0;  ist  js'sc,  so  ist  y=0;  die  Linie 
gebt  also  durch  den  Anfangspunlct  nnd  durch  den  Punkt  (e, 

Für  >  0  und  <*c  ist  i/  —  +  P.  Die  Curve  liegt  also  von 
x'  —  O  bis  x'=:c  in  zwei  symmetrischen  geschiossenen  Tbeileu  ober- 
und  unterhalb  der  rechten  Seite  der  Abscissenaxe. 

Für  a;'  >  0  und  >  c  aber  <  b  wird  =  +  Ifl;  y'  verändert 
also  im  Punkte  (c»  0)  das  Zeichen,  der  TfaeU  der  Curve,  der 
früher  oherhalh  der  JT-Axe  lag,  zieht  sich  nun  unterhalb  dersel- 
ben bin  nnd  umgelcehrt;  es  ist  desshalb  der  Punitt  (c,  0)  ein  dop* 
pelter. 

Für     <0  oder  negati?«      mag  kleiner  als  c  oder  grtasr 
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als  c  bis  aa  —  6  seio,  wird  ff'^^N;  ff  verSndert  also  iia  Punkt 
(0,  0)  sbenfalls  das  Zeichen ,  und  es  Ist  dessbalh  dieser  Pnnkt 
ehenfatls  ein  doppelter. 

Fär  x' c  und  <^/,  mag  es  nun  positiv  oder  neicativ  sein, 
wird  stets  grösser  und  grüsser,^  bis  es  für  ar'ss  i^*  *vie  be- 
reits oben  bemerkt,  unendlich  wird. 

Dass  die  Punkte  (0»  0)  und  (c,  0)  doppelte  sind,  sowie  dass 
die  Cnrve  nur  diese  Ponkte  als  doppelte  bat»  findet  man  auch, 
wenn  man   die  Differentiale  der  Olelcbung  in  Bczng  anf 
vnd  y*  nimmt,  und  die  Werths f  welche  dieselbe  anf  Null  bringen 
nad  der  Gleichnog  selbst  Genüge  leisten«  sacht;  man  findet: 

und  hieraus  nur: 

y  s  0  nnd       a  0» 

als  We^rthe,  welche  der  (ileichunc»  Genü?p  thun;  sind  desshaih 
a;'=0  und  ar' =  c  mit  ^'  =  0  die  doppelten  Punkte  der  Curve. 
Um  zu  untersuchen,  ob  die  Curve  Maxima  oder  Minima  hat, 

«.^.1.  ^  d..  OU««.fid.        ..d  -U.  da.«lb.  ^ 

Nnll.  Man  findet:  ^ 

Vä«^^« 

26*a:'  +      =  0  fuhrt  auf  die  reducirte  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  1^-^qtz:z(^^\  wo  pss— 26*  uod  ^sö^c  ist.  Die 

Worzeln  dieser  Gieichnng  in  t  sind  r  ond  <"=-|:i:  V^(|) 
Sefit  man  üBr  p  vnd  9  Ihre  Warthe»  so  ist: 


2      f  4.27 

Da  6^c,  so  ist  dieser  Ausdruck  imaginär;  es  sind  desshalb  die 
drei  Warzeio  der  Gleichung  in  x  reell,  die  sich  aber,  ehe  man 
die  Werthe  tod  b  ond  c  weiss,  nicht  finden  lassen,  man  müsste 
sie  dann  durch  dne  fteihe  ausdrücken. 

E«:  ist  indess,  uro  den  Lauf  der  Curve  angeben  zu  können, 
nicht  Döthig,  die  Wurzeln  sctbst  zu  wissen»  der  Zug  der  Curve 
l&Bst  sich  im  Allgemeinen  doch  bestimmen* 

» 

19* 
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Die  Gteicboog 

ist  ohne  ^vveilet»  Glied,  <]ie  Summe  der  Wurzeln  gleich  Null, 
daher  die  Wurzeln  von  verschiedenen  Zeichen.  Die  Curve  ist 
zwischen  x'=.^i  und  x'—c,  in  weichen  Punkten  sie  die  Abscieseo- 
axe  passirt,  eine  geschlossene  Linie  ^s-^^P,  und  es  Icann  Dar 
in  diesen  Grsnsen  Ten  einem  Maximum  oder  Minimom  die  Rede 
sein,  da  fSr  dr'  >  -1-  0  oder  negativ  y'  bestündig  im  Wachsen 
ist*  Nun  kann»  wenn  eine  geschlossene  Linie  in  swei  Punkten 
die  Abscissenaxe  scbneidet^  in  dieser  Ausdehnung  nnr  eine  un- 
gerade Anaabi  Ifaxima  oder  Minima  stattfinden;  also  hier  hOeb- 
stens  eins»  weil  die  Gleichung 

nicht  bles  positif  e  Wnrseln  bat,  und  es  muss  disss  ein  Maximum 
sein»  weil  ein  Minimom  in  der  Ansdebnnng  von  arssO  bis  a?s  e 
noch  swei  Maxime  nothwendig  machte.  Geht  man  aof  das  sweite 

^  if 

Differential  über  und  setzt  ^=s^,  so  ist: 

INull  ulfJ  dieser  Ausdruck  nur  für  a;'  =  6v  Dieser  Werth  von 
x'  Ist  aber  keine  Wurzel  des  Zählers  vom  ersten  Differential, 
folglich  wird  dieser  Ausdruck  für  keine  W^urjzel  des  Zählers  von 

^  Null»  ond  es  ist  demnach  die  Wurzel  des  Maximums  «'  <6V|. 

Obwohl  es  nach  diesen  Ausführuiigeii  unzweifelhaft  ist,  dass 
die  Curv  e  ein  Maximum  und  nur  eins  zwischen  den  Punkten  (ü,  ü) 
und  {c,  0)  hat»  sowie,  dass  sie  die  in  Taf.  VI.  Fig.  10.  durch  die 
Punkte  bezeichnete  ist,  so  kann  man  diese  doch  noch  weiter 

dartbun  durch  Anfsuchaog  des  sweiten  Diffeientials  ^^^9*  Es 
ist  disss 

{b'^'-x'^^Vl^^^  ' 

Der  Ausdruck  a'^^^  4- 26'  Ist  für  «'  negativ  und  Null  offen* 

bar  positiv,  er  ist  es  aber  auch  für  d;' =-  und  o^' —  c -|-oi; 
ie  +  m-^ö)»   Die  erstere  Substitution  ergibt; 

+^(c«-3c%+26V),  das  ist  ^(-e*(a— 1) +  2ii(6%— c*)). 
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Setzt  man  lür  6»  üie  grössere  iSeite,  den  Werth  c-^p,  so  er- 
hält man: 

* 

^  [—  c*(n — J )  +  2itc«  (« — 1)  +  2»»  (2c|?  -f  j»«)] » 

« 

eioen  Ausdruck,  der  offenbar  positiv  ist.  Die  stveite  Substitution 
c-f-m  ergibt: 

2(6  -I-  c)  (6— c)  -  «(c— m). 

Nuo  ist  m  <  6  —  c,  da  m  nur  ein  Theil  tod  6  —  e  int»  und 
in<6-|-c;  es  ist  also  dieser  Aosdrnek  positiv.  Da  nun  die* 
ser  Ansdruck  a^^Zea^         PSst  alJe  mdglicben  Wertbe  von 

positiv  ist.  so  ist  slle  roOglicben  Wertbe  negativ  (der 

Nenner  lassert  anf  das  Zeicben  keinen  Einfloss,  da  d>^);  es 

haben  also  y  und  Jg^p>  wenn  der  Punkt  oberhalb  der  or-Axe 

(wenn  Nichts  erwähnt  wird,  wird  das  Dreieck  als  über  der  Ab- 
scissenaxe  Hegend  betrachtet)  ist,  verschiedene  Zeichen ,  und  wenn 
der  Punkt  unterhalb  der  Abscisseoaxe  liegt,  einerlei  ZeiclMn» 
folglicb  wendet  die  Cnr\  o  im  erstem  Falle  der  Abscissenaze  Ibre 
eoncaTs,  Im  letateren  Falie  ibre  conveze  Seite  zu. 

Hiernach  bat  die  Curve  auch  keine  Flextonspunkte  und  keine 
Spitze,  denn  t^^Ts^^  gi^t  d/  =  6,  ein  Punkt,  für  welche  die 
Ordinate  erst  in  der  Unendlichkeit  die  Curve  trifft,  und  ^^^^=0 

.. ,    ,     3c±  V 9c«  —  8/>2  TO        t  *  I  u  f.- 

gibt  X  =s  .    Dieser  Werth  ist  nur  inugiich  lur 

=  3cV2=  — 

9c*  ^  86*  oder  — ^ —  ^  b.    \\\  beiden  Fallen  ist  aber  a;'  ^  6,  da  von 

ar'  negativ  an  bis  x'  —  b  der  Ausdruck  3car'+26^  stets  posi» 
tiv  Ist,  also  eine  Wurzel  desselben  lucbt  zwischen  isfss-^^b  liegt. 


§.  40. 

Diseussion  der  Gleichung  y*(c •|-:r')sd;'*(C'x');  b^e. 
Bringt  man  diese  Glelcbaug  unter  die  Form 

so  ergeben  sieb  zirei  gleiche  Wertbe  Air  ff  mit  entgegengesett- 
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teo  Zeichen ;  die  Car?e  wird  al«o  auch  bei  den  gleiebsebeokligen 
Dreieciceo  von  der  AbseiMenai:»  in  svrei  symiDetriscbe  Tbeile 
getbeilt,  wovon  der  negative« Theil  wie  in  ^s.  40.  für  ^>180^  gilt 

Für  uod  x'  —  c  ist  y'  =  0.   Die  Corve  geht  also  durch 

den  Anüingspunkt  und  den  Punkt  {c,  0)* 

Ffir  dfss — c  int  y  SS  OD.  Die  Senkrechte  in  dem  Punkte  --e 
der  Abscifisenaze  kommt  also  erst  in  der  Unendlichkeit  mit  der 
Linie  zusammen,  bildet  also  eine  Asymptote  so  derselben. 

Für  x"^Cy  positiv  oder  negativ,  ist  y'  imaginär;  die  Curve 
liegt  also  zwischen  den  beiden  in  den  Punkten  -f-c«  — 'C  der  Ab* 
scisseoaxe  errichteten  iSenkrechten* 

Ffir  jr'<-f  c  ist  =s±P,  Die  Curve  wird  also  fQr  diese 
Werlhe  von  von  der  Abscissenaxe  in  swel  symmetrisch  ge- 
schlossene Tbeile  getbeilt 

Ist  X  <c  aber  negativ,  so  ist  y' =^  M.  Die  Curve  geht 
also  durch  den  Anfangspunkt  und  der  Theil  der  Curve,  der  für 
X  positiv  oberhalb  der  A-Axe  war,  kommt  unterhalb  derselben 
uod  der  Theil  unterhalb  der  A'-Axe  über  dieselbe.  Der  Anfangs- 
punkt ist  also  ein  doppelter.  Diess  tindet  man  auch,  wenn  man 
das  Diflerentiul  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x'  und  i/'  nimmt  und 
die  Werthe  von  x'  und  ;/  aufsiKltt,  ivclcbe  diese  Differentiale 
aufiSull  briogen  und  zugleich  der  Gleichung  gcnügeuj  niao  findet: 

Diese  Ausdrücke  ergeben  für  den  düppelteu  Punkt  x'  =0,  ^'s=0, 
den  Anfangspunkt. 

Um  die  Wertbe  su  finden«  für  weiche  y'  ein  Maximum  oder 

Miuiiuum  wird,  entwickle  man  ^  und  setze  es  >  gleich  I^^ull; 
man  erhält: 

— yg^-    (c  -  x')  ~  x'^ 

8j/"~  2y(c-fjr') 

und  w:enn  man  (lir      seinen  Werth  setzt: 

x'^-^cx'  —  c* 
^       (c  -I-  a?')  V<^-«'«' 

*'«  +  cx'~.ca  =  0  gibt  «'  =  ^^-^^,   =1^-^-^  ist.  vom 
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Zeichen  abgejsehen,  grosser  aU  c,  vveii  jC'V  5  >  \c\  dieser  Werth 
macht  "if  imaginär,  dci  andere  Werth  — \cWcV^  ist  positiv  und 
kleioer  als  c.  v:)ubstituirt  man  die^^eu  Werth  iu  die  Gleichung» 
80  ist: 

Dieser  Werth  von  y'  iät  ein  Maximum;  deoo  nimmt  man  das 
zweite  Differential,  80  ist 

Sabstituirt  maD  b   dieMin  Ausdmek  för       den  Werth 

g.  «     80  Ist 

(a»')* "  ^(i+v5)V"2("Hvö)' 

Dei  Worth  ^t^  +  i^Vfi  ist  also  ein  MazimaiD,  weil  er  das  sweite 
Differootiai  negativ  macht. 

Eatwicltelt  man  das  zweite  Differentiale  fiOr  alle  PonJctet  so 
ist,  wenn  mao  setat, 

0x'y^'^  2AB*\aB  ~  AB*VÄß 

cKa?^+c)»(ar^--2c)  _  c^(x'  —  -2c) 

Dieser  Ausdruck  ist  für  x^  negativ,  null  und  positiv  aher 
<2c,  stets  negativ ;  die  Curve  wendet  also  der  ^-Axe  für  y'  po- 
sitiv ihre  concave  und  für  y'  negativ  ihre  Oonvexe  Seite  zu. 

BW 

g^^=iü  gibt  x'  =2c,  ein  Werth,  welcher  keioeo  i'uukt  für 
die  Curre  liefert 

(dl'J^^^'  giht  a?ss  db«»       Werth  —  e  flhersehreitet  die 

Grenzen  der  Curve;  der  Werth  +c  gibt  den  Grenzpuukt  (f,  0). 
Die  Curve  hat  also  weder  einen  üeugpunkt  noch  eiaeo  Wieder- 
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kehrpunkt;  sie  bat  die  Form  in  Taf.  VI.  Fi^.  II.  und  ist  eine  Fo- 
cale,  die  im  AnfangspankC  die  X'Sxe  unter  einem  Winkei  vod 

45^  dunshaehDeldel,  weU  ^r'  :s  0,  das  DilTerential  ^  =  1  nacht. 


$.  41. 

Discosiiioii  der  Gleichungen  für  den  Punkt  {x'\  ^'). 

Die  Werthe  yoo  ß^en  aimmtlieh  in  der  anf  der  Mitte 
TOii  c  errlcbteten  SeakreciiteD  und"  es  ergelien  sieb  diese  Wertbe, 
«renn  man  in  den  Gldcbongeo 

4/«(d*-«^  =  (6«— und  4^' «(c  +  «)  =  c*(c  -  «) 

Ittr  «r  die  mOgiieben  Wertbe  setit»  welche  alsdann  auf  jener 
Senkrechten  abgestecben  werden  kCnnen. 

Diese  Gleicbangen  stellen  aber,  da  6ie  die  Relationen  zwi- 
schen den  Veriabeln  a  und  y  enthalten,  ebenfalls  Linien  dar, 
welche  durch  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  um  das  Differen- 
tiale sieb  verändernden  Wertbe  für  a  gebildet  werden. 

Discu^jsion  der  Gleichung  Aif'^b'^ — a*)=(62— ac)*;  6>  c. 

— cc 


Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form  = 

ar 

SO  ergeben  sieb  swei  gleiche  Wertbe  flir  ff  mit  entgegengesetsten 
Zeichen.  Die  Garve  wird  also  von  der  Abscissen-Aze  in  2  sym- 
metrische Theilo  getheilt  und  gilt  wie  in  {.  40  der  negative  Tbeil 
för  il>18(K». 

Nimmt  man  o>4:6,  so  ist  y"*  imaginär,  die  Linie  liegt  also 
zwischen  den  in  den  Punkten  auf  der  Abscisseu-Axe  errich- 
teten Senkrechten. 

Nimmt  man  a  ss^A»  so  ist  y  =  oo ;  die  Senkrechten  in  den 
Punkten  kommeu  also  erst  in  der  Unendlichkeit  mit  der 
Curve  zusammen,  sind  also  Asymptoten  an  derselben. 

Ist  ci  negativ,  niaii;  es  nun  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  c 
sein,  so  nimmt  lür  a  vüti  6  an  kleiner  werdend,  immer  mehr 
und  mehr  ab,  weil  bei  dem  Kleinervverden  von  u  der  Zähler  ab 

nnd  der  Nenner  annirnrntj  bis  fiir  «=0»  ^^^^  ist. 
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Ist  «  positiv  und  kleiner  als  e»  so  istjf*  <db|  and  grosser 

ais|V^//-  c'^;  denn  ist  a<c,  so  ist  tt*<ac;  — 6*  +  «*<«c — 6*; 
6«— a«>6»— «c;  V^P^ >    6*— «c— .  ^'  ist  aber 

% 

Da  liuo  V  6^  —     >■  V^6* — ac,  so  iöt: 


also; 

«  V'P^p  <iV6«-«c  oder  y  ssV6«— «c; 

es  ist  aber  aach  |6  =  iV6*>iV 6*— ac.  Da  nun  y<iV  6^— «c 
so  Ist  auch  «<tf. 

Ferners  «<c  gibt  «(«— ü) > c(a— e)  [denn iat negati?] ; 

Für  a  =  c  Ist     =  ±i;^^^  =  dbiV65=:3. 

Ist  a  positiv  und  grosser  als  c,  so  ist  y>iV^6* — c*;  denn 
a>c  gibt  a(a  —  c) >  c(a r- 6") ;  a^— ofc>«c — c';  — 2ac>— a* — c*; 
—  2a62c  >  —  «26«  —       ;  6* — 2a62c  f  a^c^  >  6* — a^U^  —  ^«(.a  -f.  „2^« ; 

Es  ist  also  filr  «  positiv,  wenn  « >c,  ^'^  >4V6*^«*;  irean 

«  =  c,  sr"==  i\^6«— c«  und  wenn  «<c,  2/">iV6*-c«.   Fflr  « 

negativ  ist  also  auch  grosser  als  iV  6*— <A  Aus  diesem 

folgt,  dass^V^ 6^ — lür  y  ein  Minimum  ist 

Dieas  s^gt  sich  auch,  wenn  man  dae  Diüerential  ent- 

wici^elt  uQd  gleich  INuU  setzt.   £s  it>t 
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Gleich  Noll  gesetzt  erhält  man  a  ss  c.  Um  la  erkcimeo,  ob  «Uess 

ein  Maxiinuni  oder  Minimum  ist«  muas  man  entwickeln; 
man  erhält 

Setxt  man  hierin  a  =z  c,  so  erhuit  man 

es  ist  also  — ein  Minimum,  da  das  ziveite  Differential  " 

dasselbe  Zeichen  wie  y"  hat  und  man  für  «  =  c,     =  |V^^-~c^ 
erhält. 

Es  ist  aber  auch  das  zweite  Differential,  wenn  man  den  ge- 
meinschaftlirTien  Factor  6^  herauszieht  und  för  6^—«^  seinea 
Werth  setzt 

Dieser  Ausdruck  ist  fOr  a  negativ  oder  a  grösser  als  c  positiv; 
folglich  wendet  m  diesen  Grenzen  die  Cnrve  der  Abscissen -Axe 

ihre  convexe  Seite  zu«  Ist  -g^sO,  so  enthält  die  Gurre  eine 

Biegung;  diess  ist  der  Fall,  vrenn  /3*^3«(e— a)  =sO  das  ist 
^-|-2a**^3acss0;  hieraus  ergiebt  sich  der  doppelte  Werth  filr 

0SS — ==  -i  

4 

Dieser  Werth  für  a  ist  nur  muglicb,  vveou  9c^^86^  das  i^t 

3^2  >  6  ö     3^2  ^ 

ist.  Ist  ->  also  der  Beugungspunkt  (NuUwertb)i 

nnmöglich,  so  bleibt        *   welches  von  der  ersten  Bewegung  \ 

des  Schenkels  b  nach  rechts  an  positiv  ist,  positiv,  weil  es  nur  \ 
nach   dem  Nullwerth  negativ  u erden  kann,   und  die  Curve  hat  ^ 
keinen  Fiexionspunkt,  sondern  nur  ein  Minimum.   Ist  6  =  wie 

in  der  Gleichang  des  folgenden  Paragraphes,  so  ist  ^^>-(= 


der  eine  Bengungspunkt  ist  in  « ss     der  andere  Punkt  ia  «=s  c» 
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wo  aber  die  Curve  durch  die  Axe  geht.  Die  Fig.  12.  (Taf.  Vli.)  ist  die 
Cnrve  ohoe  Biegung.  Hier  ist  ^  =  ^  also  ^>       ss  l/KS«.. 

Diese  verscbiedeDen  Werths  von  y  aof  der  Sookrechten  io 

ic"  =     abgestocheo,  ergeben  die  verscbtedeneD  Wertbe  von  y" 

ffir  das  Dreieck»  die  also  von  u  := — b  an  sich  ans  dem  Unend* 

liehen  herabsenlceo,  bis  sie  (lir  assc  das  Minimum  iV~ b'^—c*  et' 
reichen,  von  da  an  aber  wieder  wachsen,  bissiofiSr  a=s-|*6  wie- 
der ins  Doendiicbe  sich  erheben. 


DIscossioo  der  Gleichung  4y*(c4-«)  ^  <^o—a);  b^e. 


Bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form  jf^'ssr+^V  ^hiT^* 

tiü  ergeben  skh  ebenfalls  zwm  gleiche  Werthe  für  j/'  mit  eiitge- 
geugesetztoii  Zeichen.  Die  turve  wird  also  von  der  X-Axe  in 
zwei  symmetriselie  Theile  ^escbuitten  und  gilt,  wie  in  $.40*  der 
negative  Werth  iür  A  >  180^. 

NhTinit  man  o(>c  negativ  oder  positiv,  so  ist  y"  imaginär; 
die  Linie  liegt  also  zwischen  den  in  den  Funkten  ±o  auf  der 
Abscissen-Axe  errichteten  Senkrechten. 

bt  «  =  — so  ist  9^  s  00«  Die  Senicrechte  in  --e  kommt 
also  erst  in  dem  Unendlichen  mit  der  Corvo  sosammen  und  ist 
demoach  eine  Asymptote  au  derselben. 

Ist  a  negativ  und  kleiner  als  c,  so  ist  y"  mit  dem  Kleiner- 
werden von  a  beständig  im  Abnehmen,  weil  der  Zähler  ab  und 

der  Nenner  annimmt,  bis  es  filr  ossO  den  Werth  dbg  erh&lt 

Ist  u  positiv  und  kleiner  als  o,  so  ist  y  =  ^'^db^' 

ffm^rfjf  CA,  r a  c 

--^<1  gibt         cHFä^^§'       nimmt  mit  dem  Wachsen 

der  Zähler  ab  und  der  Nenner 


c+a 

zunimmt,  bis  für  a  =  c  man  y  =  0  erhält. 
Differeotiirt  man  die  Gleichung,  so  ist: 

a.v"_   

'S«"     '•"ti(c-i-ß)  V  t'^a» 
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Diess  kann  nicht  gleich  Null  gesetzt  werden;  es  Ut  aber  für 
a  s  c  uneDÜlicb,  daher  die  Grenze  für  o ;  das  zweite  Differeatial 


hat  einerlei  Zeicheo  mit  ^'  blt  « =  ^ »   naehher  versehiedeDe 

Zeichen  mit  tf'.  Die  Linie  wendet  aUo  der  Abscissen-Axe  bis 
a  SS  n  Ihre  ceDveze  Mie  sa»  in  dieaem  Pankte  iat  eine  Bleg^og, 

von  welcher  an  die  Curve  bis  zu  a  =  c  ihre  concave  Seite  der 
XAxe  zukehrt  Die  Cnrve  hat  also  die  in  Taf.  VlI.Fig.  13.  dar- 
gestellte Ferm,  woren  Jedoch  nur  der  obere  Tbeil  gegeben  ist 

Die  Wertbe  von  y",  welche  bei  diesen  Dreiecken  auf  der 
Senkrechten  aus  der  Mitte  von  c  abgestochen  werden,  nehmen 
also»  wenn  A  von  180^  bis  0^  abnimmt»  best&idig  bis  zu  Mull  ab. 


{.44. 

Diecttssion  der  Gleichung  9y^>=6^9a^«-i-6cjp^-c«;  6>c. 

Gibt  mau  dieser  Gleichung  die  Form  ^"^■{-{ocf 

und  vergleicht  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichang  des  Kreises 
iSf^i^-^  (jr— p)*=r*y  so  sieht  man»  dass  sie  die  Gleichong  eines 

Kreises  ist^  dessen  Coordtuaten  des  Mittelpunktes        0^  und 

dessen  Halbmesser  ^  sind.  Beschreibt  man  also  in  der  Entfer- 

c  6 
nuog  ^  von  A  ans  D  mit  der  Linge  ^  einen  Kreis»  so  Ist  der- 
selbe der  geometrische  Ort  der  Punkte  {zf",  y*^, 

liosst  man  die  Gleichang  nach  ^  anf»  so  erhSlt  man : 

I>ie  Corve,  der  Kreis»  wird  also  von  der  Abseissea-Axe  in  swei 
symmetrische  Theile  geschnitten  und  gilt»  wie  §.  40.»  der  negative 
Werth  für  A>  \W. 

Ist  ^caf^^^a^Hb^—c^—^^  so  ist  x"'  =  i{c  +  b),  und  7/"=0; 
es  Äind  diess  die  Punkte  E  und  F  (Taf.  Vll.  Fij».  14.).  Da 
x'"  =  \{a-{-c) ^  80  ist  a  in  diesem  Fall  +6.  Es  siml  iliess  die 
Grenzen,  der  sich  a  bei  seinem  VVacliAeu  uacli  recbts  und  linke» 
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nShert«  ohne  sie  erreichen  sa  dfirfen,  wenn  dae  Dreieck  exblireo 
soll. 

bt  6c«*-9Ä*«+d«— c»<0,  da«  let  9a:«'«-6c;»*^'4c«— *»>0; 
also  2'>l(cJ:6),  so  ist  y  imaginär.  Alsdann  ist  «>6. 

Ist  e««*— aa!^+6«-c»>0,  da«  ist  ftar*«-6c«*+C*— 6«<ü^ 
a]80^<i(<^-J:6),  so  erhält  ^  zwei  gleiche  Werthe  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen,  too  denen  der  negative  sich  auf  die  Lage  des 
Breiecfcs  unterhalb  der  Abscl««en*Axe  heaieht 

Ist  a:"'=0,  so  ist  /'=iiV6»— c*  und  «ss—c;  da«  Dreieck 
bat  alsdann  die  L^ge  ABC^* 

Ist  a:'"=^^c,  so  ist  y=  +  i6  und  ci:=0,  das  Dreieck  hat  als- 
dann die  Lage  ABC^^  (rechtwinkelig;  a=6cos^=0;  cosJ=0, 
A  =  9(P). 

Ist  x"'=l^Ct  so  ist  a  —  c;  das  Dreieck  ist  ABC^^^^,  recht* 
winkelig  bei  B,   y'"  ist  ebenfalls  =  üV^Ä^ — c^. 

Ist  :r'"<ic  also  \c'>\{a-\-c)  so  ist  ck<0  also  negativ;  die 
Seite  h  liegt  in  dienern  Falle  links  der  Ordinaten-Aze. 

Ist  J!'«s=4c.  so  Ist  «=ic,  y'-c=| V  6*-ic^±lft  da  6«-ic«ss/P; 
das  Dreieck  ist  alsdann  gletchscbenkelig  und  hat  die  Lage  ABC^K 

Ist  ^r'^s  »o  ist  tt  =        Dieaa  ist  die  Lage  ABC^" 

de«  gleichschenkeligen  Dreiecks,  wo  AC  die  tingleiche  Seite  ist; 
denn  es  ist  a»=6«+c*— 2ac,  oder  för  «  seinen  Werth  ^  gesetzt 
o»  =  c«  a  =  c,  oder        =  ißC^-f^. 

Differentiirt  man  die  Glelchnng,  «o  Ist       as  ■  '3^»^'  Setzt 

man  ^p;  =  0«  so  ist  x*'*  =  ic,  der  VV.ertb  für  ^  ein  Maximum, 
«f  Ist  abdann  gleich  NaH  und  da«  Dreieck  hat  die  Lage  ABC'K 

{.46. 

Di«eo«sion  der  Gleichling  3/'2-:2c;b^-3j;^>;  ö  =1  e. 

GIht  man  dieser  Gleichung  die  Form  y*"*  4-  a^"*«»|3eir  =s  0 

oder  y'^'-Kar"'— ic^)' =  -g-  und  vergleicht  sie  mit  der  allgemeinen 

Gleichung  des  Kreises  (y^qy^^ia—^y^  =  r'^,  so  findet  man  me^ 
der  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes (Ic,  0)  und  dessen  Halbmesser  sind.  Beschreibt  man 
also  aus  D  in  der  Entfernun<T;  von  A  mit  eben  dieser  Länge 
|c  einen  Kreis  ,  so  ist  derselbe  der  geometrische  Ort  der  Pnnkte 
{x'",y**%  wenn  die  Dreiecke  gleicbschenkelig  sind.  (TaC  VIL  Fig.  15.) 
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LOsflt  niao  die  Gleichung  nach  y"*  auf,  ao  erhält  man: 

die  GrSase  unter  dem  Radieal  ist  Null  flir  und  ae^—^it, 

Fttr  diesä  beiden  Wertbe  von  ist  also  ^'ssQ,  Da  allgemein 
«"'=l(«+c),  so  ist  filr  «*=0,  «=— e  und  fllr  j!'"=i2c,  «=4^ 
es  sind  diess  die  beiden  Grenzen  der  Lage  des  beTregÜchen 
Schenifels  e,  welche  er  nie  erreichen  darf,  wenn  ein  Dreieck  be- 
stehen soll,  denn  ist  iCScje"'— 3«^<  0,  also  a^»2e.  so  ist  y 
imaginXr,  also  «r>  e, 

Ist  i(2c^''-^"'S)>0,  also  .«^<i2c,  so  hat  swei  gleiche 
Warthe  mit  entgegengesetsten  Zeichen»  von  denen  der  ni^ativa 
sieh  auf  die  Lage  des  Dreiedn  unterhalb  der  Abscissen-Axe  be- 
sieht. 

Ist  x"*<,ic,  so  ist  a<0,  also  negativ.  Die  bewegliche  Sdte 
e  hat  afsdann  eine  Lage  ilaics  der  Ordinaten«Axe. 

Ist  .r."'  —  lc,  so  isty™  +  5C  ond  a=0,  der  hewegliche  Schen- 
kel c  bat  alsdann  die  senkrechte  Lage  und  das  Dreieck  ist  ABC. 

\Bt  x""^\c,  SO  ist  cf>0,  also  positiv,  der  bewegliche  Schen- 
kel c  hat  eine  Lage  rechts  der  Ordinateu-Axe. 

c  cV3 

ist  4^"=!« ,  so  ist  y '"=±       = und  a=5|€.  Daa  Dreiedt 

ist  alsdann  gleichseitig  und  ABC'**» 

Ist  af^'=:Kc±V"^=?).  so  ist  a  =  +Vc2— /5«,  das  Dreieck 
bat  alsdann  für  a  negativ  eine  Lage  links  und  filr  «  positiv  eine 
Lage  rechts  der  F-Aze* 

Differentiirt  man  die  Gleichung,  so  ist       =  — ^ — •  Setst 

man  c— 3.r'"=0,  so  ist  für  x*'*=z\c  y'"  ein  Maximum,  wie  naturlich, 
da  die  grüsste  Ordinate  des  Kreises,  die  im  Mittelpunkte  ist. 

DIseussion  der  Gleiebangen  für  die  Punkte  {x^^t  y'^* 
(Der  Kurse  w^es  hieiben  die  Aeeeofe  weg.) 

L   Discussioo  der  Gleichungeo  U. 
a)  Gleich,  (ü  ):  y2=5£E:=^^y±=£>;  (Taf.VII.Fig.l6.) 

§.46u 

Gtebt  man  dieser  Gleichung  die  Form      W  6)^ 

V       6+C — rr 

so  zeigt  sieb,  dass  die  gesachte  Linie  aus  swei  durch  die  Ah- 
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scissen-  Axe  getrennten  symmetrischen  Tbeileo  besteht  mit  ent- 
j^ej»enG;esetzten  Zeichen,  der  negative  Werth  gilt  für  il>180^» 
also  für  die  Lage  des  Dreiecks  uoter  der  ^-Axe. 

Ist  X  negativ,  so  i«t  y  imaginSr,  die  Corre  liat  also  Icoinen 
Pnokt  links  der  OrdinaCeii*Äze. 

Ist  s  gleich  Null,  so  ist  y=:0;  der  Aofaogspunkt  Ist  also 
ein  Poskt  der  Oorve. 

Ist  X  positiv  und  kleiner  als  c,  so  hat  y  stets  einen  Werth, 
bis»  es  bei  x  ==.  c  wieder  Null  ist;  die  Curve  bildet  also  eine  ge- 
schlossene Linie  von  x=.Q  bis  a:=  -fo,  in  welchen  beiden  Punkten 
sie  die  JC-Axe  trifft. 

Ist  >  c  aber  <  6,  so  ist  y  imaginär.  Zwischen  den  beiden, 
in  den  Punkten  c  und  b  der  Abscissen-Axe  errichteten.  Senk» 
rechten  liegt  also  kein  Punkt  der  Curye« 

Ist  «SS 6,  so  ist  3r=0«  die  Linie  trifft  also  bei  6  wieder  die 
jr*Aze. 

Ist  x^b  aber  <6-|-c,  so  bat  y  Werthe>  die  Carre  also  Punkte 
in  dieser  Ausdehnung. 

Ist  x  —  b-\-Cf  so  ist  ;//  unendlich,  die  Senkrechte  in  .r  =  ö  +  c 
trifft  die  Curve  erst  in  der  Unendlichkeit  und  ist  demnach  eine 
Asymptote  zu  derselben. 

Ist  a;>6-f  80  ist  y  Imaginär»  die  Corvo  erstreekt  sieb  also 
nicht  fiber    s  6-f  c  hinaas. 

Die  Lage  des  Dreiecks  fSr  ein  «;  nämlich  der  Werth  von 
«  ergibt  sieh  ans  der  GidchoDg: 


Die  gesachte  Corvo  besteht  also  ans  swoi  'getronntoo  Thol- 
leo,  voD  denen  der  eine  swischen  «sO  und  srs=e  liegende  Thell 
eine  geschlossene  Linie  bildet,  der  andere  al>er  ein  anendliehor 
Zweig  swischen  d;s6nnd  x^b-^e  ist  Die  Corte  für  die  Punkte 
{x^^,  liegt  aber»  wie  Torher  nachgewiesen,  stets  innerhalb 
des  Dreiecks;  es  kann  also  dieser  unendlicho  Zweig  der  Linie» 
der  durch  die  Gleichuog(U')  dargestellt  ist,  hei  der  Corvo  f8r  die 
Punkte  {x^^,  ausser  Frage  bleiben,  da  die  gesuchte  Curve 
für  die  Pnnirfe  {x^s  nur  der  swischen  «=sO  und  srsse  lie- 
gende Theil  sein  kann. 

Um  zu  sehen,  ob  die  Curve  doppelte  Punkte  bat»  differentiire 
man  die  Gleichung: 


Ca  +  6)c 


t 
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in  ßezQg  «vf    und  y.  Man  erhSIt: 

d{V)     ^  jj     8(r)  _  —  2ar3 -f 4(6 -f  c)^«  —  2(6  +  c)^ar 6c(6  +  c) 


asO  gibt  jf  ssO.  Ffir  diesen  Werth  von  y  kann  sß  nnt  =0, 
s=  c,  s  6  «ein;  da  aber  diese  drei  Werthe  von  x  der  Gleiehnng: 

nicht  geoflgen»  so  bat  die  gesoebte  Linie  Iceine  doppelten  Punkte. 

Um  die  Maxima  oder  Miaima  der  Linie  zu  finden,  entwickele 
man  ^  ffir  die  Gleiebong: 


1  6-l-e— «  ""VÄ* 


6-l-e— «  Vj5 
man  findet: 

a(^).i?-8(^M  _  —  2j?» 4 4(6 -I- c)3:» - 2(6  +  c)«j: -f  bcjb + c) 

5|  =  0gibt: 

2a^<-4(64>c)«H2(6-fc)>4;— 6e(6-|-c)  =  a.  .  .  (M) 

Die  IVnrsein  dieser  Gleipbung  sind  simmtlich  reell»  da  ibr 
ersten  Differential  die  beiden  reellen  Wortein  i[2(6-f «)  jb(6-|-e)] 
bat  Eine  der  Worseln  der  Gleicbnng  (M)  liegt  swiscben  «  s  e 
und  « s  6,  denn  Ibre  Wertbe  flir  diese  beiden  Sobstitatloneo 
sind  (filr  c)»  6c(6— e)  positiv  und  (ffir  6),  — he{b — c)  negativ. 
Die  Curve  bat  aber  awbcben  den  Abscissen  c  ond  b  keinen 
Pnnkl»  diese  Wonei  fUlt  also  Ifir  die  Corvo  ans  und  es  bleiben 
f%lr  Mazima  nnd  Minima  nur  nocb  swel  Worseln,  von  d«ien  aber 
nur  eine  awisefaen  j;s=0  nnd  xs=c  liegen  kann,  weit  die  Curve 
swiscben  diesen  beiden  Wertben,  ffir  welche  sie  die  JT-Aze  trifft, 
eine  geschlossene  Linie  ist,  folglich  in  diesen  Grenzen  nur  eine 
ungerade  Anzahl  Maxima  nnd  Minima  liegen  kann;  ja  es  kann 
diese  Wurzel  nur  ein  Maximum  bedenten,  weil  ein  Minimum  noch 
swel  Mazima  bedingen  wfirde. 

Ceber  den  Punkt  x=ic  hinaus  kann  von  einem  Maximum  keine 
Bede  sein,  da  für  die  von  da  an  möglichen  Punkte  der  Corve 
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(TOD  «  SS  6  bis  «  SS  6 -f.  c)  di«  Ordinaten  bestSiidig  im  Wacbsen 
'  ■ind. 

Setst  man    =  ^  und  m  <     ao  ergibt  sich : 

 i  5  -J  —  6*c  —  oc* » 

oder: 

c»(2wi(m — »)2)  +  6c2(~  (2m — n)^n + 6M2m  —  «)»« 
 ^  

Der  Factor  in  m  nnd  n  des  ersten  Gliedes  ist  för  :i7  positiv, 
vobediogt  positiv,  t»eiiii  sweiton  Gliede  unbedingt  negativ^  beim 
dritten  Glieder  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  2ni  grSsser  oder 
irieiner  ais  n  ist;  ferner  ist  (2fli-«9i;R^(2»i— n)^,  weil  n>m, 

ebenso  6*c>äc*>c';  es  ist  also,  wenn  2m'^n, der  Ausdruck (M), 

einerlei,  welche  Werthe  b  und  c  haf,  positiv;  also  ist  von  x=:\c 
bis  :r  —  c  kein  Zeichenvvechsel ,  dieser  kommt,  weil  (M)  ffir  jr=sO 
negativ^  io  der  Ausdehnung  x=:Q  bis  ^  =  |c  vor. 

Will  man  den  Ort  des  Maximums  nSber  nntersnchen,  so  gebe 

man  dem  n  bestimmte  Werthe.  Setzt  man  n  =  100,  so  liegt 

28c  40c 
das  Maximum  zwischen  a:=        und  x  =  Auf  das  Ver- 

hSitniss  von  b  tn  e  kommt  es  an,  ob  das  Mazimura  awiscben 

38c     ,  39c    ,        .   .      306-      ,  40c  „ 
X  =       und  1^  oder  zwischen        und  |^  liegt. 

Die  dritte  Wurzel  von  (M)  liegt  über  6  rechts  hinaus,  denn 
setzt  man  x=:ib-{-nc,  so  erhält  man  fär  (M): 

2c*»*f  2e^^6--*2c)  f  2c%i(c— 26)  +  bc{c-b) 

einen  Ansdrack,  welcher  jedenfalls  einmal  das  Zeichen  des  ersten 
Gliedes  (H-),  fär  n  varial»el,  erhält,  also  das  der  Sabstitntlon 
von  6  f&r  jir  entgegengesetste  Zeichen ;  von  da  an  bleibt  der  Aus- 
druck stets  positiv*). 

Es  ist  zwar  zweifellos,  dass  Her  fragliche  Punkt  der  Curve 
zwischen  x=zQ  und  x=^^  ein  Maximum  ist;  es  geht  diess  aber 


*)  Für  ^= OD  ergeben  aich  wieder  dieGrenzponkte  (0,0),  (c,0),  (p,  0) 
TlieaXLm  90 


Digitiilcü  by  Google 


2^  üetzier:  üie  Pier  merkwäräigen  Ftmkie 


«och  aiM  dem  Wertbe  vin  hervor.  Mao  erhIUt  fiSr  dleees.- 
zweite  Uiffereotial: 

^ISL  _  2^OT^) X B*^d(A) X  ig  +  A)-d(AB)(diA) xB  \^A) 

Setzt  man  im  Z&hler  dieses  Ausdrucks  für  A  und  ß  ihre 
Werthe,  so  ist: 

Sßy  _  bc (ix* — 4(6  -f  c)a;» -t-4&g(64  g)jr— -l- 

Setzt  man  a:  =  ~t  so  ist: 
jD^  _  bc  {Ac*  (1-71)    6c»w(-  4  -f  ««(4-n))  -f  262c%>(2--w)  —  b^cn*) 

Der  Z&hler  Aesee  Aosdrnekes  Ist  fffr  jedeo  positiven  Werth 
▼on  n  (aoeb  weoo  er  sich  als  ooXebter  Brach  darstellt)  negativ» 

der  Nenner  aber  positiv,  denn  V^Aß  ist  mit  dem  positiven  Zei- 
chen zu  nehmen,  wenn  man  den  oberen  Theil  der  Curve  betrach- 

tet«  n*  and      sind  an  sich  positiv  und  A  Ist  für  d;ss^  ehenfalls 

positiv,    j^yi  ist  also  für  jeden  positiven  Werth  von  n  negativ, 

also  auch  fil^  den  Werth  des  hier  nntersncht  werdenden  Punktes ; 
felglich  ist  dieser  Punkt  ein  Maximum«  und  die  Curve  wendet  lo 
der  gansen  Ausdehnong  von  ^=0  bis  o; sc  der  JK-Aze  ihre  con- 

cave  Seite  zu,  da  ^  und  entgegengesetzte  Zeiciieo  hüben. 

Um  zu  prüfen,  ob  die  Curve  iieugungspunkte  hat,  muss  man 
jß~i  gleich  Moll  ood  unendlich  aelaen.  Der  nnllwerth  gibt: 

4«* — 4  (6  +  c)  a?H  46c  (6  +  c)  —  6  c  (6  +  c)«  Ä  0. 

Diese  Gleichung  hat,  wenn  man  4zOx*  hinzufugt,  drei  Abwechs- 
lungen und  eine  Folge  der  Zeichen,  also,  dem  Anscheine  nach, 
drei  positive  Woraeln  und  eine  solche  n^ative. 

Setzt  man  ar  =  6  —  nc,  so  erhait  man: 

Da  DUO  dieser  Ausdruck  jedenfalls  einmal  das  Zeichen  des  ersten 
Gliedes,  -|->  hei  n  variabel,  erhalt^  die  Gieichuug  für  x  =  0  aber 
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eireri  uejiativen  Werth  hat,  so  liegt  ein  Zeichenwechsel,  folglich 
auch  wenigstens  eine  Wurzel,  links  der  Ordinatena:!CC,  und  ist 
diese  Wurzel  die  negative,  welche  aher^  da  y  für  x  oegativ  ima* 
gioär  ist»  iiir  die  Carve  auaföUt 

Zwischen  «=sO  und  «  =  c  Hegt  keine  Wnnel»  da  in  diesen 

Greozeo  der  Aosdinck  (siehe  vorne  je,den  positiven 

Werth  Ton  »  stets  negativ  Ist,  also  ein  Zeichenweehsel  nicht 
Statt  finden  kann.  Die  Car?e  hat  also  in  diesen  GrSnzen  keinen 
Beognngspnnkt  und  wendet  der  Absdssenaxe  stets  ihre  concave 
Seite 


ftlC 

Setzt  man  d?=:6-f  ~»  so  erhält  man: 


Dieser  Ausdruck  ist  flfr  4jm  ^     das  ist  m  ^  |,  also  «    6  i- 

(einem  Wertbe  ^  ^)  stets  positiv»  welche  Werthe  m  und  ii 

auch  haben  mögen;  die  Gleichung;  hat  also  über  diesen  Punkt 
binans  nnrnüglich  einen  Zeichenwecb^el ,  folglich  keine  Wurzel, 

und  die  Cnrve  wendet,  da  von  diesem  Werthe  y  und  j^yi  stets 
einerlei  Zeichen  haben,  der  JT-Aze  stets  Ihre  eonveze  Seite  zu. 

Ist  4m<«,  so  wird  der  Zähler  tob  ^^^^a* 

—  6c(6-c)*ii«-f  46cifi(6— e)*si>-ff-  mi^«(6— c)»« 

+ Ac^m?  (36 — c)  «  +  4»i*c*, 

oder,  wenn  man  dem  Buchstaben  m  den  W^erth  I  verschafft,  was 
man,  da  n  keine  ganze  Zahl  so  sein  braucht,  stets  kann; 

-  6c(6— c)«»*  +  46c(6- c)V+126c»(6— c)««-|.4c»(36— c)«+4c*. 

nieser  Ausdruck  erhält,  bei  z  variabel,  einmal  das  Zeichen 
des  ersten  Gliedes,  — ,  und  behält  es  von  da  an  stets;  es  ist 
also  zwischen  x  =  b-\^{c  und  diesem  Werthe  von  Z,  der  den 
Ausdruck  negativ  macht,  eine  Wurzel  der  Gleichung,  und  bis 
a?  =  6  nur  eine,  weil  y  {ür  x  =  b  negativ  ist.  Die  Curve  wendet 
von  diesem  Punkte,  einer  Biegung,  an  der  A-A^e  ihre  concave 
Seite  zu. 
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Wm  di«  beiden  andern  Wnrceln  der  Gleichung  J^ssO 

betrifft,  so  werden  sie,  wenn  ;;ie  überliaiipt  iiiüi;ric}j  sind,  zwischen 
den  Punkten  (c«  0)  und  {b,  0)  liegen,  wiewohl  man  durch  die  Sub- 

atitation  von  e-^— — oder        — flUr«  einen  ünednick 

n  n 

erhält,  der  wahrscheiDÜch  in  allen  Fällen  negativ  ist.  Eine  wei- 
tere  Untersuchung  ist  jedoch  unnütbig,  da  die  Curve  zwischen 
diesen  beiden  Punkten  nicht  fortsetzt  und  auch  nelbst  der  unend- 
liche Zweig  der  von  der  Gleichung  (ü')  darpestellten  Linie,  eigent- 
lich nicht  zu  der  Cur^c  ec^jürt,  die  hier  untersucht  werden  sali, 
zu  der  (Jurve  der  Punkte  (u:^^^,  y^^)* 

Setzt  man  ^^j==oo,  das  ist  AB^VAB  =^{iy  so  kann  diess 

nur  Statt  finden  för  ar  =  0,  =c,  =i,  =64-c.  Der  Werth  6  +  c 
fallt  aus,  da  die  betreffende  Ordinate  die  Curve  nicht  trifft;  die 
Werthe  0«  b  zeigen  keine  Biegung  an,  weil  linker  Seite,  und  der 
Werth  c  zeigt  keine  Biegung  ao,  weil  rechter  Seite  die  Curve 
keine  Fortsetzung  hat  Diese  drei  Werthe  gehören  Tielmehr 
Grenzpunkten  an« 

Die  Curve  hat  also  nur  einen  Flezionspuakt  xwiaehen  s'szk 
und  cs6-|-|e. 

Spitzen  der  ersten  Art  (Coratoiden)  hat  fim  Curve  nicht,  da 
der  einzige  hier  zu  ben'ielcstehtigende  Nullworth  einen  ßeugungs- 
punkt  gibt,  folglich  die  Ordinate  links  dieses  Punktes  nicht  un- 
möglich ist,  und  die  \N  ertho,  die  das  zweite  Differential  unend- 
lich machen,  entweder  iiir  die  Curve  ausfallen,  \^  ie  6  +  ^,  oder 
Punkten  angeboren,  in  welchen  die  Curve  der  Absciesenaxe»  bei- 
derseits, ihre  coocave  Seite  zuwendet. 

Rflckkehrpankte  der  aweiten  Art  (Ramphoide)  hat  die  Cunre 
nicht,  weil  y  für  kein  x  zwei  Werthe  mit  einerfei  Zeichen  und 
die  Cnrre  eine  durch  die  iC-Axe  ayinmetriseh  getheilte  Fenn  hat. 


j.  47. 

b)  Gleichung  (ü  '):  ^  =  ^^^^^~~^— (Taf.VlLFig.l7.) 

Gibt  man  der  Gleichung  die  Form: 

,  V"ay(g-c)'_  4/" ar(c—ar)»_'  {c—x)Vx 

2c-4r  — *  • 
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so  zeigt  8trh,  das«  die  gesuchte  Linie  ans  zwei  durch  die  Ab- 
6ci8seuaxe  getrennten  symmetrischen  Theilen  mit  entgegenj^esetz- 
ten  Zeichen  besteht;  der  negative  Werth  gilt  (lir  A^IBO^,  aUo 
für  die  Lage  dee  Dreiecke  unter  der  JC-Axe. 

Ist  x  negativ,  eo  ist  imaginSr;  die  Com  hat  also  keinen 
Ponkt  iiohs  der  Ordinatenaze. 

Ist  x  =  Of  so  ist  y  =  0;  der  Anfangspunkt  ist  also  ein  Punkt 
der  Curve, 

Ist  9  positiv  und  kleiner  als  e,  so  hat  y  stets  eisen  Werth 
bis  für  s=e,  y=sO  sieh  ergibt  Die  Cnrv»  bildet  also  swischen 
ssssO  und  :pa=e  eine  geschlossene  Linie,  die  in  den  Pnokten 
(0,     und  (e,  0)  die  Absdssenaze  triflt 

Ist  ar>  c,  so  ist  y  =  -f  u.  s.  w.;  die  Curve  geht  also  im  Punkte 
(c,  0)  durch  die  Abacissenaxe,  der  Theil  der  Linie  ol»erhalb  der 
X'Axe  zieht  sich  nun  unterhalb  derselben  fort,  und  umgekehrt; 
dieser  Punkt  ist  also  ein  doppelter. 

Int  s;  =  2ct  so  Ist  nnendlitA;  die  Senkrechte  Im  Punlrte 
&e,  0)  ist  also  eise  Asymptote  der  Cnrve. 

Ist  dr>2c,  so  ist  y  imaginSr;  Aber  2c  hinaus  bat  also  die 
Curve  keinen  Punkt. 

Oass  der  Punkt  (e,  0)  ein  doppelter  Ponkt  Ist,  ergibt  sich 

auch,  wenn  man   ^~r~ — =  F=0  in  Bezug  auf  y  und  x 

diffeientiirt  und  diese  Differeatiale  gleich  Noll  setst  Es  ist; 

^=0  gibt  yasO;  |j«Ogibt(a?-.c)(a;«-3<»-|-c^=5:0.  Der 

Gleichung  der  Cuire  entsprechen  nur  die  beiden  Wnrxetn  «ssc 
und  y=0$  es  ist  also  auch  nnr  der  Punkt  (c,  0)  ein  doppelter. 

Um  die  Maxima  und  Minima  der  Corvo  zu  finden,  entwickele 

By 

man  das  Differential        Man  erhSIt,  wenn  man  die  Beseichnnng 

der  vorigen  Paragraphen  beibehält: 

aar 2BVAB  ' 

und  wenn  man  die  jetzigen  Wertbe  iiir  A  und  B  setzt: 
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Ä""  BVAB  ~"  B{X'-e)VBx 

Setzt  man  diesa  sod,  so  ergibt  sieb  nur  för  a:=0  der  Anfaiign- 
pookt  als  Grenz« »  da  für  x=:2e  die  Ordinate  die  Corve  nicbt 

erraicbt.  Setet  man  ^=0,  se  ist: 

««-8«r+c»  =  0,  also 

der  Werth  ^^^^^^^  gibt,  da  er  grosser  als  2e  ist,  keinen  Punkt 

der  Corve»  der  Wertb   ^ — -  Ist  für  ein  Maximum,  denn  setzt 

man  ibn  in  Jß^*  welches,  wenn  man  die  Bezeichnungen  des  vori- 
gen Paragraphen  beihebfilt, 

ist,  80  erhält  man,  da  zwischen  xaO  und  d;s=c  beständig, d;<c 
SCatt  findet,  also  V(itf— («—e)  ist,  Ufr  einen  ne- 
gativen Werth.  Dieses  Maximum  liegt  zwischen  ^  =  0  und 
;rs|c,  da  ^^^^^~<|.  Setst  man  In         fär «  den  Werth 

~,  so  erh&lt  man  für  jeden  Wertb  von  n  einen  negativen  Werth, 
so  lange  :r<c,,aIso  bis  zu  dem  doppelten  Punkte  (c,  0).  Wird 

wenn  man  -  ffir  x  setzt,  tiir  jeden  Werth  von  7i  positiv;  es 

haben  lolglich  vor  dem  Punkte  (c,  0),  ^  und  ^^^2  verschiedene, 

nach  diesem  Punkte  aber  einerlei  Zeichen,  daher  wendet  die 
Curve  vor  diesem  Punlcte  der  A-Axe  ihre  concave,  nach  demsel- 
ben aber  ihre  convexe  Seite  za.  Es  ist  hier  immer,  wpnn  nichts 
Besonderes  bemerkt  ist,  der  Theil  der  Curve,  für  welchen  V-^Ii 
positiv  ist,  betrachtet,  fär  -^V^B  üudet,  wie  man  leicht  siebt, 
dasselbe  Statt. 
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Um  dio  Beugungspuiikte  und  Spitseo  der  ersten  Art  (Cera- 
loideii)  SQ  finden,  nraae  man  ^^  =  0  nnd  ssao  eetsen.  Was 

den  Nullwerth  betrifft^  gibt  ar  =  — c  keinen  Punkt  der  Curve; 
BV xB  =  Q  kann  nur  sein  für  xz=2c  und  =0;  die  Ordinate  für 
it  =  2c  trifft  die  Curve  nicht.  Der  Werth  •ar  =  0  liefert  keinen 
Beugpunkt,  weil  Iini<s  des  Anraiif^spiinkt«  s  kein  Punkt  der  Curve 
ist;  a;=:0  liefert  auch  keinen  Rückkehrpunkt  der  ersten  Art,  weil 
die  Curve  zwischen  den  Punkten  (0,  0)  und  (c,  0)  der  A-Axe 
beständig  ihre  concave  Seite  zun  endet ;  man  erhSit  nur  einen  Greiiz- 
punkt  fQr  o;  =  0,  in  ivelchem  die  Curve  einfach  die  Abscissen- 
axe  passirt. 

Die  Curve  hat  also  u-oder  ninrn  Flexinnspiflikt,  nocii  eine 
Spitze  der  ersten  Art;  sie  hat  aber  auch  keine  Spitze  der  zwei- 
ten Art  (Ramphoide),  weil  für  keine  Abscisse  zwei  VVertbe  mit 
gleichen  Zeichen  Statt  haben,  vielmehr,  wie  bei  all  diesen  Car- 
v«n,  stets  t/  =  i  u.  s.  w.  ist.  Die  Curve  hat  also  die  in  Taf.  VII. 
Fig.  17.  an^re^ebene  Form ,  die  kleinen  c  entsprechen  den  grossen 
C,  es  ist  also      der  Punkt  für  das  Dreieck  ABC^^, 

By  3cx  4-  c^) 

Setzt  man  in   "SvSic   ^        Werth  ee 

ist  ^  =  1 ;  die  Cur?e  selineidet  also  die  Aiiseiaeefiaxe  bei  ifarem 
Darchgaoge  im  Punkte  (c*  0)  unter  einem  Winkel  von  45^. 


Setat  man  io  jrasCe — ^)V^ö::^^  ^  ^       GrOaee  c— 


2c — a; 


a  /  c — iX 

ee  eriiilt  man  fssa:\  —     ,  die  ntaliehe  Gieiehnng  wie  in 

§.  40.  für  die  Punkte  (^',  y').  Die  Veränderung  von  x  in  c— ar 
spricht  aus,  dass  die  Ordinatenaxe  in  die  Spitze  B  des  Drei- 
ecks verlegt  worden  ist  und  die  positiven  Abscissen  links  der 
F-Axe  zu  nehmen  sind. 


2.  DisGUSsion  der  Gleichungen  S. 
a;   Gleichung  (SO :  y*=^^^^;6>c.   (Tal.  V Ii.  Fig.  16.) 

Die  Discnssion  der  Gleichungen  U  hat  Curven  dargestellt, 
welche  mehr  als  die  Punkte  (ar'^,  y^'^)  enthalten,  denn,  welche 
Lage  der  Schenkel  b  von  den  Werthen  — b  bis  -|-6  für  j;  auch 
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haben  mag,  der  Punkt  {x^^,  y^^)  liegt  stets  zwischen  den  Senk- 
rechten» die  in' den  Punkten  (0,  0)  und  (c,  0)  errichtet  werden; 
die  unendlichen  Zweige  rechts  des  CurvenbfatteM,  welche  in  den 
Gleichungen  U  enthalteii  sind,  gehürtMi  also  der  Curve  für  die 
Punkte  {x^^ ,  y^^ )  nicht  an,  sie  sind  durch  die  Elimination  von 
a  aus  den  Gleiclmni^tn  S  in  die  gciutideueii  Cuivea  für  die  Glei- 
chungen U  eingebracht  worden. 

Wendet  man  sur  Aufsuchung  derCurvefttr  die  Punkte 
die  Gleichungen  S  «in ,  so  erhält  man  bioB  dieses  eiförmige  Blatt» 
weil  die  GletchuDgen  Ö  ditect  au«  deo  Wertbeu  Of^^  uod 
hergeleitet  eind. 

Die  GleiehuDg  (S')  uirter  die  Form 

+  — j-a:=0  oder     +       y)«  = 

gebracht  und  verglichen  mit  der  allijemeinen  Gleichung  <lcs  Krei- 
See:   iy  —  ^^-^-ix — p)^=r^,  ist  die  Gleichung  eines  Kreises« 

dessen  Coordioaten  des  Mittelpunktes        0^  und  dessen  Hailn 

messet  -j-  sind.  Diese  Gleiehueg  ist  von  a  abhängig»  sie  ist 

also  fiir  jede  Lage  des  Dreiecks  eine  andere;  der  Punkt  (s'^, 
y^^)  liegt  aber  in  der  KrdsKnie  des  dem  einzelnen  W^he  von 
a  sugebSrigen  Kreises,  weil  die  Werthe  von  w  nnd  ff  der  Glei- 
se 

ebnng  des  Kreises  f^-^x*  j*;r=0  entsprechen.  Die  Abscisse 

bc 

der  Mittelpunkte  aller  Kreise  ist  -j  stets  positiv»  und  es  lie- 
gen offenbar  alle  Mittelpunkte  zwischen  dem  grSssten  nnd  klein« 
sten  Werthe  dieser  Abscisse.  Diese  Werthe  hSngen  voo  a  ab, 
uod  es  entspricht,  da  a  im  Nenoer  ist»  der  kleioste  Werth  der 
Abscisse  dem  grOssten  Werthe  voo  a  und  umgekehrt.  Der  grOsste 
Werth  von  a  ist  d+e»  der  kleinste  Werth  von  n  ist  b — e\  Jenem 

bc 

grussten  Werthe  entspricht  die  Abscisse  2(ft-|.c)^  diesem  klein- 
sten Werthe  die  Abscisse  \c.  Zwischen  diesen  beiden  liegeo 
also  sämmtlithe  Mittelpunkte  der  hier  vorkommenden  Kreise»  welche 
sSmmtlich  die  Ordinatenaxe  im  Anfangspunkte  berühren,  da  die 
Ordinate  der  Mittelpunkte  gleich  Mull  und  die  Abscissen  dersel- 
ben dem  Halbmesser  gleich  sind. 

Fasst  mau  dab  Dreieck  tu  einer  seiner  Lagen  auf,  so  ist, 
da  der  Punkt  {x^^ ,  y^^  )  in  dei  hureisliuie  liegt,  y^^,  die  im 
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Punkte  x^^  des  Durchmessers  2v  errichtete  Senkrechte;  es  iet 
aieo  y'^»=s«ii^(2v— «^O.  Nua  ist: 


also: 


und 

da  ass-f  V  6*+fc*+2ac  und  zwar  positiv  ist,  weil  die  Seiten  des 
Dreiecks  positiv  anzunehmen  sind. 

jf'^  hat  also  zwei  glelehe  Werthe  fod  veraehiedenen  Zeichen, 
die  Curve  wird  von  der  Ahscissenaxe  in  zwei  symmetrische  Tbeile 
getheilt  und  der  negative  Werth  gilt,  wie  in  §.  30. ,  för  die  Lage 
des  Dreieekfl  unterhalb  der  Abscisaenaze.  (Tai:VII.Fig.l6.) 

Ist  a  negativ,  so  ist: 

Ist,  abgesehen  von  dem  Zeichen,  o>6,  so  ist  ff  Imaginär;  die 
Cnrve  liegt  also  nicht  fiber  die  Punkte  ±ö  hinaus,  ja  sie  geht 
nicht  fiber  den  Anfangupnnkt  hinaus,  da  fiir  «  =  —  6  jf=0  und 

a?gB^"^^^^sBO  wird,  auch  überhaupt  der  Zähler  von  w,  näm- 
lich ae-|-6c,  filr  «  negati?  ateta  Mull  oder  positiv  ist,  weil  ac^bc 

Bewegt  sich  der  Schenkel  b  bei  seiner  Drehung  mehr  nach 
rechts,  so  wird  u,  der  absoluten  Grösse  nach,  kleiner,  der  Zäh- 
ler des  Werthes  von  y  also  grösser  und  der  Nenner  desselben 
kleiner,  y  selbst  also  grösser.   Dieser  wachsende  Zustand  bleibt, 

br 

hie  tt  zu  Noll  herahainkt,  in  welchem  Falle  y=+;  r  - 

ist  und  der  Schenkel  6  mit  der  Ordinatenaze  zusammenfällt,  x 
iat  aladano  ebenfalls   — ^- 

Bewegt  sich  der  Schenkel  b  weiter  nach  rechts,  so  ist  o 
positiv  und 
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Der  Zähler  dieses  VVerthes  nimmt,  bei  dem  nunmehrigen  Wach- 
sen von  Of,  ab,  der  Nenner  aber  ebenfalls,  und  es  lässt  sich  dess- 
halb  über  die  Grösse  von  y  aus  dieser  Form  des  Aujjdrucks 
nichts,  ohne  Weiteres,  bestimmen.  Es  ist  aber  bis  jetzt  gewiss, 
dass  die  Curve  hei  der  Drehung  des  Schenkels  6  von  dem  Punkte 
—  b  der  Abscissenaxe  bis  zu  dem  Punkte  +  b  derselben  eine 
geschlossene  Linie  ist,  das»  sie  für  die^e  beiden  Lagen  des 
Schenkels  mit  der  Abscissenaxe  zusammentrifft,  weil  y  för  «=±6 
Null  wird,  und  dass  diese  Punkte  der  Abscissenaxe  ffir  a  =  —  6 
4er  Punkt  (0,  0)  und  für  os=-|-6  der  Punkt  (c,  0)  sind,  weil 

jr="  ^    ■  för  «as  — 6  gleich  MuU  irird  und  flir  «sc-f  6  den 

Werth  4  c  erhfilt. 

Differentürt  man  die  Gleicbong 


C  + V  62  4-c2  -2ac 

m 

der  man  die  Form  y*ss ^ geben  icano,  in  Bezug  auf 
eo  erhält  man : 

—  ^^—^c{b\cwn)vB 

öa"~     \/Äli\b\c^VBf  ' 

Setzt  man  dless  gleich  Null,  so  ist  Ac'^  ~  uc{b  ^  c -\-VB)Vß* 
Diess  fuhrt,  wenn  man  iür  A  und  B  ihre  Werthe  setzt  und  redu- 
cirt,  auf  die  Cileichung: 

(d-l-ttXa'c'-fda^Äi!*-  (6Se>-i-26c*-f  26'i;)a-|-6«cS)  =  0» 

Der  Factor  (b  •{■a)  fallt  aus,  der  andere  Factor  ist  eine  Gleichung 
des  dritten  Grades»  die  entvi'eder  nur  eine  reelle  Wurzel  oder 
drei  reelle  Wurzeln  hat  lat  letzteren  der  Fall,  so  Ist,  da  eine 
Folge  und  zwei  Abwechaelangen  der  Zeichen  Statt  findet,  eine 
Wurzel  negativ,  die  beiden  andern  sind  positiv.  Ohne  mich  mit 
der  weiteren  Avflosung  dieaer  Gleichung  aufzuhalten,  will  ich 
aus  der  Art  der  Wurzeln  den  Zug  der  Linie  zu  bestimmen  suchen. 

Hat  die  Gleichung  nur  eine  reelle  W^urzel,  so  kann  diese,  da 
der  Zug  der  Linie  von  dem  Anfangspunkte  an  bis  zu  dem  Punkte 
(r,  0)  geschlossen  ist  und  die  Linie  von  a  —  —  b  bis  «  =  0  der 
Abscissenaxe  ihre  concave  Seite  zuwendet  (es  ist  diess  bei  den 
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Gleiehiingai  V  hinreichend  auseinander  gceetit  *),  nnr  ein  Maxi- 
mniD  anzeigen. 

Bat  die  Gldebnng  drei  reelle  Wurzeln,  so  kann  ebenfalls  nur 
ein  Maximom  Statt  haben,  denn  für  as— 6  hie  «s=0  wendet, 
wie  ausgeführt,  die  Linie  der  Abscissenaze  ihre  enncave  Seite  zu« 
Der  Punkt  a  =  0  ist  auch  kein  Maxirnnm,  weil  a=0  keine  Wur- 
zel der  Gleichung  in  a  ist  Maxima  und  Minima  liegen  also  in 
dem  Theile  der  Linie,  für  welche  a  positiv  ist.  Da  nun  nnr  eine 
angerade  Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  vorhanden  sein  kann, 
weil  die  Linie  eine  geschlossene  ist,  und  die  Abscissenaxe  in 
den  Punkten  (0,0)  und  (c,0)  schneidet,  und  ferner  ein  Minimum 
noch  zwei  Maxima  bedingen  würde,  8o  können  die  zwei  Übrigen 
positiven  Wurzeln  nur  ein  Maximum  andeuten. 

Welehen  Einfliws  das  Terhältniss  von  6  zu  e  auf  den  Zog 
der  Linie  bat,  geht  ana  folgender  Vergleichung  der  Ordinaten  flir 
«sO  und  «=ic  hervor;  die  eralere  will  ich  mit  jfi»,  die  andere 
nüt      beaaiehnen.  £•  ist: 

**  —        ci/6»   6c  _  c  V2b^€ 

Vergleicht  man  beide,  so  lats 

be  ^eVäft^ 


< 


5>  ^ 


*)  Da«s  dat  ans  den  GleiehnDgcn  S  hergeleitete  eifSmige  Blatt  mit 
dem  au«  den  Gleichungen  17  hergeleiteten  ideottteh  iet,  kann  wohl  Nie- 
mend  in  Zweifel  ziehen,  da  hei  beiden  Gleichnngen  einerlei  Werlhe  von 
X  and  p  zn  Grunde  liegen. 

**)  V^ö'^ — a*  i«t  mit  dem  positiven  Zeichen  zu  nehmen,  da  hier 
der  oberbalh  der  Ahicitienaxe  liegende  Thdl  der  Corvo  helraditet 
werden  nolL 
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Es  hSngt  ftlfo  dem  Verbtitnisa  -  ab,  ob  grosser, 
gleich  oder  kleiner  eis  ff^  Ist ;  die  Curre  bat  also  drei  Variatiooeo. 


§.  49. 

b)  GlelcbuDg  (S"):      «  ^S-ipff!.  ^-e.  (Taf.  VIL  Flg .  I70 

8etzt  man  auch  diese  Gleichung  unter  der  Form 

ein,  60  sieht  man,  das«  sie  die  Gleichung  eines  Kreises  ist»  des- 

e* 

sen  Halbmesser  ^^^^  und  dessenX^oordinaten  des  filittelpmifcles 

Die  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  gelten  auch  hier. 
Der  grusste  Werth  von  a  ist  aber  hier  2c  und  der  kleinste  Werth 
Null;  jenem  grüseten  Werthe  entspricht  die  Abseijäse  \c  des  Mit- 
telpunktes, diesem  kleinsten  die  Abscisse  \c.  Die  sämmtlichen 
Mittelpunkte  der  Kreise  (S")  liegen  also  in  dem  zweiten  Viertbeil 
der  Grundlinie  e  von  Ä  an  gerechnet 



Die  Gleichungen  fiir  y  sind  hier  «=±r  -75====.  Ist 

2e  +  v2c(e3F«) 

«Ve*— a« 

a  negativ,  so  ist  y=db;;  7?^==^=t«    »'W  Ordinate  wfiebst 

2c  +  V  2c(c  +  o) 

aueb  hier  wieder  bis  so  «ssO.  Ist  u  positiv,  so  nimmt  der  ZSh« 
ier  ab,  der  Nenner  aber  ebenfalls,  and  es  gelten  dieselben  Be- 
merlcungen  wie  bei  der  Gleiebung  (S'). 


D..  Ut  Wer  Ü^^^!^^.  •>« 

NuUwertb  führt  auf  die  Gleichung: 

a*43oSc— 5ac*-|-€«äs0  oder  («— e)  («^•f4«e^c^  sO. 

Die  Wurzeln  des  zweiten  Factors  sind  c( — 2  +  V5).  Für 
a  =  c(— 2  — V5)  i'^t  y  iniaijinfir.  Die  Wurdet  2+'t/5)  ent- 
spricht einem  Maxinuim,  weil  die  Curve  von  Anfang  an  ihre  con- 
cave  Seite  der  A- Axe  zuwendet,  und  eiii  Minimum,  da  die  Curve 
eine  geschlossene  Linie  ist,  die  die  Abt>cissenaxe  iu  zwei  Pank* 
ten  schneidet,  noch  zwei  Maxime  bedingen  wurde.   Dieses  Maxi* 
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mum  liegt  zwischen  «=0  and  a=:|c»  deon  assO  und  sr|€  sind 
nicht  Wurzeln  der  Gleichung  in  a. 

Da  hier  b^e,  so  \at  hier  I,  1  *...>-=  1,  aUo  i«t  die  Or^ 

c 

dioate  för  « «=  0  grösser  als  die  för  a  =  ^c. 

Die  Darstellung  des  zweiten  Differentials  kannte  dless  näher 
bewahrheiten ,  die  Gleichungen  U  aind  jedoch  In  dieser  Bealehung 
hinreichend  diacutirt. 

Oer  Zug  der  Linie  iat  dnreh  Punkte  dargestellt 

$.  50. 

Die  Cnrven»  welche  die  Punkte  (x^^,  ^  det  Drehung 
des  linken  Schenkels  des  Dreiecks  um  den  Anfangspunkt  A  be- 
schreiben f  sind  eiförmige  Linien,  die  mit  ihrem  stumpfen  End«  - 
den  Anfangspunkt  berOhren  und  deren  Aze  in  der  Ahscissenaxe 
liegt.  Es  folgt  dless  aus  den  Gleichungen  V  und  aus  den  Glel« 
chnngen  S.  Aus  den  Gleichungen« U,  weil  das  Maximum  zwi- 
schen den  Punkten  (0,  0)  und  (|ü,  0)  liegt;  aus  den  Gleichungen 
S,  weil  für  a  negativ  Zähler  und  Nenner  des  Werthes  fOr 
für  ein  Wachsen  sprechen,  für  a  positiv  aber,  die  Wirkung,  welche 
der  Zug  der  Linie  durch  die  Abnahme  des  Zählers  erleidet»  durch 
die  Wirkung,  welche  die  gleichzeitige  Abnahme  des  Nenners  her- 
beifahrt, gehemmt,  ja  im  Anfange  ganz  aufgehoben  wird,  da  im 
Anfang  filr  a  positiv  die  Curve  sich  noch  von  der  ^-Aze  entfernt. 
Es  steigt  deshalb  die  Linie  im  Anfange  noch  in  die  Höhe,  wodurch 
das  stumpfe  Ende  gebildet  wird,  während  der  fernere  Verlauf,  für 
er  positiv,  und  namentlich  das  Annähern  an  die  Abscissenaze»  das 
Fallen  der  Linie,  langsamer  vor  sieh  geht. 

Die  Fig.  16.  und  Fig.  17.  auf  Taf.  VIL  stellen  diese  beiden  Linien 
in  den  Punkten  e  dar. 

§.  61. 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  in  den  §§.  16.  bis  19.  aufge* 
führten  vier  Linien  för  die  Fig.  9.  auf  Taf.  VI.  sucht,  so  hat  man» 
da  hier  6  =  c  ist,  nur  in  den  gefundenen  Gleichungen  6  =  c  zu 

setzen.  Diese  Figur  enthält  nur  gleichsnhenklige  Dreiecke.  Bei 
allon  diesen  Dreiecken  liegen  aber  die  vier  fracjlicheii  Punkte  in 
der  auf  die  ungleiche  Seite  aus  der  gcgütuiberlicgenden  Spitze 
gefällten  Senkrechten.  Es  müssen  folglich  die  vier  Linien  der 
§§.  16.  bis  19.  erstens  durch  den  Ursprung  gehen  und  zweitens 
müssen  die  vier  Tangenten  dieser  Linien  einander  gleich  sein. 


Digrtized  by  Google 


304  Meitler:  Die  vier  merkwürdigen  Punkte 

Das  erste  ist  augenfällig  wenn  man  in  den  Werthen  von  x  und  y 
für  ^  =  0  und  x  =  0  b  gleich  c  setzt.  Das  zweite  gibt  ein©  kurze 
Umwandlung  des  Ausdrucks  für  die  Tangenten  dieser  Linien. 

Es  bt  nimüch 

1)  die  Tangente  in  $.  16.  für  6:=ü: 

c* — 3ac  -t-2g*  c*"-ee — %tc  -f  2c*  c(c— tt)~2g(c~c)  c — 

^(e-2a)    —       /}(e— 2a)  «c— 2«)  ^  * 

S)  die  Tangente  in  $.  17.  Ittr  6««: 

p'  (tti  —  ac  —  c*)  ' 

wenn  man  nSmIich  för  seinen  Werth  6*  —  «*  oder  vielmehr 
e* — a>  setzt.  Addirt  und  aubtraiiirt  man  Im  Zäfaier  dieeee  fimdie 
oc^«  so  erbftit  man: 

3)  die  Tangente  in  {.  18.  lOr  b^ci 

2g' — 2tt^c — c*$  4-  «ci . 

atreUAt  nan  den  Factor  e  In  ZShier  and  Nenner  und  addirt  nnd 
anbtrahirt  Im  Zibler  2ae»  ee  erhält  man; 


ft2«-|-2c-#}  |}(2a-fl-2e-^         ^  ' 

4)  die  Tangente  in  jj.  19.  für  6  =  e: 

ff(i~3c)  ßjt—Zc)      _    ßis  —  Sc)  

et + c»'--3ae— 3£*    #  (e-f «) — 3c       "~  (c-l* «)  (<— 3c) "~  c + « 

-  ^(c  + c)  -  ^  (c  +  ^  "~    ßic  +  «)    ~  • 


C—a 


Der  Auednick  für  die  Tangente  in  allen  vier  Fällen  ist  also  -~ß- • 

$.  62. 

Das  ,Dreieelc  an  consfrnlren*  wenn«  bei  der  Annahme 

▼on  {.  1.,  gegeben  ist: 
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1.  und  (4:",  y").  ' 

Der  sweife  Ponkt  iat  der  Mittelpunkt  de«  oniicliriebeDett  , 
Kreises»  dessen  Halbinesser  die  Lange  vom  Punkte  (jr^>  y")  bis 
Köm  Aofaogspunkte  ist.    Beschreibt  man  diesen  Kreis»  so  hat 
maa  den  Punkt  B  des  Dreiecks. 

Der  erste  Punkt  liegt  in  der  Senkrechten  ß  nnd  ist  von  der 
Spitse  C  des  Dreleelts  noch  einmai  so  weit  entfernt' als  (a^,  y") 
von  der  Grundlinie.  Die  Spitse  C,  folglich  des  Dreiecks»  Ist 
durch  Abstechen  dieser  LSnge  sn  finden. 

2.  {x\  y')  nnd  (*'^  f). 

Wenn  diese  beicYen  Punkte  bekannt  sind,  so  ist  es  auch 
{jif  t  y")f  weil  dieser  Punkt  in  der  Linie  der  beiden  gegebenen 
Punkte,  und  zwar  in  der  halben  Entfernung  von  (x'" ,  1/")  liegt. 
Aus  (jr',  3/0  und  U" ,  y")  ist  aber  das  Dreieck  nach  dem  Vori- 
gen leicht  beschrieben. 

a.  {x\y')nnd{ptir,yiry 

(x"  ,  y'^ )  ist  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises, 
seine  Entfernung  von  der  AbÄcissenaxe  dessen  Halbmesser.  Zieht 
man  diesen  Kreis,  so  gibt  eine  Tangente  aus  dem  Anfangspunkt 
A  an  denselben  die  Lage  der  Seite  6.  Der  Punkt  (x',  y')  liegt 
hl  der  auf  der  Basis  senkrechten  Linie  |9,  welche  dnreh  die 
Spitse  C  geht.  Errichtet  man  also  in  (9',  y')  eine  Senkrechte  auf 
die  Basis  c  (Abscissenaxe),  so  gibt  der  Scbneidepunkt  mit  der 
Tangente  aus  A  die  Spitse  C»  und  die  Tangente  von  C  aus  an 
den  gesogenen  Kreis  die  Spitse  B  des  Dreiecks* 

4.   {x\       und  ix'",  y"'). 

Es  ist  hier  ebenfalls  (x' ,  y')  bekannt»  folglich  das  Dreieck 
aas  («'»  y')  und       ^)  zu  bestimmen* 

{af't  y")  ist  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  des- 
sen Halbmesser  die  Länge  von  A  bis  {x"  y  y")  ist.  Zieht  man 
diesen  Kreis,  so  hat  man  dif^  briden  Spitzen  A  und  B  des  Drei- 
ecks, {x^^  ,  .y^' )  i^t  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses, dessen  Halbmesser  also  bekannt  ist.  Zieht  man  diesen  Kreis 
nnd  aus  A  und  B  Tangenten  an  denselben,  so  gibt  der  Schnei' 
depuokt  dieser  Tangenten  die  Spitze  C und  also  das  Dreieck  ABC» 
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6.  iß^.  y*)  und  («^^,  3,^0. 

Da  ffss\lf  ist,  so  darf  nuui  nur  ans  {aF^  y)  sine  Senk* 
rechte  anf  die  Abaeisseaaxe  l&llea  und  in  der  Entfemnng  Zt/" 
mit  derselben  eine  Parallele  liehen »  so  hat  man  die  Linie,  in 
welcher  die  Spitze  C  liegen  musa*  Zieht  man  nun  ana  Uß^^»  jf'O 
(Mittoipankt  des  eingeschriebenen  Kreises)  den  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  y^^  und  ans  A  eine  Tangente  an  diesen  Kreis,  so 
mnss,  da  diese  Tangente  die  Seite  6  des  Dreiecks  ist,  die  Spitze 
C  auch  in  dieser  Linie  liegeo,  folglich  In  dem  Scbneidepunict  mit 
jener  Parallelen.  Zieht  man  nun  aus  C  an  den  Kreis  eine  Tao- 
gente*  ao  ergibt  sich  die  Seite  «  and  Spitze  B  dea  Dreiecks. 


{.SS. 

Daa  Dreieck  ao  eonatrniren,  wenn  die  vier  Schneide- 
punkte  der  Lage  nach  gegeben  sind. 

Hier  ist  der  Werth  der  5  bekannt.  SuhsHtuirt  man  nun  diese 
Werthe  in  die  15.  gefu/ulene  Glcieliung  des  dritten  Grades,  so 
erhält  man  durch  Auflösung  derselben  die  Grösse  der  drei  Sei- 
ten des  Dreiecks.  Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen 
reell  sein  *). 


*)  Diese  Aufgabe  rührt  Ton  Eulcr  her  und  findet  sich,  wenn  idi 
nicht  irre,  in  Not.  rnnientar.  Acad.  scientiariira  imperial*  Pe«» 
tropoL  Tom  XI  pro  anoo  176d.   Petropol,.  1767. 
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Ueber  den  neuesten  Stand  der  Frage  von  der  Theorie 

der  ParaUelen. 


Seit  den  Zeiten  de«»  Euclides  hat  die  Frage  von  der  Theo- 
rie  der  Parallelen  die  Geometer,  wenn  auch  theil weise  mit  l&n* 
geren  Unterbrechungen,  doch  immer  wieder  von  Neuen  lehhftll 
hesehlftigt,  viele  AbhandloDgen  aiod  TerfaBet  werden»  in  denen 
man  diese  Versuche  gesammelt  und  einer  eingeheedeu  Kritik  un- 
terwerfen hat.  Sehen  in  einer  im  Jahre  1783  ersehienenen  yer- 
dienstliehen  Schrift  von  Klilgel  sind  aehtnndawanzig  mehr  oder 
weniger  ven  einander  Tereehiedene  Parailelentheerleen  gesammelt 
und  beurtbeilt  worden,  und  wer  wellte  alle  die  übrigen  in  den 
▼erechiedensten  Sprachen  und  LSndero  erschienenen  Schriften 
Iholicher  Art  auriäUen,  die  in  den  seit  Jener  Zeit  ▼erflossenen 
hundert  Jahren  verfasst  worden  sind»  was  am  Wenigsten  hier 
mein  Zweck  und  meine  Absieht  sein  kann* 

Alle  Paralielentheorieen  bewegen  sich  wenigstens  zunächst  om 
das  berühmte  eilfte  Axiom  des  Euclides,  dem  man  allgemein, 
nnd  ge%viss  mit  vullein  Rechte,  die  zu  einem  Grundsatze  erfor- 
derliche Kvidenz  —  was  freilich  ein  etwa«  schwankender  und  ver- 
schiedeoer  DeutuD^en  föhl^^er  Be^^riff  ist  —  abgeäprocben  hat. 
Bekanntlich  ist  dieser  Satz  der  folgende: 

Wenn  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  geraden 
Linie  geschnitten  werden,  nnd  die  Summe  der  beiden 
inneren  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie 
liec^onden  Winkel  weniger   als   zwei   rechte  Winkel 

beträft:  so  müssen  diebeiden  durchschnittenenLinien, 
genugsam  verlängert,  auf  der  Äieite  der  schneidenden 
Linie,  auf  welcher  die  beiden  in  Rede  stehenden  Wio- 


Von 


dem  Herausgeber. 
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kel  liegen«  ootbwendig  stiftainmentreffen  oder  sieh 
schneiden. 

Kl ü gel  sagt  von  diesen  Satse:  Allerdings  kann  man  dem  ' 
Satse  die  Stelle  nnter  den  GruodsStsen  streitig  machen.  Dcob 
konnte  Eoclides  auch  nicht  ihn  in  die  Reihe  anderer  scharf 
erwiesener  Sfttse  briogen.  Er  bat  ihn  also,  um  einen  Ansmck 
ans  der  Kant 'sehen  Philosophie  su  borgen,  als  einen  synthefl* 
sehen  Satz  n  priori  unter  die  Gmods&tBe  gestellt.  Oer  Sata 
enthält  eine  Eigenschaft  der  geraden  Linie ,  welche  sie  von  den 
krummen  unterscheidet»  ob  man  gleich  sie  nicht  ans  der  Natnr 
derselben  durch  eine  Terbindoog  mit  andern  Sätsen  herleiten 
kann«  weil  sie  nnmittelbar  in  ihr  liegt.  Proklns  setst  den 
Grundsatz  unter  die  Postnlate  (atTt^funra)." 

Lässt  man  den  obigen  Satz  als  Grandsatz  gelten,  so  ist  in 
den  Elementen  des  Euclides  die  Paralielentheorie  unstreitig  mit 
der  grüssten  Einfachheit  und  aller  erforderlichen  Strenge  und 
Evidenz  dargestellt,  dieselbe  fiiUt  aber  auch  gänzlich»  wenn  man 
jenen  Satz  nicht  als  Grundsatz  anericennt,  ivobei  ich  —  so  be- 
kannt die  Sache  auch  an  sich  ist  —  doch  bervorzobeben  nicht 
unterlassen  will,  dass  der  wesentliche  Inhalt  der  Parallelentbeorie 
sich  auf  zwei  HauptsKtie  redacirt»  von  denen  der  zweite  die  üm- 
kebrung  des  ersten  ist;  der  Beweis  des  ersten  Satzes  iSsst  sich 
ohne  das  eillte  eneiidische  Axiom  leicht  in  aller  Strenge  filhren» 
was  aber  von  dem  umgekehrten  Satse  nicht  gilt,  so  dass  also 
die  eigentliche  Schwierigkeit  in  dem  Beweise  dieser  Umkebrung  liegt. 

Vielfai  Ii  hat  man  an  die  Steile  der  euclidischen  Erldärung 

der  Parallelen: 

Zwei  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  Gerade 
heissen  einander  parallel,  wenn  sie,  so  weit  man  sie 
auch  nach  beiden  Seiten  hin  verlängern  mag,  niemals 
mit  einander  susammentreffen^oder  sich  schneiden. 

und  des  eilften  Axioms  andere  Erklärangen  und  andere  mehr  oder 
weniger  evidente  Grundsätze  zu  setzen  versucht,  wodurch  aber 
die  Schwierigkeit  nicht  gehoben,  sondern  im  Wesentlichen  immer 
die  alte  geblieben  Ist,  wobei  man  diese  Schwierigkeit  nur  immer 
fai  dem  nachher  genau  und  bestimmt  zu  bezeichnenden  Sinne  auf* 
zufassen  hat  Torzilglich  mt  aber  hervorzuheben,  dass  dieSehwIe* 
rigfceit  in  der  Theorie  der  Parallelen  mit  der  Schwierigkeit,  einen 
anderen  Satz,  nfimlich  den  Satz: 

Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  jeden  ebenen 
Dreiecks  beträgt  zwei  rechte  Winkel. 
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streng  zu  beweisen,  auf  das  Gensiieste  zusammenbSDgt  und  auf 

das  Ens^ste  verbunden  ist.  LSsst  man  das  eilfte  euclidische  Axiom 
als  Grundsatz  gelten,  so  ist  der  Satz  von  der  Consfanz  der 
Summe  der  drei  Winkel  dea  ebenen  Dreiecks  leicht  völlig  etreng 
zu  beweisen;  kann  man  aber  umgekehrt  diesen  letzteren  Satz 
unabhän{;ig  streng  beweisen,  so  iSsst  sich  daraus  das  euclidiscbe 
eilfte  Axiom  mit  voIIi«»er  Evidenz  und  Strenge  ableiten,  und  die 
Schuierigkeit  in  fler  Theorie  der  Parallelen  ist  dann  völlig  geho- 
ben. DvL'i  fJne  fällt  also  mit  dem  Anderen  im  Wesentlichen 
vollständig  zusammen. 

Will  man  nun  aber  Oberbanpt  ven  einer  Sebwierigkelt  in  der 
Parallelentheorie  reden,  so  scheint  es  mir  vor  allen  Dingen  ndtbig 

zu  sein,  dass  man  klar  und  bestimmt  ausspreche»  worin  man 
diese  Schwierigkeit  sucht  und  ^mA^t,  weil  auch  nur  dann  erst 
überhaupt  die  Frage  sich  aufwerfen  lässt,  ob  und  wie  dieselbe 

gehoben  werden  knnn.  Dass  in  verschiedenem  Sinne  eine 
ßeseitignng  derselben  möglich  ist  und  sich  denken  lässt,  scheint 
mir  unzweifelhaft  zu  sein,  und  es  scheint  mir  hier  selbst  einer 
derjenigen  Punkte  vorzuliegen,  wo  Mathematik  und  Philosophie 
an  einander  streifen  und  sich  berühren  ;  ich  bin  auch  fiberzeugt,  dass 
mancher  Philosoph  kopfschüttelnd  sich  wundern  wird,  «ie  der 
Mathematiker  überhaupt  hei  diesen  Dingen  eine  Schu  ierigkeit 
finden  kann,  die  nach  seiner  Ansicht  vielleicht  crar  nicht  vorhan- 
den oder  wenigstens  leicht  zu  heben  und  zu  beseitigen  ist,  eine 
Ansicht,  die  —  bei  den  irniLrlicheij  verschiedenen  AufTassungs- 
vveisen  —  wohl  auch  nicht  ohne  alle  Berechtigung  sein  und  alles 
Grundes  entbehren  dürfte. 

Deshalb  will  Ich  die  hier  siir  Sprache  kommende  Frage,  wie 
Ich  dieselbe  von  jetzt  an  in  diesem  Aafsatze  auffassen  werde,  in 
müglicbst  bestimmter  Weise  wie  folgt  präcisireo  und  ausspreeben : 

LSsst  sich  unter  Zugrundelegung  der  euclidischen 
Definition  der  Parallelen«  mit  Hflife  der  niemals  an- 
gefoehtenen  und  angeswelfelten  Grondslitse  des  En- 
clides,  aber  mit  Ausschluss  des  eilften  anter  densel- 
ben, ferner  mit  Hfilfe  der  ohne  dieses  Axiom  in  aller 
Strenge  beweisbaren  und  bewiesenen  Propositionen  I. 
bis  XXVI«  des  ersten  Buchs  der  Elemente  desEuclides 
die  Lehre  von  den  Parallelen  In  aller  Strenge  begrfln- 
den  oder  nicht? 

In  neuerer  Zeit  hat  die  Beantwortung  dieser  früher  so  viel- 
fach discutirten  Frage,  wie  es  scheint,  eine  längere  Reihe  von 
Jahren  geruhet  oder  ist  wenigstens  gegen  früher  sehr  in  den 
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Hintergrund  getreten;  ja  die  franzosKscbe  Akademie  der  Wissen- 
schaften soll  sich  einmal  die  Zusendung  neiu  r  Parallel*  atheorieen 
Behufs  ihrer  Beurtheilung  Seitens  der  Akademie  tu  einer  beson- 
deren Bekanntmachung  fürmlich  verbeten  haben.  Als  nun  aber 
Professor  Peters  in  Altona  neiierÜrhst  durch  die  Verüffent- 
licbunß  des  so  vieles  Interessante  enthaltenden  Brief^vechseU 
»wischen  Gauss  und  Schumacher  sieb  ein  so  w esentiiches, 
nicht  genug  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  hatte,  fand  man, 
dass  die  Frace  von  der  Paralleienlheorie  auch  zuisciicn  diesen 
bei<ieii  trefflichen  Männern  einmal  lebhaft  disicutirt  und  ventilirt 
worden  war.  Die  nächste  Veranlassung  zu  dieser  lebhaften  Üis- 
cussiou  hatte  SGhumacher  gegeben,  Gauss  sprach  sich  mit 
aeiner  überall  hervortretenden  Superiorität  in  bestimmtester  Weise 
Cber  die  schon  oft  aufgeworfene  Frage  aas,  nad  liets  »ach  nicht 
uneiwShnt»  dass  ditselb«  sebon  aeit  alner  langan  Reibe  von  Jah» 
ren  fler  Gegenstand  eeinea  eifrigsten  Nacbdenkens  gewesen  sei. 
Zugleich  erinnerte  Ganse  mit  vielem  Lobe  an  eine  nnnmebr 
i«€hon  vor  fast  dreissig  Jahren  erschienene  Schrift  des  als  Pro- 
fessor in  Kasan  verstorbenen  russischen  Mathematikers  f9ico- 
laua  L  o  bat  sehe  wslLy«  mit  deren  Inhalt  er  sich  im  Weseot* 
liehen  i^ana  einverstanden  erkl&rte.  Ausserdem  fand  man^  dass 
noch  frGher  als  Lobatacbewsky  der  ungarische  Mathematiker 
Bolyai»  Parkas  *),  und  auch  sein  Sohn  J.  Bolyai  sich  viel-  i 
fach  und  grflndllch  mit  der  Theorie  der  Parallelen  heschlftigt 
und  fthnlicbe  Ideen  ausgesprochen  hatten,  so  das«  also  diese 
neueren  Ansichten  vorzugsweise  auf  den  filteren  Bolyai,  einen 
Freund  von  Gauss,  aurOckzaf&bren  sein  dflrften,  und  dessen 
Name  daher,  wie  es  scheint,  havptsSchlich  genannt  und  der 
Nachwelt  erhalten  werden  muss,  wenn  von  den  sich  jetzt  geltend  ) 
zu  machen  suchenden  neueren  Aneichten  über  die  Parallelen-  | 
theorle  die  Rede  ist 

Die  Schriften  von  Bolyai  und  LobatscheWafcy  waten 
schon  fast  gani  der  Vergessenheit  anhelm  gefallen»  und  haben 
es  wohl  hauptsächlich  den  Bemerkungen  von  Gauss  an  danken» 
dass  sie  jetzt  wieder,  ihrem  unbestreitbaren  Werthe  gemXss,  ao*s 
Licht  gezogen  worden  sind. 

Hiebei  ist  auch  noch  besonders  hervorsuheben,  dass  Pniifee-  * 
sor  HoQel  in  Bordeaux  sich  die  Mathematiker  zu  besonderem 
Danke  dadurch  verpflichtet  hat,  dass  er  von  der  Schrift  von  L  obat« 
fichewsky».  in  Verbindung  mit  den  zwischen  Gauss  und  Sehn* 
mach  er  ^gewechselten  Briefen,  eine  franzüeiacbe  Ueberaetivng  ' 
unter  dem  Titel :  * 

Die  Voriiaiucn  wevdeo  nacbgesctai. 
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Etudes  geom^triqiies  sur  la  theorie  des  parallele« 
paT  N.  J.  Lobatschewsky ;  traduit  de  TAIIemand  par 
J.  Hoiiel.  Suivi  d'uu  extratt  de  la  Corr68poiidanee  de 
Gauäs  et  de  Schumacher.  Paris.  Gautbier -  Y iliars. 
1866.  8«. 

?erüffeo(licht  hat,  wozu  neuerlichst  noch  die  soeben  unter  dem  Titel: 

Essai  critique  sur  les  principes  fondamentauz  d0 

la  Geometrie  el eme n  tai r c,  ou  Commentaire  sur  les 
XXXII  premieres  propositions  H  es  ^llenients  d' Euclide, 
par  J.  Hoüel.    Paris.   Gauthier-V  iliars.    18ti7.  8». 

erschienene  «Schrift  gekommen  ist,  u-elcbe  vrir  der  Beachtung  der 
Mathematiker  recht  sehr  empfehlen.  In  der  besonderen  Note  VI. 
za  dieser  letzteren  Schrift  hat  ihr  Verfasser  aber  aach  mit 
Recht  an  die  Verdienste  Legendre's  erinnert,  welcher  bereits 
in  den  Memoires  de  rArademie  des  Sciences.  T.  X!I. 
p.  369.  und  in  der  3ten  bis  bteii  Ausi^ahe  seiner  Elements  de 
Geometrie*)  narh  meiner  AJeinuiii;  und  Ueberzeugung  sehr 
schone  Beweise  für  alle  die  Sätze  gegeben  hat,  welche  auch 
L 0  b a ts  c  h  e  w  s  ky  bewiesen  und  überhaupt  als  mittelst  der  oben 
erwähnten  rSätze  des  Enclides,  und  ohne  dessen  eilltes  Axiom, 
beweisbaren  l'hell  der  Geometrie  hingestellt  hat.  Diese  schonen 
Legendr e'scliea  Beweise  der  genannten  Sätze  mache  ich  nun, 
mit  einigen  eigenen  Zusätzen,  hauptsachlich  zur  Aufgabe  der 
folgenden  Darstellung,  und  empiehle  dieselben  der  Aufmerksam- 
keit (1er  Leser.  Die  Grundlage  dieser  Ueweisc  bilden  lediglich 
die  sechü  und  z\\anj2;ig  ersten  Propositionen  des  ersten  Buchs 
der  Elemente  des  Euclides;  kommen  im  Folgenden  Zurückwei- 
sungen auf  diese  Sätze  vor»  so  besiebeo  sieb  dieselben  auf  die 
Debeisetiung  oder  vielmebr  Bearbeitung  der  eocndlscben  Ele- 
mente von  Is.  Barrowy  deren  Ich  mich  vorzugsweise  gerne  be- 
diene«  an  deren  Stelle  aber  natfirUcb  ancb  Jede  andere  gnie 
UebecnetsuDg  oder  Ausgabe  gesetzt  werden  l^ann,  wobei  ich  fibri. 
gens  bemerke»  dass  wenigstens  in  meiner  Ausgabe  der  genaoaten 
Üebersetsvng  (Cantabrigiae.  1655.  p.  7.)  das  gewShnlich  als  das 
Ute  beseichnete  Axiom  die  Nummer  13,  bat. 


*)  In  den  neoeren  Ausgab tn ,  %.  B.  in  der  mir  vorliegenden  Ilten, 
üaden  sich  die  nachher  erwähnten  SätKe  nebst  ihren  Beweisen  nicht 
mehr,  weil  darin  Hie  Thonrit«  ^^r  Puriillelen  niif  eine  d<*r  «^^ewnhnlichen 
sich  zieiiiiich  auschiiesitctide  Weise  dargestellt  ist.  Le^enilrt-  8ai;t  selbst 
in  der  Vorrede:  D'apr^g  l'nvis  de  pliisieiirs  prnfesseirr.^  disiingn^s, 
on  8  est  determine  a  retablir  dans  cetto  ouzieitie  editiuu,  la  iheorio  des 
parabMe«  i-peu-prft»  tar  la  in^nte  base  qu'Eaclide.** 
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I. 

CSrklftniiis.  ^Miile  Linleo,  welche  in  einer  und  derselben 
Ebene  Hegen,  heissen  einander  parallel,  wenn  sie»  so  weit  man 
sie  auch  Dach  beiden  Seiten  bin  verlängern  mag«  niemals  mit 
einander  susammentreffen  «der  sieb  schneiden. 

IiebnatB.  Die  Summe  der  drei  Winicel  eines  ebe- 
nen Dreiecks  Icjinn  nicht  grosser  als  awei  rechte  Win* 
itei  sein. 

Beweis.  Sei  ABC  in  Fig.  I.  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck; 
man  soll  beweisen,  dass  die  Summe  seiner  drei  Wiskel,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  mit  JABC  beseiebnen  wollen,  nieht  grfis* 
ser  als  swei  rechte  Winkel  oder  nicht  grosser  als  %R  sein  kann. 
Zo  dem  Ende  nehmen  wir  das  Gegenthell  ao  und  setsen  abo 
▼orans,  dass: 

1)  fABO'lR 

Man  verlängere  die  Seite  AB  über  B  hinans  und  trage  auf 
der  Verlängerung,  von  B  an,  die  Seite  AB  eine  gewisse  Anzahl 
Mal,  im  Allgemeinen  «mal,  in  BD,  DE,  EF,  JtF,  YZ 
auf,  80  dass  also  die  ganze  gerade  Linie  AZ^{n-{-\),ÄB,  also: 

8)  AY^n.AB 

ist.  Ueber  diesen  aufgetragenen  Linien  beschreibe  man  (Prop. 
XXII.  mit  Bezug  auf  Prop.  XX.)  die  dem  gegebenen  Dreiecke 
ABC  Mud  ulbo  auch  sänmitlich  unter  einander  congruenten  Dreiecke : 

BDK.  DEL,  EFM,....,XYV,  TZW, 

und  ziehe  die  Linien: 

CK,  KL,  LM,  MN, VW, 
wodurch  die  Dreiecke: 

BCK,  DKL,  ELM,  FVW 

entstehen,  eiche  gleichfalls  sämratlich  unter  einander  congrueut 
sind  (Prop.  XIH.  Prop.  IV.),  so  da^s  also: 

CK^KLtiiL9f^MNz:i....z:i  VW, 

folglich : 
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3)   CKLMN.  .,  rWssn.CK 

ist,  wo  CKLMN,,,.  FfFiin  Allgemeioenals  eloegebrocheDe Linie 
80  betrachten  ist  \ 

,  Betrachten  wir  nun  das  dem  Dreiecke  ABC  congruenfe  Drei- 
eck BDKt  80  Ist: 

^  ÄBD  =  ^  BAC, 
folglich,  weil  (Prop.  2U1L  Coroli. 

Z  KBD  +  ^        +  Z  CBK^^R 

Ist,  auch: 

aed  w^  nnii  nach  1): 
ist«  so  Ist  offenbar: 

Daher  ist  In  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  CBKi 

AC=-Bh,   BC=^BC,  Z,ACB>^CBKi 
folglich  (Prep.  XXIV.) : 

ilB  >  CK. 

Weil  ouo  die  sämmtiicben  Dreiecke: 

ABC,  BDK,  DEL,  EFM, .....  XYV,  YZW 

unter  einander  congment  sind,  so  ist  ganz  auf  dieselbe  Weise 
überhaupt : 

AB>  CK,  BD  >KL,  DE>  LSt,  Xr>  VW\ 

folglich : 

AB\BD\DB^....J^XY >  CK^ KL-^LM-^ .... VW 

AY  '  >        CKLMN....  VW  * 

^aiso  nach  2)  und  3) :  \  * 

4)  n.AB>n.CK. 

Setien  wir  nun: 

5)  ilÄ-CÄ  =  Ä, 

wo  d  eine  vtilllg  bestimmte  nicht  verschwindende  GrUsse  ist,  so 
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kami  man  offenbar  die  ganze  Zahl  n  imn«  ao^groM  anoebnieD, 
ibaa     grltoaer  als  die  TSIIig  beatimBito  Grtaa  4.  JC»  folglidi: 

6)  nä^A,AC 

Durch  Addition  der  Uiigleicbungeo  4)  und  6)  erhalten  wir: 

alao»  weil  nach  5): 

ist : 

n,Aß-i-n.AB--n.CK>  n.CK-i-i.AC, 
folglich,  wenn  man  auf  lieideo  Seiten  n»CK  addirt: 

2ii.^^>  2».CK-i-4.^C, 
und«  «rana  man  duo  doreh  Zwei  dividirt: 

n,AB>n.CK-{^2.AC» 
alao,  wall  AC^  WY  iat: 

n.AB>  AC-^n.CK-^^Wr, 
fotglicb  nach  2)  nnd  3)s 

Ar>AC-^CKLjajs....  rw^  wr 

oder: 

AT^  ACKLMN...,  rWT, 

^as  nach  einem  aus  Prop.  XX.  auf  bekannte  Weiae  leicht  her- 
zuleitenden Corollarium  ungereimt  ist. 

Daher  ist  die  Annahme,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  des 
Dreiecks  ABC  grösser  als  zwei  rechte  Winkel  sein  könne,  falsch, 
und  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  jeden  ebenen  Dreiecks 
kann  also  niemalit  grosaer  als  zwei  rechte  Winkel  sein^  w.z.b.w. 

m. 

Zusatz.  Die  Samme  der  drei  Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks  kann  nur  zwei  rechten  WMnkeln  !?!eich  oder 
kleiner  aU  zw  ei  rechte  Winkel  sein;  es  kann  nur: 

/ABC  ^  2R 

aein. 
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Die  Summe  zweier  Wiokel  eines  ebeoen  Dreieck« 
ist  immer  kleiner  als  sw«l  r««lite  WiBkel. 

Ijehr^atz.  Wenn  es  nur  irgend  ein  einziges  ebenes 
Dreieck  g i  e  h  t ,  in  welchem  die  W i n  k e I s  u ni  m  e  zwei 
rechte  Winlcel  beträgt,  so  ist  allgemein  die  6unnn<>  der 
Winkel  eines  jeden  ebenen  Dreiecks  gleich  zwei  rech- 
ten Winkeln. 

Beweis.  Ein  gewisses  Dreieck«  dessen  Winkelsnmme  swd 
fechte  Winkel  betrügt»  wellen  wir  fiberhanpt  diircli  ABC  lieieicli- 
oen»  so  dass  also: 

fÄBC^2R 

ist 

1.  In  Fig.  11.  beschreibe  man  (Prep.  XXII.  mit  Bezug  auf 
Prep.  XX)  fiber  der  Seite  BC  des  Dreiecks  ABCt  in  welchem 

fABC-'iR 

ist»  ein  diesem  Dreiecke  congntentes  Dreieck  BCD,  so  dass 

CDrzAB,  BC=iBC,  BDr=:CA; 
j^BDC-jiLBAC,  ^DCB  =  ^CBA,  jLCBD=^ACB 

ist  Hierauf  verlfingere  man  die  Seiten  AB  und  AC  dber  ^  mid 
C  hinaus,  mache  BB'  AB  und  CC  =  AC  und  siehe  die  Ge- 
raden B*D  nnd  CD.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

j£:ßAC+  ^CBA-^^ACB  =  2R 

and  nach  P^op.  XIII.  Coroll.  2. 

^DBB'  +  ^  CBA  +  ^  CBD  =  2ß 

ist,  so  Ist  offenbar: 

^BACi^^ACB  =  ^DBB  +  ^CBB, 

und  folglich»  weil  nach  dem  Obigen  ^ACBea^CBD  hit: 

jCBAC^jiLDBB, 

also  offenbar  (Prep.  IV.)  $ 

A  BB'D  ^  A  ABC. 

Auf  gans  Ihnliehe  Art  seigt  man,  dass 
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ist  Daher  sind  die  vier  Dreiecke: 

ABC,  BCD,   BB'D,  CCD 

eloimUich  unter  eiDMder  congment,  und  ee  Ist  folglicb: 

^BDC  =^  BAC, 
^  CDC'=x^CßA, 
^BDßz^j^ACBi 

also: 

^ßDC^j£:CDC'  i^^BDB'  =:  ^BAC+^CBd-i^Z,ACB 

s=/ABC=i2R,  ^ 

folgllcli  SfDV  nacb  Prep.  XIV.  eine  gerade  Lioie,  nnd  daher 
ABfO  ein  ehenee  Dreieck,  vrelclies  mit  dem  Dreiecke  ABC 
gleiche  Winkel,  also  auch  dieselbe  Winkelsarome  2/2,  nod  den 
Winke!  bei  A  gemeinschaftlich  bat»  nnd  in  welchem  die  Seiten 
AB'  nnd  AC  doppelt  so  gross  sind  als  die  entsprechenden 
Seiten  AB  nnd  AC. 

Ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  man  aus  dem  Dreiecke  ABC  das 
Dreieck  AB'C  ableitete,  kann  man  aus  diesem  Dreiecke  ein  Dreieck 
AB"C"  ableiten,  welches  mit  dem  Dreiecke  AB  C  oder  ABC 
gleiche  Winkel,  also  auch  dieselbe  Winkelsumme  212,  ond  den  Winkel 
A  gemeioscbafllieh  hat,  und  in  welchem  die  Seiten  AB'  und  AC" 
zweimal  so  gross  als  die  entsprechenden  Seiten  AB*  nnd  AC\ 
afso  Tlermal  so  gross  sind  als  die  entsprechenden  Seiten  AB 
und  AC» 

Da  man  nun  dieses  Verfahren  beliebig  oft  wiederholen  kann, 
80  ist  klar,  dass  man  aus  dem  Dreiecke  ABC  immer  ein  Drei* 

eck  ableiten  kann  ,  welches  mit  dem  Dreiecke  gleiche  Win- 

kel, also  auch  dieselbe  Winkelsunime  2^,  und  dcrt  Winkel  bei  A 
gemein  hat,  und  dessen  zwei  den  Winkel  A  einschli essende 
Seiten  grösser  sind  als  zwei  gegebene  beliebig  grosse  Linien. 

%  In  Fig.  III.  sei  jetzt  AB'C  ein  beliebiges»  mit  dem  Drei- 
ecke ABC  Am  Wnkel  A  gemein  habendes  Dreieck.  Nach  I.-  eon- 
stmire  man  ein  Dreieck  AB'C,  wehsbes  mit  dem  Dreieck  ABC 
gleiche  Winkel,  also  anch  dieselbe  Winkelsnmme 

/ABC'=^2B, 

nnd  den  Winkel  A  gemeinschafllicb  bat«  nnd  dessen  den  Winkel 
A  einsebliessenden  Stifen  AB*  nnd  AC  grosser  sind  als  dk 
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Seiten  AB'  and  AC  des  Dreiecks  AB'C-  Zieht  man  nun  die 
Linie  B"C\  so  i^t  offenbar,  weil  nach  Prop.  XIII.  Coroll.  2.  die 
Winkelsummen  bei  B'  und  C  zwei  rechte  Winkel  betragen: 

«Im»  weil  nach  dem  Obigen 

fAB'C*  =  2Ä 

Ut: 

fAB'C  ^SB^B^C  ^SC'BrC"=i^B. 

Nach  III.  ist  aber  obue  Beziehung  der  oberen  und  uotereo 
Zeichen  auf  cioander: 

fB'B'C  ^  2ß, 

Wollte  man  nun  in  diesen  Vergleichungcn  auch  nur  ein  einziges 
Mal  das  untere  Zeichen  oebmen»  so  würde  man  darch »Addition 
immer  erhalten; 

/AB'C'  '^f^&'C'  +  fC'B'C^  <  6Ä, 

da  docbf  wie  wir  so  eben  gesehen  haben« 

fAB'C  +  fB'Era  +  fCBTCr  = 

Man  muss  also  in  den  obigen  Vergleichungen  immer  und 
überall  die  oberen  Zeichen  nehmen,  und  folglich  setzen: 

so  dass  also,  wie  hier  bewiesen  werden  sollte: 

fAB^a  =  2Ä 
ist.  j 

3.  In  Fig.  IV.  sei  endlich  A'B'C  ein  ganz  beliebiges  Drei- 
eck.  Wenn  dieses  Dreieck  mit  dem  Dreieck  ABC  nicht  lauter 
gleiche  Winkel  hat,  so  muss  wenigstens  ein  Winkel  Ton  A'B'C 
kleiner  sein  als  ein  WMnkel  von  ABC,  weil,  wenn  alle  Winkel 
Ton  A'B'C  grosser  oder  tbeihveisc  gleich  und  theilweise  gröeaer 
als  die  Winkel  von  ABC  wären»  offenbar  immer 
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rolglich,  weil  oach  der  Voraussetzung  bekaootiich 

JABC  s  %R 

ist: 

sein  wOrde,  was  nach  II.  oder  III.  nnmOglich  ist 
Wir  wolIeD  nun  annehmen ,  dass 

^  B'A'a  <  ^  BAC 

scf,  unddeoWinkel  BAC'xnli'A'E  mA^JT  antragen  (Prop.XXIII.). 
Nehroeo  wir  nun  ii)  A'E  einen  beliebigen  Punkt  C"  an  und  ziehen 
B'C",  80  rauss  von  B'C"  offenbar  die  Seite  A' C  oder  ihre  Verlänge- 
fong  über  C  hinaus  in  einem  gewissen  Punkte  D  geschnitten 
werden,  weil  die  Punkte  B'  und  C"  nach  dem  Obij^en  jedenfalls 
aut  entfiegengesetzten  Seiten  von  A'C ,  die  vuti  I>'  ausgehenden 
Linien  B C  und  B'C"  aber  immer  auf  einer  Seite  von  A  ß' 
liegen.  Weil  das  Dreieck  A' B'C"  und  das  Dreieck  ABC,  des- 
sen Winkelsamme  zwei  rechte  Winkel  beträgt,  einen  Winkel 
gemein  babeo«  so  Ist  nach  Nr.  2. : 

SA  B'  C"  =fABC=i  2Ä. 

Weil  datf  Dreieck  A'B'D  und  das  Dreieck  A'B'C**,  dessen  Win- 
kelsonime,  wie  wir  so  eben  sahen,  zwei  rechte  Winkel  betrftgt, 
einen  Winkel  gemein  haben,  se  Ist  nach  Nr.  2.s 

Weil  das  Dreieck  A'B'C  und  das  Dreieck  A'B'D,  dessen  Win- 
kelsnrome,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  zwei  rechte  Winkel 
betragt,  einen  Winkel  gemein  haben,  so  ist  nach  Nr.  2.: 

SA  B'C  z^fA'B^D  =  2Ä, 

wodurch  nun  also  bewiesen  Ist»  dass,  wenn  es  nur  irgend  ein 
Dreieck  ABC  giebt,  fOr  welches 

/ABC =  2B 

ist»  auch  in  FSIiiger  Allgemeinheit  für  jedes  andere  gans  belle* 
bige  Dreieck  A'B'C  Immer 

/A'ß'V  =  2H 

ist. 

?. 

So  hfitten  wir  denn  nun,  wie  wir  glauben ,  mit  enelidischer 
Strenge  Zweierlei  bewiesen,  nSmlicbi 
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A.  Die  Sarame  der  drei  Winkel  eines  ebenen  Drei- 
ecks kann  nicht  grösser  sein  als  zu  ei  rechte  Winkel, 
dieselbe  kann  nur  eben  so  gross  oder  kleiner  als  zwei 
rechte  Winkel  sein. 

fi.  Wenn  nur  in  irgend  ^tneiii  ebenen  Dreiecke  die 
Snmine  der  drei  Winkel  zwei  rechte  Winkel  beträgt, 
-r  80  beträgt  in  völliger  Allgemeinheit  in  allen  ebenen 
Dreiecken,  ohne  alle  Ausnahme,  die  Summe  der  drei 
Winkel  zwei  rechte  Winkel,  und  ist  also  eine  den  Werth 
2B  habende  constante  Grösse. 

Wo  ist  denn  nun  aber  oder  welches  ist  denn  nun  das  Indi- 
vidttom  der  ebenen  Dreiecke,  von  dem  man  a  priori  mit  euclidi- 
seher  Strenge,  bloss  mit  Hdlfo  der  euelidlseheo  GnmdsStxe,  natfir* 
lieh  mit  völliger  Ausschliessang  des  berühmten  eilftee  Axioms, 
beweisen  kann,  dass  die  Summe  seiner  drei  Winkel  genau  swel 
rechte  Winkel  betrigt?  Bis  jetst  ist  kein  solches  Individnam 
gefunden  worden»  Keinem'  ist  es  gelungen,  den  In  Rede  stehen* 
den  fieweis  auf  die  angegebene  Welse  auch  nur  fBr  ein  einiges 
ebenes  Dreieck  zu  führen;  wie  die  Sache  jetst  liegt,  sind  nur 
ebene  Dreiecke  mit  einer  .swei  rechte  Winkel  übersteigenden 
Winkelsttinme  unmöglich,  gleich  möglich  dagegen  sind  ebene 
Dreiecke  mit  Winkelsummen,  die  gleich  swei  rechten  Winkeln 
oder  kleiner  als  swei  rechte  Winkel  sind ;  es  ist  aber  auch  nach 
den  vorher  bewiesenen  Sätzen  entweder  in  allen  ebenen  Drei* 
ecken  die  Winkelsumme  L^leich  zwei  rechten  Winkeln,  oder  in 
allen  ebenen  Dreiecken  die  Winkelsnmme  kleiner  als  zwei  rechte 
Winkel;  und  da  scheinen  sich  nun,  um  hierüber  zur  Entscheidung 
zu  kommen,  die  Ansichten  der  neueren  Geometer,  und  swar  sum 
Theil  sehr  gewichtiger  Stimmen,  darin  zu  vereinigen,  dass  die 
apriorische  theoretische  Betrachtung  mit  dem  Obigen  ihre  End> 
Schaft  erreicht  habe,  und  nichts  Anderes  übrig  bleibe,  als  die 
Erfahrung  zu  befragen.  Also  die  Geometrie  doch  wenig- 
stens in  einem  Punkte  eine  E  r  t  a  Ii  r  u  n  gs  w  iss  en  seh  aft !  f 
In  allen  ebenen  Dreiecken  aber,  deren  Winkel  bis  jetzt  mit  den 
genauesten  und  vollkommensten  winkelmessenden  Instrumenten 
gemessen  worden  sind,  bat  sich  die  Summe  der  Winkel  jeder- 
zeit mit  der  grüssten  Annäherung  gleich  zwei  rechten  Winkeln, 
nahezu  in  gleich  vielen  Fällen  etwas  kleiner  oder  etwas  grösser  # 
als  zwei  rechte  Winkel,  eri^ebeu;  auch  haben  sich  die  Abwei- 
chungen der  gemessenen  VVinkelsummen  von  zwei  rechten  Win- 
keln stets  desto  kleiner  herausgestefit,  dieselben  sind  jederzeit 
der  JNuU  desto  näher  gekommen,  je  vollkommener  die  anG:e\vand- 
ten  Messinstrumente  waren;  je  genauer  die  Winkel  aul  ihren 
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Limben  und  Nonien  sich  alilesen  Hessen;  je  mehr  Sorgfalt  man 
auf  die  Messungen  verwandte;  je  günstiger  die  Umstände,  unter 
denen  die  Messungen  angestellt  %vurden,  waren;  von  je  weuiger 
sturenden  äusseren  Einllüösen  dieselben  afficirt  wurden.  Man 
bilde  sich  nur  ein  einziges  ebenes  Dreieck  von  einer  der  Win- 
kelmessung  besonders  günstigen  Form,  narte  die  Messung  be- 
sonders begünstigende  Umstände  ab  und  messe  die  Winkel  mit 
der  grussten  Sorgfalt  und  mit  den  genauesten  Instrumenten,  welche 
die  mecbaniscbe  Kunst  herzustellen  im  Stande  ist,  so  wird  man 
alle«  Obige  votlkommen  bestätigt  ftudeo,  wie  die  Erfahrung  schon 
in  der  Tielfachsteii  Welse  gelehrt  bat.  Also  gieht  es  erfahruDge- 
mSssig  ebeoe  Dreiecke^  deren  Winkelsummeo  mit  der  aUergroest 
ten  Anfläheriing  swel  rechte  Winkel  betragen,  vrodnreh  wir  uoa 
nnn  nach  den  oben  in  aller  Strenge  a  priori  bewiesenen  Sfttsen 
fSr  berechtigt  halten  mfissen*  wenigstens  mit  der  grOssten  Wahr» 
acheinlicbkeit  aber  mehr  dürfen  wir  aneh  cur  Zeit  (ät  onsere 
Behaoptung  nicht  beansprnchen  —  den  Sats: 

1.  In  jedem  c- 1)  e  n  e  n  D  re  iecke  ist  die  Wiokeisumme 
gleich  zwei  rechten  Winkeln. 

anszuspreehen«  und  auf  diesem  Fundamente  das  weitere  Gebinde 
der  ^Geometrie  aufzuüBbren.  Einige  weitere  Bemerkungen  über 
diesen  Gegenstand  wird  man  am  Ende  dieser  Abhandlung  finden. 

Mittelst  Prop.  XIII.  ist  aus  dem  vorstehenden  Satze  auf  be- 
kannte Weise  leicht  der  folgende  Satz  abzuleiten: 

2.  Jeder  Anssenwinkel  eines  ebenen  Dreiecks  Ist 

der  Summe  der  beiden  inneren  Ihm  gegenfiberstehen- 
den  Winkel  des  Dreiecks,  welche  Fon  ihm  nichtNeben* 
winke!  slnd^  gleich« 

Da  nach  Prop.  V.  die  Winkel  a[j  ikr  (iruudlinie  eines  gleich- 
schenkligen ebenen  Dreiecks  einander  gleich  sind,  so  folgt  aus 
dem  vorhergehenden  Satze  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

3.  Der  an  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  ebe- 
nen Dreiecks  liegende  Aussenn-inkel  desselben  ist 
Jederzeit  doppelt  so  gross  als  jeder  der  beiden  an  der 
Grundlinie  liegenden  Winkel,  oder  jeder  dieser  bei- 
den letzteren  WMnkel  ist  halb  so  gross  als  der  an  der 
Spitze  des  Dreiecks  liegende  Aussenwiokei  desselben. 

n. 

lielir0»tB»  (Bilfler  eacltdiselier  C^rnndsats.) 
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Wenn  zwei  gerade  Lioieii  vqd  einer  driiteD  geraden' 
Linie  geschnitten  werden,  und  die  Samme  der  beiden 
inneren  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie 
liegenden  Winkel  weniger  als  zwei  rechte  Winkel 

beträgt:  so  müssen  die  betdrn  durchschnittenen  gera-  • 
den  Linieo,  genugsam  verlängert,   auf  der  Seite  der 
schneidenden  Linie,  auf  welcher  die  beiden  in  Rede 
stehenden  Winkrl  liegen^  nothwendig  zosanimentref- 
fen  oder  sieb  schneiden. 

BeweiAi  Id  Fig.  V.  seien  AC  und  BD  zwei  Ton  der  drit- 
ten geraden  Linie  geaefaniltene  gerade  Unien*  nnd  die  Somme 
der  beiden  inneren  an  derselben  Seite  der  ecbneidenden  geraden 
Linie  AB  liegenden  Wfaikel  BAC  nnd  ABD  betrage  weniger 
ain  swei  reebte  Winicel»  oder  es  sei»  wenn  wir  der  Kfirse  wegen: 

^BAC=a,  ^ABD  =  § 

setzen; 

tt-f  j9<2il. 

Auf  der  Linie  AC  mache  man  nun  AA^  =  AB  und  ziehe  A^^B, 
mache  Af^A^^^A^B  und  aiehe  A^By  mache  AiA^=  AiB  und 
ziehe  A^ß,  mache  ^2^43  =  ^2^  und  ziehe  A^B,  u.  s.  w.;  dass 
man  dieses  Verfahren  beliebig  weit  fortsetzen  oder  beliebig  oft 
wiederholen  kann,  ist  klar.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  An  der 
letzte  der  nach  dem  vorhergehenden  Verfahren  auf  der  Linie  AC 
aofgetrageoeo  Punkte 

A^f  Als  A%t  A%9  A^t  ■••> 

sei,  so  sind 

AAf^Bt   AqAiB  ,   AiA^B  ,  An-\AnB 

gieicbschenkUge  Dreiecke  mit  den  Grundiinien 

Af^$  AfBf  A%Bt  A^B,  w«,  AmB, 

und  nach  dem  Satze  V.  3,  ist  folglich  ,  wenn  wir  (Jer  Kürze  wegen 
den  völlig  bestimmten  Winkel  ABAq  oder  AA^B  durch  y  be- 
zeichnen : 

^AA^B  =zy, 
^  A^AiB  s=  ir, 

^AiA^Bis^kf» 
^  A^A^B  s 

II*  s.  w« 
^  An^\  AnB  —  ^  f. 
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Id  dem  Dreiecke  AB  An  i«t  also: 

» 

JABAn—^BAAn^^^ABAn^^^An-^lAnB^Q^'^ABAn  -h  2./' 

nnd  folglieh  j  weil  necb  V.  1.; 

SAB  An  =  2Ä 

ist: 

u^^ABA»-^^f^%R, 

also: 

Weil  nun  aber  nach  der  Voransaetzoog 

ist,  so  kann  man,  wenn  6  eine  gewisse  TSilig  beatinmite  nicht  vef 
Bchwlodende  GrOaae  beseiclinets 

«-!-/}  SS  2A*d 
setzan,  woraus  sieb  unmittelbar: 

2iZ->as/}4d. 

atso  nach  dem  Obigen: 

oder,  insofern  nicht  ^  ist: 

^  ABAn  =  ^  ^ßi>+ 

ergiebt.  Da  aber  d  eine  vullig  bestimmte  nicht  veräcbv^  indenile  Grosse 
ist,  60  kann  man  offenbar  *)  die  ganze  Zahl  n  immer  so  gro^ 
annehmen,  dass 

folglich  d— eine  Null  ühersteigeodeliirCisse  ist;  dann  Ist,  wegen 
der  so  eben  bewiesenen  Gleiebung 

^  ABAn        ABB  ^{i-'^f), 

«)  Zmn  UeberfloM  kftanle  ich  hier  sei  Elem,  Lib.  X.  Prep,  I.  ver* 
wslteii. 
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offenbar : 

^  AB  An  >  ^  ABD, 

und  die  von  B  amgeheiide  Lioie  BD  liegt  also  iooeriwlb  des 
Wtolceb  AB  An  des  Dreiecks  AB  An»  woraus  sieb»  weil  Jedes 
Dreieck  ein  endlicber»  nach  allen  Selten  bin  Follsttndig  begrina^ 
ter  Raum  ist,  die  von  B  ausgebende  Linie  BD  aber  Aber  D 
binaus  In's  Unendlicbe  verüngert  werden  kann,  und  von  Ibr  die 
.scbon  In  B  geschnittenen  Seiten  AB  und  AmB  des  Dreiedu 
ABAn  ein  iweltes  Mal  nicht  geschnitten  werden  kennen»  In  der 
unsweldetttigsten  Welse  .ergiebt,  dass  von  der  über  D  hinaus 
genugsam  verlängerten  Linie  BD  die  Seite  AAm  des  Dreiecks 
ABAn»  also  die  Linie  AC»  notbwendlg  geschnitten  werden  niass, 
w,  s.  b.  w« 

vn. 

IielursatB.  Wenn  zwei  gerade  Linien  von  einer  drit- 
ten geraden  Linie  geschnitten  werden,  und  die  Summe 
zweier  inneren  auf  derselben  8eite  der  acbneidendeo 
Linie  liegenden  Winkel  beträgt  zwei  rechte  Winkel: 
80  sind  die  beiüen  ersten  Ton  der  dritten  durchschnit- 
tenen Linien  einander  parallel. 

Beweis.  In  Fig.  VI.  werden  die  beiden  Linien  ^JSund  CF 
▼on  der  dritten  geraden  Linie  MN  in  B  und  D  geschnitten»  und 
es  sei: 

^ABD^^CDB^^Rl 

es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  beiden  Linien  AE  und  CF 
unter  dieser  Voraussetzung  einander  parallel  sind.  Denn  wären 
die  Linien  AE  und  CF  einander  nicht  parallel,  so  hiüssten  sie, 
genugsam  verlängert,  mvh  schneiden  (1.).  Schnitten  sie  pich  auf 
derselben  Slite  der  schneidenden  Linie  MN,  auf  welcher  die 
beiden  inneren  Winkel  ABD  und  CDB  lieijen,  in  G,  so  wäre 
ßDG  ein  Dreieck  und  in  demselben  nach  der  Vorauiiäetzung : 

^GBD^^GDB^m,  . 

was  nach  III.  unmuglich  ist.  Schnitten  die  Linien  AE  und  CF 
sich  auf  der  anderen  «Seite  der  schf^eidendcn  Linie  MN  in  so 
Colgt  dieselbe  Ungereimtheit,  weil  aus 

^  ABD    ^  CDS  =  1H 

mittelst  Prop.  XID.  leicht  hersuieitea  ist»  dass  auch 

jiLEBD^  ^FDB^%R 

Th«il  XLYIL  2t 
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ist  Die  Linien  AE  und  CF  können  sich  also  weder  auf  der 
einen,  noch  auf  der  anderen  Seite  der  Linie  JUN  schneiden;  sie 
schneiden  sich  sAso  niemals  und  sind  daher  nach  L  eioaoder 
porallei»  w.  a.  b. 

» 

Anmeikung.  Ueber  Gegenwinkel»  Wecbeelwinkel  u.  e.  w. 
ist  hier  nntürlieli  nichts  weiter  su  sagen. 

YÜL 

lielarsatpesO«  Wenn  swei  einander  parallele  gerade 
Linien  von  einer  dritten  geraden  Linie  geschnitten 
werden,  so  lietrftgt  di%  Snmaie  Jeder  zwei  Inneren  ao 
derselben  Seite  der  schneidenden  Linie  liegenden 
Winkel  swei  rechte  Winkel 

Beweis.  In  Fig.  VII.  werden  die  einander  parallelen  geraden 
Linien  AE  and  CF  von  der  dritten  Linie  MIS  in  B  und  D  ge- 
schnitten; es  soll  bewiesen  werden,  dasä  uuter  dieser  Voraas* 
Setzung 

^  ABD  +     CDB  =  2iB 
Ist  Denn  wSre  nicht 

^  ABD  ^     CDB  = 
so  konnte  entweder 

^  ABD  +  ^  CDB  <  2i2 

oder 

^ÄBD-k^  ^CDB>2B 

sein.  WIbre  aber 

^  ABD  +     CDB  <  2i2. 

so  wdrden  nach  VI.  die  Linien  AE  und  CF,  genugsam  ▼eiiln* 
gert^  auf  der  Seite  von  auf  welcher  die  Winkel  ABD  und 
CDB  liegen,  sich  schneiden,  und  wären  also  nach  I.  einander 
nicht  parallel»  wie  doch  Toiansgesetst  wurde.  Wfire  femer 

^  ABD  +  z:  CDB  >  2Ä, 

so  würde  sich  hierans  mittelst  Prep.  XIU.  leicht  herleiten  las« 
sen»  dass 

seiomiisöte,  und  ganz  wie  vorher  würden  also  nach  VI.  die  Linien 
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and  CF,  genugsam  verlängert,  auf  der  Seite  von  MIS  sich  schnei- 
den, auf  welcher  die  Winkel  ABD  und  CDB  nicht  liegen,  die- 
selben wären  also  nach  h  wieder  einander  nicht  parallel«  wie  doch 

vorausgesetzt  wurde.  Daher  kaon  weder 

* 

noch 

^  ABD ^  CDB  >  2B 
Mio,  and  99  tat  also: 

^ABD-^^CDBzs2B, 

w.  a.  b.  w.  ' 

* 

Anmerkaiig.  Ueber  Gegenwinkel,  Weebeelwinfcel,  n*  e.  w. 
iat  anch  hier  niebln  weiter  in  sagen. 


JX. 

SeliUuMbciüevliiuiir*  In  Obigen  liaben  wir  gesehen,  dass, 
der  strengen  Theorie  naeh,  ebene  Dreiecke,  deren 'Winkelsanmie 
gleieh  zwei  rechten  Winkeln  oder  Meiner  als  zwei  reebte  Winkel 
ist,  gleich  möglich  sind;  nnr  die  Unmöglichkeit  ebener  Dreiecke 
mit  zwei  reebte  Winkel  ghersteigeoden  Winkelsammen  ist  streng 
erweisbar;  entweder  Ist  in  allen  ebenen  Dreiecken  die  Winkel- 
summe gleich  zwei  rechten  Winkeln,  oder  in  allen  ebenen 
Dreiecken  ist  die  Winkelsumme  kleiner  als  zwei  rechte  Winkel. 
Dadurch  ist  Lohatschewsky  und,  so  viel  ich  weiss,  auch 
J.  Bolyai,  dessen  hierher  gehurende  Schrift  mir  al>er  jetzt  noch 
nicht  zu  Gebote  steht,  Toranlasst  worden,  gewisscrmassen  zwei 
Geometrieen  zu  unterscheiden,  too  denen  die  eine  vnn  der  Vor» 
aussetzung  —  oder  Hypothese  —  ausgebt»  dass  die  Winkelsurame 
jedes  chenen  Dreiecks  gleich  zwei  rechten  \Vinkeln  ist,  die  an* 
dere  dagegen  die  Toraussetzung  —  oder  Hypothese  —  zur  Grund* 
läge  ihrer  Untersuchungen  macht,  dass  die  Winkelsumme  eines 
ebenen  Dreiecks  kleiner  als  zwei  rechte  Winkel  oder  fiherhaupt 
nicht  grösser  als  zwei  rechte  Winkel  ist;  die  letztere  hat  Lo- 
batschöwsky  mit  dem  Namen  Imaginäre  Geometrie  be- 
legt, wogegen  in  neuerer  Zelt  flie  schon  von  Gauss  gebrauch- 
ten Benennunn:en  Euclidische  Geometrie  und  Nichteucli- 
discbe  Geometrie  für  diese  beiden  Geometrieen  wieder  beson- 
ders in  Vorschlag  gebracht  worden  sind.  Was  es  nun  mit  dieser 
r^ichteuclidischen  Geometrie  für  eine  Bewandtnis«  hat,  gebort 
jetzt  gar  nicht  hierher,  und  liegt  ganz  ausser  dem  Zweck  und 
dem  Bereiche  dieser  Abhandlung,  die  es  durchaus  nur  mit  der 

22» 
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Eucüüischen  Geometrie  so  than  haben  soll,  indem  ich  auf  die 
Nichteuclidiscbe  Geometrie  — >  (Iber  welcbe  die  vorhergehenden 
nur  ganz  oberflächlichen  Bemerkungen  für  jetzt  genügen  miigen  — 
bald  in  einer  besonderen  aasffihrlichen  Abhandlung  zurückzu- 
kommen hoffe,  üeberbaupt  muss  ich  mir  die  Bemerkung  erlau- 
ben, dass  die  sogenannte  Nichteuclidische  Gconietri©  zunächst 
von  der  Euclidischen  Geometrie  ganz  getrenot  gehalten  werdeD 
muss,  namentlich  auch  Anföngern  gegenüber,  bei  denen  dei^ 
gleichen  Vermischungen  und  Vermengungen  Dar  UeUerbeU  end 
Terwirrung  erzeugen,  aod  deee  also  aseli  namentUch  in  geo» 
netrieehe  Elemeotorlelitbfleber  ErOrteniDgen  Aber  die  soge- 
nanote  Niebtenelldiaehe  Geometrie  snr  Zeit  gar  nicht  geb5reo« 
Eben  so  bin  ieb  der  Ifeinang,  daee  es,  so  lange  man  sich  ledig- 
lieb  aof  dem  Felde  der  Eucildleehen  Geometrie  beiregt; 
gana  nnnStbig  und  vDnfits  lat,  an  der  enelidiechen  Definition  der 
Parallelen  aneb  nnr  die  gerbgste  Aendemng  Tonnnebmeoy  vnd 
dase  es  eben  deshalb  ancb  gana  nnaOthIg  und  nnnfitt  Ist,  den 
segenaaattn  Winkel  des  Parallelismns  —  tfber  den  In  einer  spX^ 
teren  Abbandinng  ein  Mebreres  —  in  der  Euclidischen  Geo- 
metrie zu  betrachten»  was  In  derselben  gleichfalls  nnr  Verwir* 
rnng  hervorbringen  kann,  und  nach  meiner  Meinung  zunSchst 
dahin  gar  nicht  gehört.  Alles  dieses  wird,  wie  ich  glaube  und 
hoffe,  in  der  obigen  Abhandlung  seine  Bestätigung  finden»  Was 
endlich  die  im  Obigen  hauptsächlich  nach  Legendre  gi^dieoen 
Beweise  der  geometrischen  Sätze,  auf  welche  es  hier  vorzuga> 
weise  und  ganz  besonders  ankommt,  betrifft,  so  glaube  ich,  dass 
dieselben  rücksichtlich  ihrer  wahrhaften  geometrischen  Strenge 
und  Evidenz,  wie  wir  diese  Ei*)^enschaften  aus  den  Schriften  der 
griechischen  Geometer  kennen  lernen  und  uns  aneignen  können, 
über  den  von  Lobatschewsky  gegebenen  Reweisen  derselben 
Sätze  stehen,  welche  letzteren  Beweise  selbst  nicht  von  allen 
Zweifeln  frei  sein  dürften,  was  aber  weiter  auszuführen  hier 
jetzt  nicht  der  Ort  und  der  Zweck  ist*);  die  vielleicht  etuas 
grossere  Weitläufigkeit  der  Legend re'schen  Beweise  wird  durch 
ihre  Strenge  und  Evidenz  voUkommeo  aufgewogen,  und  Herrn 


*)  Auch  stimme  ich  dem  völlig  bei,  was  Herr  Angele  Fort!  in 
der  etwa«  weiter  unten  Rnt^eführten  kleinen  Schrift  (p.  19.)  über  die 
Schrift  von  L  o  b  a  ta  ch  e  w  8  k  >  sngt:  ..Per  dtbito  di  critica  mi  h  d'aopo 
dure,  che  le  Memorie  di  Lobatschewaky  8ono  ^eneralmente  etposto 
in  modo  al^uanto  oecuro.  Questo  difetto  sopra  uaa  roateria,  che  ha 
|Mff  earaitere  «Measislo  hi  chiareiia,  •  col  snsl  ti  veleva  aggiaager« 
•vidensB  pnö  avwe  eeopeiato  a  non  fv  Im  ncqnisCsf«  rinlsnara  •  la 
diflkulone»  che  nierftaToae.  ** 
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Uoflel  ist  gewim  wiederholt  zu  danken,  daes  er  diese  Beweise 
in  seinem  oben  erwähnten  Essai  critique'^  wieder  an'» 
Licht  gezogen  und  die  Mathematiker  von  Neuem  mit  den- 
selben bekannt  gemacht  hat.  In  Italien  hat  Herr  Angelo  Forti 
In  Pisa  in  der  kleinen  Schrift:  „liitoriio  alta  Geometria 
tmmaginaria  o  no n - e ucüd iaoa.  Pisa.'*  seine  Landslcute 
mit  diesen  neueren  geometrischen  Untersuchungen  vorläufig  im 
Allgemeinen  bekannt  gemacht,  und  Herr  G.  BattagMni  in  Nea- 
pel hat  neuerlichst  eine  sehr  zu  beachtende  Schrift  über  die 
Nichteuclidische  Geometfie  oder  die  Pangeometrie  unter  lolgeu- 
dem  Titel  heraasgegebea : 

Sulla  GeometrU  itnmaginarU  dl  Lobatachewaky. 
Nota  per  G.  Battaglini  (Rendiconto  deüa  R.  Ae< 
cademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematielie 
di  Napoli.  Fascicolo  6».  —  Giogao  1867.  Stam- 
paila  d«l  Fibreno  1867.).  40. 

Wie  schon  gesagt»  denke  ich  bald  auf  diese  Nicbteuclidische 
Geometrie  ausführlich  zurfickzukommeo »  aobaid  die  ganze  betref- 
fende Literatur  mir  vorliegt,  wa«  ia  dieaom  Falla  datebana  notb« 
wendig  ist  ^ 

Um  jedem  Missverst&ndnisse  vorzubeugen,  bemerke  ich  iioch 
 wenn  leb  auch  leider  dies  nur  aus  dem  Gedächtnisse  schrei- 
ben kann  —  rucksichtlich  der  obigen  Legendre' sehen  Beweise, 
dass  dieselben  nicht  mit  einer  anderen,  als  ungenfigend  erkaan- 
ten,  in  den  neueren  Ausiraben  der  „Elements  de  Geometrie** 
unterdrückten  Parallelentheorie  zu  verwechseln  sind,  an  welche 
sich  auch  —  so  viel  ich  mich  noch  erinnere  —  eine  im  Jahre  1818 
in  Halle  erscbieoeoe  verdienstliche  Scbrifit  von  Hess  Ii  Dg  an- 
scbÜesst. 
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Ueber  einen  arithmetischen  Sats  ven  Lagrange. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  den  „Addftions  k  l'Alg^^bre  d'£aler.  Para- 

graphe  IX.  De  la  maniere  de  trouver  de»  fonctions 
algöbriques  de  tous  iea  degres,  qui  ötaii^t  multipliees 
ensemble  produisent  toujours  des  fooctions  sembia- 
blos"  hat  Lag  ränge  ausser  anderen  sehr  bemerkenswcrthen 
Sätzen,  auf  die  wir  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zurückzukonimeD 
hoffen,  einen  Satz  bewiesen,  ueieher  nach  unserer  Meinung  ver^ 
^inotf  noch  auf  eine  andere  Art,  als  von  Lagrange  gesebehen» 
bewieseD  zu  werden.  Einen  neuen  Beweis  dieses  Satses  will  leb 
daher  In  diesem  Aofsatse  geben. 

Es  sei: 

A,  =  i,  B,=0, 

A2  =  a,  B%  =  6, 

=  aA^ — bAxf  z=z  aB^  —  » 

S5  uA^  *~bA^f  B^  as  aB^^bB^  t 
\        n«  s*  w.  u.  s»  w. 

wo  alle  Zeichen  beliebige  GrDssen  bedeuten. 

Daun  iät : 

Bi  —  0,  B^  =  bAi ,  B^  =  bA%f  B^  =  bA§  

wie  man  leicht  tindet;  also  allgemein: 
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welch«  Relation  auch  noch  für  «  =  1  gilt,  wenn  man  ilo=ö  setzt 
GUI  nftmlich  diese  Relation  bis  n,  so  ist,  weil 

ist: 

also,  weil 

Am  —  aArn^  — 

ist : 

und  die  zu  beweisende  Relation  gilt  folglich  auch  för  n  +  1,  also 
bis  «+1,  woFsn«  sich  naeh  bekannter  Scbluseweise  ergiebt.  dass 
sie  allgemein  gültig  iet. 

Weil 

An  =  aAnr-l  —  ttAn-^i 

wd,  wie  so  eben  bewiesen: 

B»^i  =  bAn^ 

ist,  so  ist: 

Au  —  üAn-t  — 

Daher  haben  wir  die  folgeoden  Relationen : 

A^=:aAi  —  Bif  ^4  =  6^1, 
il,  sa^2 — B2»  B^~^^%* 

^>  \  A^^aA^^B^,  B^^bA^, 

A^zstaA^^B^».  B^^hA^, 

U.  8.  W.  O.  S.  W. 

Setzen  wir  nun.  die  Binomial-Coefficientcn  auf  gewöhnliche 
Weise  beseicbneud: 

3) 

so  ist:  ^ 
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abo,  weil  nach  einer  allgemein  bekannten  Zerlegung  der  Bino* 
mlal-Coeflicienten:  « 

(«•+  l)i  =  n»o  -f  wi| . 

(m  4-  J)2  =  m,  +7%, 

(m-f  l)s  =  JW*  +  ni3, 
(m -f  1)4  a     -I- 014, 

ist: 

— «H  «"»y  Bt  -  tn^  ar"^»y«B^  — m,  ~ .... 

folglich  nach  2): 

^"■+1  —  B,  —  iJit*<^»y«Äa— iWga:w-8y3jBj— ....) 

also  nach  3) : 

Ferner  iet  nach  derselben  Zerkgung  der  Binomlal-Coefficienten  : 
=    m^x^yAi  +  m,  x^-^y'^A^  +  mt««»^^»i<,-|-„., 
+  fli|  +  m,«<»~ijr^il,  -f.  m, jK<*i-V'<^s  +  — • 

also  nach  2): 

YmH  —    af(ni|««-iyil,  -{-mtS^y^A^-^-m^x^-^y^A^^.,,,) 
+  iHoiP^^r ^1  +  wi  ai'n-^i/Z .       -I-  m^x'^'^y^. aA^  + .... 
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folglich  nach  3): 

I  =        -I-  (a;  +  av)  Fm. 
Daher  haben  mt  jetet  die  beiden  folgeodeo  Relationen: 

F«+i  =  ^JTm  +     +  ay)  F«i. 
FolgKcb  ist»  wie  man  mittelat  leiditer  Recbnnog  findet: 


4) 


-x;.F»+*^« 

— aA3f(x-f  osf) 


+  oar(a;  +  ay) 

ond  daher,  wie  man  naeh  leichter  Rednetion  findet: 

ö)  X^i*  +  a^„+,  Fm+i  +  6  Fm+i* 

»  (««<Miay-|^6y*)(Jr»S4aJC»F«i-|-6F«|S. 

Nun  ist  nach  3); 
alee: 

A|»  +      Fl  +6  F.«    «•  +  iwy 
folglich  nach  5): 
jr.»  +  a JT.  F,  +  6  F.«  «      +.aa^  +  öy*)  (X,*  +  n^i  Y,  +  6  Fj«) 

J^«  +      F.  +  6  F.*  =  («a + «ry  +  6^0  ( JC«« + «4  F< + 6  F,«) 

JT^*  +  a  J^4  F4  +  6  F*«  =      +  axy  +  63^»)       +  aX^  F,  +  6  F,^) 

n*  8*  w«, 

wa»  unmittelbar  zu  der  folgenden  sehr  merkwGrdigen  Gleichung 
fahrt : 

6).  ;  .  -X;i.«+«J»F«,+ÄF«,«=s(«»^«acy+^»)". 

zu  welcher  Lagrange  a.  a.  O.  durch  ganz  andere  ßetrachtnn* 
gen  gelangt  ist. 

Für  a  =  0  ist  nach  1)  offenbar: 


e 
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At^-*bdi  =  -6,     ß^zs^bB^  =0, 


U.  6.  W. 


u.  s.  w. 


also  a 


und  folgUcb  nach  3): 


7) 


F»  =  a:"-*^  -  wi8X»»-»y»6+iii^ir^yÄ*-iMr««»-yÄH.*"  > 
wo  dann  in  dinneni  Falle  nach*  6)  die  Relation : 

8)  JK««  +  6F«*  =  (4:a+6y«)« 

Statt  aadet 


Nach  6)  ist: 
alao: 

W  +  ai;.  F»+  dF„«)  (2,^  +  a-X;F.  +  bTn^ 
folgtieb»  weil  nach  0)s 
ist: 

(Xm*  +  «X«  F„  +  *  F„«)  (Xn*  +  «X.  F« + 6  F.«) 
Folglich  ist  ferner: 


Digitized  by  Google 


't 


tum  laprauffe,  33g 

Also  Ut  iBfoer: 

(JT.« + aXm  F« + F««)(J(;»+ eA;  F.  F.»)  (ApH  aJTp  Vp-{^b  Fp«) 
=:=  (A«f,4^«+fljr«4^Fi»l^  +  6F,i,f»^ 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geheo  kann«  ist  klar,  und  e« 
ist  also  allgemein: 

9).  !   (x„»+«a;i,f„+6F««) 

X(-X^a+«JiF,+ÄF,«) 
X(J¥,«+«^gF,+6F4«) 

U.  8.  W. 

XW+«2r„F»  +  6F.»> 

=  Äi»+n+p-f....+u*  +<lA«+n+p+....+«  Fm+n-fp+....+u+  Ö  Fju^-n-f-p^-.. 


Man  kann  von  dem  Bisherigen  mancherlei  Anwendungen 
machen,  worüber  jedoch  für  jetzt  die  iulgeoden  üemerkuijgeu 
geoiigen  mögen. 

Soli  man  X,  F  so  bestimmen,  dass  die  Grosse 

JE»  +  flirF+6F» 

ein  Quadrat  wird»  so  setze  man  im  Obigen  f»=2,  und  folglicb 
nach  3) : 

ä 

dann  ist  ffir  jedes  a:  und 
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Soll  man  JT,  Y  so  bestimineD,  dass  die  Grtese 

eis  CuIhis  wird»  io  Mtte  tnaR  im  ObigaD  iiis=3,  nod  folglicii 
nacli  3): 

also«  weil  nach  1): 
iat; 

SS  jlT,  SS     — 36«y*— a6y', 
daoD  ist  für  jedes     und  yi 

Um  die  GrOeae  IT  aa  an  bealimmeo,  daaa  die  GrSaaa 

ein  Qaadrat  wird,  Icaan  man  afcb  anf  folgende  Art  verhalten. 
Macli  dem  Yorbeigebenden  wird 

JC»  +  6AF+€iF» 

fBr  jeden  x  nnd  y  ein  Qaadrat,  wenn  man 

setst.  Nun  bestimme  nmn  mittelst  der  Gleiefanng: 

die  Grosse  jb,  wednrch  nuin: 

nnd  folglich; 

Y  _  a  ,  >  _  (I -  6y«)«-4ay^  _  1 -2gy« -j- y-4n)y* 

erhSit.   Dann  wird  für  jedes  y  die  Grösse 


t 
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miil  folglicli,  weil  F=l  ist,  fttr  jede«  iy  die  Gr&sse 

ein  Quadrat,  wie  veriaagt  warde. 

Dieses  Quadrat  ist  nämlich: 

Soll  man  X  so  bestimmen,  dass 

ein  Quadrat  wird,  so  bestimme  man  nach  dem  Vorhergehenden 
X  80,  das« 

+  X* 

ein  Qaadrat  wird ;  daaa  iat  aach 

ein  Quadrat 

Seil  man  X  so  bestimmen,  dass 

a^^bX^cX^ 

ein  Quadrat  wird,  so  bjemetke  maa,  dass 


+  6  JC+cJr«  =      (c  +  ~  + 


alse,  wenn  man 


setst: 


a'-l-^J^-l-«!^  «  A*(c  +  6  F+  a»F«) 
ist.  Bestimmt  man  aon  aacli  dem  Vorhergehenden  F  so,  dass 

c  +  6F+c«F» 
ein  Quadrat  ist,  und  setat  dann 


ae  ist  aneh 
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ein  Qnadrat,  wie  ▼erlangt  wurde. 
Soll  man  X  so  beatimmen,  daaa 

A-^X* 

ein  Quadrat  wirjd»  ao  hat  man  naeh  dem  Vetbergehendeo ,  wenn 
man  nümlieh  in  der  Formel 

a  +  bXi-X^ 
jetit  assA,  6=0  «etat, 

zu  setzen;  dies  giebt: 

Seil  man  X  ao  beatimmen»  daas  die  GrSaae 

l-^AX* 

ein  Quadrat  wird,  ao  beachte  man»  daaa 


=  X*(A  +  2i)  4=  X*(A-^  ¥*) 


ist,  wenn  man 


aetst  Setzt  man  nun 


4««  • 

ao  tat  nach  dem  Vorhergehenden 

A^y^ 

und  f(»iglieh  aneh 
ein  Quadrat»  wo 


iat  Ea  iat  nSmfieh  IRb  dleaea  Wertii  von  X: 
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also,  wie  man  sogleich  übersieht: 


Sollen  X,  Y  so  bestimmt  werdsD,  dass 


ein  Qoadrat  wird,  so  wird  man  nach  dem  Obigen: 

=     +         F  =  2a:y 

setsen.  Es  ist  dano 

jr^db      =      d:  y*)». 
Soll  man  JIT,  F  so  bestimmen,  dass 

JP±F» 

ein  Cnbns  wird,  so  wird  man  nach 'dem  Obigen: 
setsen;  es  ist  dann: 

Alle  diese  Rechnungen  haben  för  j^tst  dnrchans  nur  den 
*  Zweck,  einige  leichte  Anwendungen  des  oben  bewiesenen  allge- 
'  mdnen  Satses  su  leigen. 
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Wurfbewegang  im  widerstehenden  AlitteL 

(Ntebtng  sn  dar  Abhandlinig  in  ThLXLVL  N0.XZ.) 


Von 


Henri  Dr.  A,  M.  Nell^ 


Lehrer  ao  der  lechniachen  Schule  tu  Darme ta dl. 


§.  32. 


Genauere  Metbode  zur  Berechnung  der  Wurfweite  and 


In  j.  8.  wurden  die  Formeln  61)  nnd  02)  entwickelt,  nm  die 
GrSseen  c»  nnd  t  nftberungswelse  sn  berecbneo.  Man  fcSnnte  nuo 
allerdinge  biemach  genauere  Wertbe  erbalten»  wenn  man  den 
mittelet  63)  gefundenen  Wlnlcel  e  an  die  Stelle  von  9^  in  61)  aetatet  - 
naebdem  man  (  naeb  66)  nnd  69)  neu  beatimmt  bitte.  Dieae 
Recbnnng  wfirde  indesa  anmbftltnlaamiaaig  weitlSafig  anafallen, 
und  wollen  wir  daber  eine  andere  Bietbode  entwickeln. 

Es  wird  wieder  vorausgesetzt,  dasä  ein  Näherangswertb  von 
€  gleich  6*  mittelst  58)  und  ^  nach  59)  berechnet  wurde.  Wird 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  F  (Taf.  V.  Fig.  1.),  wo  der  Tan- 
gentenwinkei  gleich  e',  durch  v'  bezeichnet,  so  ist 


Nun  künnen  wir  uns  vorstellen,  das  Geschoss  beginne  seine 
Bewegung  im  Punkte  untfr  dem  Winkel  s'  n»it  der  Geschwin- 
digkeit und  setzen  daher  in  Gleichung  30)  (am  Schlüsse  des 
5.  4.)  F=t',  «SS—«'  und  schreiben  ausserdem  — y  statt  da- 
mit die  poaitive  Richtung  der  Ordinateu  nacb  abwärts  gehe; 
dann  wird: 


des  Einfallswinkeln. 
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Setst  man  igt^^f/,  p'« cos V  s ^ f^p^  *  ''^^^ 

S  =  pOI  +  «  +      3CC8C'  " 

Führt  man  die  HCilfsgrusse  J  ein  (§§.  iü.,  11.»  12.),  nämlich: 

— V 

und  setzt: 

80  erbSlt  man  endlich: 

Dorch  DmkebruDg  dieser  Reihe  iindet  sich: 


hat  man  hiernach  a>  berechnet,  so  erhSlt  man  auch  den  Einfalls' 
Winkel    denn  differentürt  man  die  obige  Gleichung,  so  ergibt  sich : 

ite"       ^  t'acosV  +  ü'»cosV  +  3p'2ico8V^''**"  2t>'* 


Für  x^m  wird: 

dar 


fe=i=tg*. 


fgf-tg6  +yi;Ss57  +  e'«cosV+3o'»cosV^*^  V*  ^  " 
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Föbrt  man  wie  frfiber  dieGrOssen  p',  J  und  k  ein,  sofiudeUich: 

Das  vierte  Glied  in  diesem  Ausdrucke  ist  stets  so  klein»  dass 
man  es  wohl  io  allen  Fällen  wird  ausser  Äcl)t  lassen  kunnen. 
Die  gleiche  Bemerkung  giii  ?oo  dem  vierten  Glied«  der  Keihe  ffir  m. 

9.23. 

Statt  der  In  §.  10.  gegebeoeil  Formeln  für  m  und  nSmIich : 
wird  man  daher»  am  genauer  au  rechnen,  die  folgenden  anwenden: 

Ganz  die  gleichen  Formeln  gelten  auch  für  die  gleichnamigen 
Grossen  in  §.11.  und  {.  12.,  wenn  man      und  tt^  oder  und 

an  die  Stelle  von  p2  und  tt^  setzt. 

Wenden  wir  dies  auf  das  Bewplel  des  $•  14^  an,  so  ists 

J=  0.485,    logp4  =  9.53148,    «4  =  IS  '  46'  42", 

L-t-Mp^zs^j^m,  log j:=  6.54939, 

^  =  1.42647 


0.00035 

Das  dritte  Glied  findet  sich  gleich  0,000000671  oder  beiläufig 

7 

Millimeter,  ist  also  eise  verschwindend  kleine  Grftsse ;  wir 

haben  daher  m  =  1,426. 

Um  aach  s  su  berechnen,  so  ist: 
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log(l+2J«)  =  aOOOlS,  logd +  =  00004^ 

logtgt:ss9.Sai91. 

Oer  Winkel  £  findet  sich  also  genau  so  früher,  und  aacb  o» 
weicht  nur  unmerklich  von  dein  früheren  W  erthe  ab. 

Fflr  die  Canre  mit  dem  EleTetioDSwiolrel  von      erar  ({.  15.): 
76.71,  logpe » e^s=65<»IKr8^,  logJs6.4490B. 
Hier  erhüt  man: 


0.7S63 


=  61.8010 

P6 


•  s  51.1633. 

legSJo  =  SASm^lO,    log         =^  «•43200- 10, 

log(l+2^4»)  =  0.01234,     iog(l  +2^"  +  =  0.01245, 

logtgt  =  0.18214,     «  =  Ö6«40'38". 
Dieeer  Werth  von  t  ist  nm  25"  grOener  ale  der  früher  berechnete. 

{.  24. 

Asymptoten  der  ballUtlechen  Cnrve. 

Poisson  hat  in  seinem  Traite  de  Mecanique  nachgewie- 
sen, dasg  soHohi  der  aufsteigende,  als  der  niedersteigende  Ast 
der  W  nrfiinie  eine  Asymptote  habe.  Wir  folgen  hier  setoer  Eot- 
uickelung  und  werden  dann  zeigen,  wie  man  die  Lage  der 
Asymptoten  bestimmen  ktione. 

Wir  hatten  firflber,  {.  3.,  die  folgenden  Differentialgleiebnn- 
gen  gefunden: 

Diese  Gleichungen  wollen  wir  nun  für  den  niedersteigenden  Ast 
in  der  Welse  translormiren,  das«  die  neue  Abscissenaxe  FX  (Taf.  V.  > 
Fig.  2.)  durch  den  hüchsten  Puoict  F  geht,  wobei  FJ' ,  J  K  durch 

2a* 
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beseichnet  werden  soUeo,  so  ist( 

a?==«>  +  ar',  yzsB-^y',  dxssdx',  dy^-^Ajf^ 

Vermltteltit  dieser  Werthe  »ebmen  die  obigen  Gleicbungen  die 
folgende  GeetaiC  an : 

Setzt  man  |/=stgq^',  so  wird,  wenn  maji  sieb  die  Corve  naeb 
abwfirto  fortgesetnt  deolct,  tp*  stets  grosser  werden  und  sich  immer 
mebr  einem  recbten  Winkel  näbern,  folglich  muss  p'  bis  in's 
Üoendliehe  wacbaen.  Um  au  wiesen,  wie  eieb  dann  x'  verb&lt, 
ao  ist: 

d  iAp')  =  idp'  VTTF* = ^p'dp'  (1 + -Tt)^' 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  integrirt 
die  einzelnen  Glieder,  so  findet  man: 

Ap*  =  1.19314718  +  Ip'  +     +         ^4  +  lä4^ä+  ' 

Li^Ap'^L-^  1.1931 'h/pH 

Hat  nun  p'  einen  aebr  grossen  Wertb,  so  libertrilEI  das  Quadrat 
davon  alle  anderen  Glieder  dieser  Reihe  in  einem  soleben  Grade, 
dass  man  nSbenmgsweise  setsen  kann: 

Li-Ap'z=z  p'\ 

denn  aaeb  der  LogarUbmus  einer  grossen  Zahl  ist  gegen  diese» 
und  nmsemehr  gegen  ihr  Quadrat  yielmals  kleiner. 

Integrirt  man  nun  die  Gleichuogen: 

von  einem  gewissen  Punkte  iV  (Taf.  V.  Fig.  2.)  an,  dessen  Coor- 
dinaten  ^  und     sein  mögen,  so  findet  man: 

wo  n  dem  Wertbe  von.  p*  im  Punkte  N  entspricht. 


Digitized  by  Google 


Die  zweite  Gleichung  sagt,  dass  mit  p'  ohne  Grenzen 
wächst;  aus  der  ereteu  erkennt  man  dagegen»  daes  d;' die  Grenae 

hat.   Hiemaeb  hat  die  Gnrve  diejenige  Vertiicale  aar 

Asymptote,  welche  dem  letzteren  Abstand  entspricht,  und  zwar 
erbäit  man  denselben  um  ko  genauer,  je  grösser  der  Werth  von 
w  genommen  w  urde.  Hat  man  also  nach  unserer  früheren  Metbode 
die  Abscisse  BIU  eines  schon  ziemlich  tief  gelegenen  Punktes 
iV  bestimmt,  so  dass  der  Tangentenwinkel  ö  an  diesem  Punkte 
wenig  von  90^  verschieden  ist,  so  erhält  man  den  Abstand  der 
Asymptote : 

ISO'  =  ilf  o = =  3ü?cota. 


J.  2S. 

Um  die  im  Torigen  Pangraphen  aDgedenteto  Reehnung  ana* 
Bofähren  sei  ffi^tgt,  pTssigtT,  p^stg«*,  wa 

^f^9  V"  tt.a.  L  Dabei  ist  ea  swednnSssig,  die  erateo 
Wertbe  vaii  p  langaam,  die  späteren  rascher  wachaen  au  lasseo. 
Der  letzte  Werth  von  p  aei  gleich  also  tgd  =  9t,  wo  d  jeden« 
falls  ein  Winkel,  der  nur  wenig  kleiner  als  Nach  dem  Fril- 
heran  haben  wir  die  Formeln: 

log«'  =a58406+log[log  ^^^«], 
tga'  =:  i(p'  - 

,_^c'.  tl^  COSX^  

"  ~^*>[tgi(«'-l«')tgi(»'-»)] ' 

log«"  =9.58406  +  Iogtlog^±4$]' 

,  /  tt''cOSx''  , 

^  —  ^^>[tgi(i/-J«^')tgK«"-«')^' 


n.  a.  w. 


CO  Ci¥+2i&cota 


'I     (Taf.  V,  Flg.  2.) 


Zar  Anwendung  hlenroo  wollen  wir  die  Lage  der  Asymptote  fttr 
die  Curve  mit  dem  Elevatlonawinkel  von  45<>  beatimmeo. 

Nehmen  wir  hier  den  genaueren,  in  §.  23.  gefundenen  Werth 
von  e,  so  haben  wir: 
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s:  1.62104 

1^  s=12.0 
pif"  =  50.0 

=ioao 

«  S200.0 


e    55  660  4^38^' 

05  78  41  34 
s  85  14  11 

«^^  =  8ö  51  15.2 
=  89  -25  37.4 
a    889  42  48.7 


4»«  =3.9738 
jtfp'  5=9.4030 
55  37.8076 
=  147.«789 

jip^f'^z  2505.1052 
Apt"  =  100a5.7983 
^^'=40006.4915 


logu'  =  8.92343 
logti"  =9.14517 
iogttf  =941234 
logwiF  =  9.06048 
loguf"  =9.36282 
log«^^  =9.36275 


«'   =  640  7/ 


=  74  50 


4" 
4 

=82  29  58^6 
»irF=87  24  43 
-=89  10  31 

x^'  =  89  35  10,4 


a'  =  1090.38 
a"  =  1090.05 
^  =1000.70 
fl/r-  629.77 
=  99.43 
af"'  =  49.71 


e^/  =  3966.04 
2ifccotd  =  49.76 


CO  =  4010^. 

HStto  man  für  ^  ^dod  kteinerea  Werth  genommeii»  «o  wfirde 
man  CO  weniger  genau  gefunden  babeo;  mn  dien  besser  zu  be- 
nrtbeilen»  setzen  wir  xnerst: 

Crenaner  ftnde  sich  schon  CO  dnich  die  folgende  Rechnung: 

d  =  of",   Cill  =  a'  +  a".   COas  CJr+ 2A coU  ",  u.  8.  f. 
Wir  können  hiernach  die  folgende  Tabelle  bUden: 


d 

CM 

2X:cotd 

CO 

1090.38 

3686.38 

4mM 

2180.43 

1990.60 

4171.03 

a'" 

3187.13 

829.42 

4016.55 

3816.90 

199.06 

4015.96 

3916.33 

99.53 

4015.86 

«''' 

3906.04 

49.70 

4015.80 

Hiernach  findet  sich,  wenn  S  letrciditlich  kleiner  als  DO*',  der 
Werth  von  CO  zu  gross;  daliegen  nähert  luan  sich  ziemlich  scfaueli 
dem  ricbtigen  VVerthe,  weuo  man  4  gehörig  vergruasert. 
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{.  20. 

Asymptote  lies  anfstelgendeo  Astes. 

Die  Curv«  AP  (Taf.  V.  Fl  er.  3.)  kann  man  sieb  nach  ahwfirt« 
in  «1er  Weise  forfgesefzt  denken,  als  wenn  der  geworfene  Körper 
seine  Revve^uni;  von  einem  fieleriiclej^enen  Punkte  Q  mit  einer 
solchen  (jlcisthvvindiskeit  und  unter  solcher  Elevation  hesfonnen 
habe,  das»  er,  im  Punkt  A  angekornnien,  die  Geschwindigkeit  V 
besitzt  und  die  Richtung  der  Bewegung  hier  mit  dem  Horizont 
den  Winkel  o  bildet.  Um  diesen  Theii  durch  Punkte  zu  kon- 
strutreu,  hat  man  in  den  Gleichungen 

DSr  p  Werlhc  zu  setzen»  die  grösser  sind  als  tga.  Da  nun 
Ls=  ßy-^^^^^^  Aiga^  so  gibt  es  Jederzeit  einen  spitzen  Win- 
kel ß,  der  grosser  als  a  und  ausserdem  so  beschaffen  ist»  dass 
für  psstfiß  die  Nenner  in  den  beiden  Differentialgleicbnngen  sa 
Nali  werden.  Diesen  Werth  von  ß  eriillt  man  dnrch  AnflOsnng 
der  Gleichung  L'^Atgß=:0. 

Aus  dem  Werthe  von  dp,  mag  man  ihn  aus  der  ersten  oder 
zweiten  der  obigen  Gleichungen  ableiten,  ersieht  man,  dass  bei 
unendlicher  Zunahme  Ton  a:  und  y  (vom  Zeichen  abgesehen)  die 
Grosse  p  aufhört  zu  wachsen,  wenn  sie  sieb  unendlich  wenig  von 
tgß  unterscheidet.  Es  Icann  daher  p  den  Wcttii  tgß  niemals 
fiberschfeiten  und  selbst  nicht  einmal  erreichen,  worass  folgt, 
dass  der  Ast  AQ  eine  Asymptote  BS  hat,  welche  mit  det  flori* 
sentalen  AC  den  Winkel  ß  bildet. 

Vermittelst  unserer  Tafel  I.  lässt  sich  der  Winkel  ß  sehr 
einfach  bestimmen,  denn  nach  der  Gleichung  Atgß^L  geht  man 
mit  dem  Werthe  von  L  in  die  durch  Ap  beztichnete  Spalte* 
entnimmt  das  zngebSrige       welches  also  gleich  tg|3  sein  muss. 

Für  die  eräte  der  irüher  berechiieten  Wurflimeo  war 

«=5  15»»  1.7051. 

Man  erhält: 

tgjj  =  0.7796  und   ^  37«56'22". 
Beim  zweiten  Beispiel  war: 

a  =  45",   L  =  4.4603,   tg^  =  1.6517  und  =: 
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Um  die  Lage  der  Asymptote  feKtzusetzen,  sei  AT  (Taf.  V. 
Fig.  3.)  rechtwinkliir  zu  fieser  und  durch  irgend  einen  Punkt  P 
der  Curve  die  Linie  PP"  parallel  zu  2'S  gezogen,  80  findet  sich, 
wenn  AP"        gesetzt  wird: 

u  =  x&mß^yeoBß,  du  —  dxmaß^dycwß, 

_       f/;>s1n/?        pdp  cos  ß_  ^     (tgß  —  p)  dp  cosß 
 b{L  —  Apj'^  b{L^7lp)  ^  l(L—Ap)~'' 

ig«, 

Das  negative  Zeichen  sagt,  das«  der  Punkt  T  anf  die  nega- 
tive Seite  der  u  fftUt;  wir  lasseD  dasselbe  w^»  da  es  uns  nur 
auf  den  abselaten  Wertb  ankommt  Setsen  iHr  ausserdem  tgß=P, 
1  AT 

x  =  2^,  und  lieacbteo»  dass  AB=i-^at  so  erhalten  wir  oacb- 
o  sinp 

trSglicb : 

AH     2*eotij/  "  ^^%dp  =  2*ceti3/  '  I^p*' 


§.  27. 

Um  die  angedeotete  Integration  nKberangsireise  anszaföbren, 

p—P 

entwickeio  wir  den  ßracb  jip^j^  ii**^  Potenzen 

von  (p— fortschreitende  Reibe.  Wir  setsen  p^Ps=t,  dp^di 
and  beachten,  dass 


VTHR*"  **■  1  + 1»*  * 2(I+/>*)»""2(I  +  P«)»    8(1  + 

as  2  V  1  -I-  P ■/ ilx (l  +  j  ^     «  +  .^^ j  ^  pj^,  —    j  ^  paya  ••••)» 
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Ap  Pz^  2^  Pz*  iP^—\ 


Zur  •  Bestimmung  der  Constauteo  c  bat  man  2  s=  0,  wenn 
p=  P,  also : 


3 


2^H-pg(p~/^)    ,        Pz  3P^-~2    ,  P(3P2-7) 

45P«£P»-J!4)  +  38 
720(1 +  P*)* 

r 

720(1 +  P*)* 

—  ^-P+4(I4./»)  +     d6(l  +  /»)>      +  «6(1+/^» 

.  [38  +  45P«(P»— 14)](P— p)a 
**■  3600(l  +  pa)4 

Da  Fssi^ß,  so  erbSlt  man  «ndlicb: 


a 


sin2/3cos-^/?(3P»~7)  (38+4oP^(P«-T4))cos«^)  , 

+  m  (''-pr+  36ÖÖ  iP-pr-'i- 

WeDden  wir  diese  auf  die  Mber  beteebnete  Winrflinie  mit  dem 
BiefationswiDleel  tod  46**  an«  so  ist  dafOr; 

logÄ  =  3.69692,  ^  =  6Ö«48'28",   P=  1.6517,  p  =  L 

Mit  diesen  Wertheo  erbSIt  man : 

AR  =  1016.92  +  73.40  -|-  5.34  4^  0. 1 1  -  0.35  =s  1095.42. 
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Die  im  voripeu  Parae:raphen  entwickelte  Reihe  «für  AR 
schreitet  nach  Potenzen  der  Differenz  {P — p)  fort,  coDvergirt 
daher  nur  daan  sehr  rasch,  wenn  letztere  e\n  kleiner  Bruch  ist. 
Hat  dageji^en  P^p  einen  grosseren  Werth,  so  katju  mau  auf 
folgende  Weise  verfahren,  um  auch  in  diesem  Falle  eine  rasch 
convergireode  Reihe  zu  erhalten.  Man  berechnet  zuerst  ganz 
Dach  unserer  fräbereii  Metbode  die  Coordtnaten  a',  h'  eioee  tie- 
fer gelegenen  Punktes  A  (Taf.  V.  Fig.  3.),  indem  man  fflr' a' 
eilten  swleeben  «  und  ß  gelegenen  Werth  annimmt,  bestimmt 
sodann  A'R'  naeh  der  iu  §.  27,  aafgestellten  Reihe  fBr  AR^  In* 
dem  man  darin  p'^igt^  an  die  Stelle  von  p  seist.  Dann  Ist: 

ARssA'U'-ta''-h'cQtß. 

Diese  ganze  Rechnung  iissi  sieh  nach  folgenden  Formeln 
ansftthren : 

|l'  =  tga', 
log»'     9.684064  logP^Rr^/l. 

.     ^ .  u'  cosn'   

*'^i^[tgi(«'-»')tg«»^^}' 
A'ssoMgxS 

8in2fi 

A'R'  =  Acos|Scot^(P— p')  £1  +  -^(P-pO 

AR^A'R'-^a'^h'  eoXß. 

Wenden  wir  dies  auf  d^^s  Ljcispiel  des  §.  27.  an  und  setzen, 
da  P=:  1.6517  und  Ut,  p'  =  1.3,  folglich! 

SS  52025' öS'',  3.2106,  I.—^' 1.2547. 

Mit  diesen  VVertben  erhält  man: 
log««:=a96038,  «'s  1775.14»  A'» 2065.70, 

h'  cot  ß  =  1250.66 ,    a'  —  h'cotß  =  524.48 , 
A*  R'  =  54a80  4- 21.378  -|-  0^  ^  0.009  «  mxm, . 

AR  =  5/1.03  +  524.48  ==  1095.ÜJ. 
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Wfirde  auch  jetzt  noch  die  Reihe  nicht  rasch  geotig  convcr- 
giren,  so  kDnnte  man  für  einen  noch  tiefer  gelegenen  Punkt 
(Taf.  V«  Fig.  3.)  die  Coordinatendifferenzen  mit  dem  Punkte 
bestimmen,  indem  man  mit  einem  Tangentenivinkel  </' ,  der  zivischen 
o'  und  ß  liegt,  die  Grossen  ö",  k"  nach  den  analogen  Formeln 
berechnet  und  //'=:tgc/'  an  die  Stelle  von  p  in  der  Reibe  fär 
AA  BeUi,  wodurch  man  zunächst  A'R^^  erhält;  dann  ist: 

AR  »  il''Ä^+fl'  +  o"-(Ä'+r)cet/J. 


Gleiehnng  der  Wurfliaie  fffr  einen  kleinen  Elevatione- 

w  i  nkel. 

Wenn  a  ein  kleiner  Winkel,  so  ist  t^a  ein  kleiner  Bruch; 
dann  ^ird  man  p*  gegen  1  vernachlässigen  können,  da  in  dem 
grussten  Theil  der  Bahnlinie  (soweit  nie  In  Betracht  kommt)  p 
kielner  ist  als  tg«. 

Wegen  iÄs=sifcpVl+ji<*  erhalten  wir  hiemacb  tss^r.  Die 
Gleichung 

gibt  durch  Integration: 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  int  |>  ^fg«  fHr  jtsO: 


ff  .V 


p  —  tg«  +  2^  pjtcos««     26  K^cos^ä ' 
4,  SB  <to  (tg«  +  24F««»««>-26»'«e»A*' ' 

Hir  d;  =  0  ist  auch  ^  =  0,  folglich; 

^  =^  4Ä*F»cM^''^^^*^**    ä6T^cM V^4Ä»F»cos%' 
Um  aucb  die  Zeit  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  die  Gleichung 
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den  obigen  Werth  von  dp  und  erhalten  dadurch: 

^  e^ 

iiSr  a;=0  ist  auch  l=:0,  daher: 

^  _  e»*-l 

Die  Coorfliiiafcn  ?/  und  des  höchsf*"n  Punktes  C  (Taf.  V, 
Fig,  4.)  erhält  mau,  wenn  man  |9=0>  a:  =  w  und  y^ü  fietzt, 

»  =  2^/(1  +  ^  ), 

Da  ^  =  ^  und  Its^logz,  so  findet  sieh: 

Zur  Berechnung  der  Wurfweite  ADsss  W  bentimmen  wir  sa* 
nächst  wieder  QD&Wi,  und  denken  uns,  der  geworfene  KOrper 
beginne  seine  Bewegung  in  C  nach  borizontaier  Richtung  mit  der 

(Geschwindigkeit        =  ^ Hj^^-  ^ setren  daher  io 

der  Gleichung  der  Curve  a  =  0  und  geben  y  das  negativ  e  Zeichen, 
damit  in  dem  niedersteigenden  Ast  die  positive  Richtung  der 
Ordinaten  nach  abwürts  gebt.  Dadurch  wird: 

— 3f  —  4^2  y^it  +  26  Fl«    46»  Fi«' 

Macht  man  x^wi^  y^^t  erhStt  man: 

,V  F^W 

Um  hieraus  Wi  abzuleiten,  entwickelt  man  die  PotensialgrOflSe 
in  eine  Reihe,  wodurch  sich  findet: 

2\kj  +(iUv  '^24\kj  '^m\kj  —  %  * 
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Durch  Umkebrea  dieser  Reibe  wird: 


•»1 


Versteht  man  unter  T  die  Zeit  zum  Durcbiaofen  des  ganzen 
Bogens  ACD  (Taf.  V.  Fig.  4.)»  so  hat  man  nun  loigejide  Glei* 
'cbongen  xur  BereebnuDg  der  verschiedenen  Grossen: 

sin  2a 

logw  =  0,362SÖ  +  logife+log[log(l +-^-|^)], 

—  w  -f-  <0|  9 

Betspiel. 

«  =  ]5o,    F  =  3Ü0«,  4976,40, 

log  ■  ^  9.66359,  log  (1  +  )  =  0.16462, 

log  w  =  3.27562 ,   w  =  1 886  34 , 
=s  -  827.96  + 1096.70  =  268.72, 
ie,  =1 1771.20  -  105.06  ^  6.23  -  0.59  =  1071.78, 
IT  »  1886.04  ^  1671.78  =  3668.12, 

löge»  =  0.15526,   loge^—l)  =  9.03320, 

log  r  =  1.16909,   2"=:  14.76a 

FriAer  (§.  13.  und  }.  14.)  fanden  wir  die  genaueren  Wetthe: 

w  =5  1880.53,   ff  =  2Ö8.00.  Wi  ~  1669.45, 
IF»  3549.98,   7  =  14.757. 


§.  30. 

Vermittelst  der  in  §.  29.  entwickelten  GleiehoDg  der  War^ 
linie  liest  sieh  nnn  folgende  Aufgabe  Ifisen ; 

Welche  Klevaliüu  (a)  niass  man  einem  Geschütz  ^ebeii,  um 
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bei  einer  gewitigen  Anfan^rsgesch windig Leit  (F)^  des  Gesdiostsea 
einen  bestimmten  Punkt  M  zu  treffen  ? 

Sind  m,n  die  Coordinat«»  des  Punktes  M  (Taf.  V.  Fig.  4.^ 
so  babeo  wir  was  Bestiinmiiiig  von  «  die  Gleichung  s 

fj        t  /*    j  9  \  (yg***' 

*  ^  46*F2 cüs^^ä  ^  ä6T^C08«a^"'  ~~ 4PF^ cos • 

»  =  W*  + 

»  =  » tge-  ^  (e^  - 1  -  j)(l  +  tg^). 
2fir  Abj^Hraniig  eetsen  wir: 

Diese  quadratische  Gleicliung  ^ird  am  leichtesten  aufgelöst«  wenn 
man  die  beiden  Hüll^winlcel  %  und  B  berechnet: 

tg»S=^t    SU10=  jjjp-COSIt. 

Dann  ist: 

Man  findet  nocb  einen  Werth  för  a  ans  der  Gleichung,  nämliche 

«1  =900— — x). 

Nun  gibt  es  wohl  eine  Wnrflinie  mit  grosserem  £le?ationstvinkel» 
die  durch  den  gegebenen  Punkt  M  fahrt;  allein  ai  wird  sehr  von 
dem  richtigen  Werthe  dieses  Winkels  abH-etchen,  da  die  Glei- 
chung, ans  welcher  er  abgeleitet  wurde«  nur  bei  kleinen  Ele- 
vatioQswiokelo  oHherungaweiae  richtig  ist. 

Beispiel 

Fs300»«  log^t  =  ^69692« 
3299.73,  »  =  94.24. 


Die  in  der  Formel  für  q  vorkommende  Potentiaigrüsse  be- 
rechnet man  #m  Beqaematen  nach  der  Formel: 


logs^  SS  namlog(9.63778<^logp» 


in. 
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m 


log  7  =  9.81359,    löge*  =  0.28273, 


Man  bitte  hier  cr=16^  finden  mtfwen,  da  die  hier  engegehenen 
Werthe  von  m  und  »  die  Cöordinaten  eines  Pnohtee  der  Cmre 
mit  dem  Elevationawinlcel  von  I5<^  ({•  16.)  eiod*  Eine  genauere 
Uebereinatimmeng  dmfle  Mfich  nicht  erwartet  werden,  da  die 
hier  gebrauchte  Gleichung  der  Corve  nicht  ntreng  richtig  int.  Dech 
aleht  man  immerhin,  dass  für  ideine  Elevationen  die  hier  gege* 
bene  Methode  aebr  wohl  gebraucht  werden  Imnn. 


Soll  der  Elevationawinlcei ,  unter  wcfchem  da«  Gescbffts  anf- 
aurichtan  iat,  um  einen  beatimmten  Fonkf  za  treffen,  genauer 
beatimmt  werden,  ao  iiann  man  in  folgender  Weiae  Torfohren. 

ZonScL^^t  berechnet  man  mit  Zagruiideleciinrj  des  nach  §.  30. 
erhaltenen  Näherung«wertbes  von  a,  der  durch  u^*  bezeichnet 
werden  mag,  nach  den  Formeln  von  §.  10.  oder  §.  II.  die  Cöor- 
dinaten Aß=w  und  BE=H  (Taf.  V.  Fig. 5.)  des  hochaten  Pnnic- 
tes  E,  beatiranit  aodann  efaien  Nftlierungsirerth  den  Tangenten* 
Winkels  ij  in. dem  Punkte  ilf,  deaaen  Abadaae  iWam»  nach 
der  Formel  ^.  8.  Gleich.  67)): 


Mit  dieaem  Werth  von  i|  beatimmt  man  die  Dlmeoaionen  EfunA 
Mf  (§.  10.  oder  {.  IL)*  berechnet  ferner  die  GrOaaen  »,  ^  und 
vfi  nach  den  Formeln: 


§.  31. 
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n9  ist  die  Ordinate  de»  Punkte«  M.  Wegen  des  felilerhaften 
Wertbes  a",  mit  dem  die  Rechnung  gefuhrt  wurde,  kann  natür- 
lich mit  n  nicht  ühereinstimmen.  Wiederholt  man  jetzt  die 
ganze  Rechnung  mit  einem  etwas  veränderten  Werthe  ß'  (wo 
z.  ß.  o'  —  gteich  5  oder  10  I\liiiuten),  so  erhSIt  man  auch  an- 
dere Werthe  w',  Ä',  iWy,  E'f,  oa' ,  if  und  u  ;  der  richtig« 
Werth  von  a  findet  sich  dann  wie  folgt: 

Zur  Anwendung  auf  das  Beispiel  des  {.  30.  nehmen  wir 
tfissW67'  und  erhalten: 

L^hrm,  «0  =  1975.74,      SS  266.366,  «7  =s  l5«CK2(r, 
ilf/"=  1362.13,  174.248,  »  =  1.86,  ;  =  0499, 

it<»  =  91.609. 

Da  ii^<it,  80  ist  ^^€fi  SU  nehmen.  Wir  «etsens 

«'  =  löor,       =  1.7108,  »'  =  1891.34,  Ä»=:  271.850, 
Y  =  14*53' 47",   iWy' =  1346.50.  1?'/''  =  170.930,   «'  =  1.89, 

r=st).498,  n' 100.422, 

tt  =  1^  -I-  ^ .  lO'  ^  14059'  59"'. 
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Uebnngsaofgaben  für  Schuler* 


in  Paul  Ualcken's  „Mathematischem  Sinnen-Coo- 
fect"  koromen  Aufgaben  vor  wie  die  folgenden:  * 

1.  Mao  hat  zwo  qnadiatiaclie  aeqtnaHon^  algestaICet: 

^^^-{^bx  —  4a-f  6  +  c, 
(m;^  =  cj;  4- -f  46 -|- 2c. 

Wann  man  die  beyden  wahren  Radiees  mit  einander  multipHci* 
ret,  Icoromt  20.  So  nun  aind  2a-|-6=::s4|6»  und  e  ist  5  mehr  aia 
6.  Wird  gefragt,  was  es  ßir  aequationes  «eyn? 

Fae.  Hx^+nx—lSl, 

-^cy  dzssO'  ^'^^  Summa  von 
a,  b,  e,  d  thut  ZB,  nod  stehen  diese  vier  Zahlen  in  einer  anll- 
steigenden  arithmetischen  Progression;  Die  Summa  aber  beider 
ßadicim  as-{-y  thnt  10.  Welche  sind  die  aequaiimei^ 

'    Facit.   ar*  +  8.r  +  9  =  0, 

!.v^-f- tfdf  4-6  SS  0 

Summa  von  ü,  c,  d  thut  70.  Die  Summa  von  a-f-e  ist  eben 
so  viel  als  die  Differenx  von  b — und  die  Suroma  von  br^c 
ist  so  viel  als  die  Differens  von  d~c,  und  die  Summa  beyder 
Radieum  x-^y  thut  so  viel  als  das  Quadrat  von  e.  Welche  sind 
die  aequaUamei^ 

Facit.  a;H10^+24  =  0, 
y*+4y +  32  =  0. 

Wie  sind  diese  Aufgaben  zu  tösenl 


Tbeil  XLvn. 
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Sehreiben  des  Lehrers  Herrn  M.  Curtxe  «m  Gymnaiium  in 

Thorn  an  den  Heran sgeber. 

Von  den  ira  Archiv.  ThI.  XLVII.  Hft.  1.  S.  117.  mir-etheil- 
ten  Sätzen  finde  ich  den  letzten  in  etwas  verallgemeinerter  Ge- 
stalt aus  einer  Abhandluiig  Maclaurin  's  *)  entlehnt  in  Cremona, 
Einleitung  in  eine  2:eoinetrische  Theorie  der  ebenen 
Curven  S.  68.,  Lehrsatz  Xill.  iol^endermassen  ausgesprochen: 

üelirnatss  Isl  ein  vollständiges  Vierseit  einer 
Carve  dritter  Ordnung  eingeschrieben,  so  schnei- 
den sich  die  Tangenten  der  Curve  durch  zwei 
gegenüberliegende  Scheitel  in  einem  Punkte 
der  Curve. 

Der  Sats  wird  fn  Lehrsatz  XIV  von  Cremona  dabin  erwei- 
tert, dasa  die  so  entstehenden  drei  Tangenten -Durchschnitta- 
puDhte  (Tangentialpookte)  in  eioer  Geraden  liegen.  LSsst  man 
die  Curve  dritten  Grades  ans  einem  Kegelschnitt  und  der  Geraden 
xusammengesetat  sein,  welche  die  beiden  letzten  Ecken  des  voll- 
stftndigen  Vterseita  verbindet,  so  ist  diese  Gerade  die  Tangente 
In  jedem  dieser  beiden  Gegeneckpunkte,  und  es  müssen  also  die 
beiden  andern  Tangenten -Durchsehnittspunkte  auf  jener  Verbin- 
dungsgeraden liegen. 

Will  man  den  Sats  in  der  Fassung  beweisen,  wie  Sie  ihn 
gestellt  haben,  so  wflrde  das  leicht  durch  Zurückgehen  auf  das 


*}  Maclaurin.  Ueber  die  Curven  der  dritten  Ordnung-, 
über«etzt  von  Jon^uicres:  Melanger  de  Geometrie  pare  p.  237. 
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Paskai'scbe  Theorem  geschehen  kunnen.  Es  sei  zunächst  ein 
Sechseck  123456  gegeben,  eingeschrieben  in  einen  Kegelschnitt. 
Dann  schneiden  aich  die  Geradeopaare  12,  45;  23,  56;  34,  61 
in  drei  Ponkteo  in  gerader  Lbie.  Dieaelben  seien  bezuglich 
7,  8,  9.  Lftsat  man  nun  die  PnnlEte  3,  4  und  6, 1  auf  dem  Ke- 
gelschnitte sich  bis  anm  ZasammenfaUen  nfthem,  so  geben  die 
Sehnen  34  und  61  in  die  Tangenten  in  den  Pnnicten  1  vnd  3  Aber, 
der  Punkt  9  aber  bleibt  stets,  also  auch  fiSr  den  Grensfall,  mit  • 
7  und  8  in  gerader  Linie.  Da  man  ein  Viereck  auf  doppelte 
Weise  durch  Znsammensiehen  nweier  Gegenseiten  eines  Secbseclm 
so  je  svvei  Punlitea  entstanden  denken  kann,  so  erhalten  wir  auch 
swel  Punkte  9»  die  mit  7  und  8  in  gerader  Linie  liegen* 

Der  erste  Sats,  der  eine  hfibsche  Erweiterung  eines  bekann- 
ten Theorems  enthält,  iXsst  sieh  ebenso  wie  dieses  beweisen. 

Fällt  man  nämlich  in  der  Figur  *)  noch  CEJiAB,  so  bat  man 
in  dem  spitzwinkligen  Dreiecke  ACDi 

Ä^^C& '\'ÄE^'^^ÄD.UB,  (1) 

und,  in  dem  sturopiWiokligeD  Dreieck  CDBi 

Sc*=z€lP  +  S1?  +  %SB,BE.  (2) 

MultipUcirt  man  (1)  mit  m,  (2)  mit  n  und  addirt,  so  erhält  man, 
weil  wegen  m.ÄDssn,Bl>  die  doppelten  Prodacte  sich  heben: 

Schreibt  man  hier  noch  för  m.lh  und  n.WD  liesliglich  n.SD 

und  m,AD,  so  erhält  man  augeubÜcklich  : 

m,ÄC^4-n,B&zs(mi-n)(CS^'^ÄD.BD). .  .  .(3) 

Liei^t  der  Punkt  O  auf  der  Verlängeruns:  von  .41^,  dann  sind 
beide  Dreiecke  ACI)  und  BCD  bei  />  entweder  spitzwinklig 
oder  beide  stumpfwinklig  und  die  Formel  (3)  geht  dann  über  in: 

m.2K*-«.iBC'  =  («— w)(CD»-ilD.BD).  .  .(4) 
Der  Sats  llsst  sich  also  gaos  allgemein  so  aussprechen : 

^Nimmt  man  anf  der  einen  Seite  eines  Dreiecks  AB. 
einen  Punkt  Z>  so  an,  dass  ADiSDssnim,  so  ist: 


•)  Die  Figur  wird  sich  Jeder  leicht  eelbtt  ergänsen.  Aof  Taf«  HL 
Flg.  2.  ist  Bor  Dreieck  ACD  tpltswinklig  swnneiimea,  und  von  C  anf 
AB  dae  Perpendikel  CB  s«  fSHen. 
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W9  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  sn  nehmen 
eind,  jenaehdem  D  «wischen  A  und  B  oder  avf 
den  VerlSngernngen  tod  A,  B  liegt. 

üm  endlich  den  zweiten  Satz  zu  beweisen,  fUHe  man  in  der 
Figur  noch  die  Senkrechten  AR,  BS,  CT,  so  hat  man  nur  nach- 
*  zuweisen,  dass 

FAiFB.FC  ^  ABiBSx  CT, 

Nnn  verhSit  sich  ARiBS  —  MA.MB,  und  weil  AFB  durch 
FD  halbirt  ist,  wenn  man  D  an  den  Durchschnitt  mit  AB  setzt, 
AF.BF  =  AD'.Bi).  Weil  MFD  aber  ein  rechter  Winkel  ist, 
ßo  siiid  die  Strahlen  i  B,  l  D,  i  A,  FM  harmüniscbe,  und  folg- 
lich ist  AD:BD  s=  MA:MB ,  woraus  endlich  folgt: 

AFtBF^ARiBS. 

Ebenso  zeigt  man  mit  Hilfe  der  Dreiecke  NCT  und  FBC,  dass 

BFiFC^BüiCT 

ist,  und  man  hat  also  I  A:FB:FC  =  AR.BS.CT,  also  ist  MN 
die  Directrix  den  ikegeiscbnittt^c»  durch  A^  B,  C,  dessen  üreon- 
punkt  F  ist. 


Bemerlningen  tUier  eine  merkwürdige  Blitsrtthre  und  nber 

Fiuorescenz. 

l^on  Hem  Profsttw  T.  Holl  «n  Ljueiwi  in  Bamberg. 

I)    Ein  mannigfachen  iSchaden  stiftender  BlitzRchlaff.  welcher 
am  24.  Juni  d.  J.  ein  Haus  bei  Forcliheim  in  Bayern  trui,  gab 
unter  hüchbt    eigentümlichen    Verhältnissen    zur    Bildung  einer 
Blitzrühre  Veranlassung.     Dieselbe,   ungefähr  zwei  Fuss  lang, 
zwischen  2  und  6  Linien  (Par.)  im  Lichten  wechselnd,  und  von 
der  Wanddicke  eines  starken  Papieres,  abgeplattet  cyliodrisch 
mit  nnregelmSssigen  seitlichen  Ausbuchtungen,  stellenweise  ge- 
krttmmt  oder  gebogen.  Innen  giflnzend  glatt  durch  Schoiclzung 
verglast»  aussen  durch  die  fest  verklebten  SandkÜrner  rauh,  ward 
nach  mir  gewordener  genauer  und  sicherer  Berichterstattung  anf 
dem  Zimmerhoden  gefunden  zwischen  der  Stelle  ^  welche  derfilitz 
▼on  der  Wand  abspringend  getroffen  zu  hallen  schien,  bis  zu 
einem  Loch  in  der  vorderen  Hausmauer,  durch  welches  er  dae 
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Gebäude  verl'iess.  Das  IMaterial  des  Gebildes,  \on  welehcni  ein 
zolUaiiges  liriH-hstiick  in  iii einem  Besitz  ist  und  }»ereits  von  meh- 
reren Gelehrten  als  achtes  elektrisches  Erzeugniss  durch  Augen- 
schein anerkannt  ward,  ist  der  aus  Fe!dspatverwitterun*r  entstan- 
dene» Kaolin  iHid  (^uarzhaltige  v^eisse  Sand,  wie  er  in  dortiger 
^Gegend  zum  Üe«treuen  der  Bodenbretter  benutzt  wird. 

2)  Die  für  die  Physik  im  AHgemeinen  so  inienpri«s«Iiclieo 
UoiersncboDgen  6o6the*8  über  «»Farbeolebre^^  eotbalton  eine 
Wehl  wenig  bekannte  Beobachtung  fiber  das  erat  1862  durch  Ste* 
kes  in  die  Wissenschaft  eingeführte,  allerdinge  echon  Ton  Brew- 
ster  als  ,/mnere  DispereioD"  und  von  Herechel  a!s  M«pip<>Ii* 
.  eirtes  Lichf  *)  io  Erfahrung  gebrachte  PhSoemen  der  Fluorescenz» 
weiche  freilich  nur  rein  äusserlich,  aber  zutreflfend  folgender- 
massen  geschildert  ivird:  „Man  nehme  ernen  Streifen  frischer 
Rinde  von  der  Rosskastanie,  man  stecke  denselben  in  ein  Glas 
Wasser  und  in  der  kürzesten  Zeit  werden  wir  das  vollkommenste 
Himmelblau  entstehen  sehen,  da,  wo  das  von  vorn  erleuchtete 
Glas  auf  dunklen  Grund  gestellt  ist,  hingegen  das  schönste  Gelb, 
wenn  vrir  es  gegen  das  Licht  halten."  —  Zu  Vorlesungsvcrsuchen 
über  Fluorescenz  finde  ich,  nebeubemerkt«  das  gewöhnliche  Pe- 
troieum  höchst  passend. 


Sammining  etner  Reihe. 
Von  dem  Hertta«g^«ber. 

Entwickelt  man,  unter  der  Voraussetziino: ,  dass  n  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist,  die  Potenz  (1 — j:)"  nacl»  dem  liioomischen 
Lehrsatze  in  eine  Reihe,  so  erhält  man,  die  Binomial-Coetlicteo- 
ten  auf  gewöhnliche  Weise  bezeichnend,  sogleich: 

4f*  x^ 

fx{l — a;)"Oir=  g""**!*  "3  +"2*  4 — «»•5"+' 
also  aach: 


/ 


f.  x'^  x^ 

«(1— ir)"ÖÄ  =  -2— Ml.  3— «s. 4-  -«8  5  + 

0 


Nach  der  bekannten  allgemeinsten  Red uctions* Formel  der  Iste« 
gralrechnung  ist  abers 

=  n  +  l     ^n^V^^-''^^^  ITFl  (n+1)  (n+2)' 
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und  fuiglicb: 


J     ""^^  «+1         (»  +  l)(ii+2)+(»  +  l)(it  +  2) 


n  +  1 


oder  auch: 


o 

Durch  Verglelcbang  der  beiden  vorher  gefondeneo  AnsdHieke 
des  besttmmten  Integrals 

J^'  jr(I— Jf)"8* 


erhält  mao  die  folgende  ^umraation; 

a?*  X* 


_  (1— a:)"-^M(7^+])a;•f  1} 


-(n  +  l)(n  +  2)  (n+l)(«+2) 
Für  a?=s2  «rhftlt  man  hiersns,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist 
2^        2».      2*  2»_, 


1 


(«  + 1 )  (»  +  2)  +  (» + 1)  (» + 2)  -  « + 1 


2n+3 


also 


9«        2'        2*  1 


und  folglich: 


n 


2»        23         24  2« 

Wenn  dagegen  n  eine  oogerade  Zahl  ist,  so  ist: 

2»        2^        2^  2« 

"2 — '•i- 3'  +  ''a' 4""""a*5"  +  •••• 

 1  2n+3     _  2 

""(w+l)(n+2)^(»  +  I)(n  +  2)  »+2' 

also: 


Goos 
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2«        2»        2«  1 
I  — «1 .  ^  +  «a- Y  ^  "3  • -5  + —    —  j:f2  » 

nod  folglieh: 

2*        2»,      24        2»^        n  +  3 

Wenn  n  eine  uDgerade,  also  eioe  gerade  Zahl  ist,  ist 
nach  dem  Obigen; 

2*  2*  2*  2»         «  —  l 

(«— 1), . -3  —  (»— I), .  j + (»— l)a .  j — (« — 1)4 .    + .^.Ä-jjp . 

Wenn  n  eine  gerade,  also  n—  1  eine  ungerade  Zahl  ist»  ist  nach 
dem  Obigen:  , 

2»  ,    2»         ,    2*  2»  7H2 

{«— J),  .y  («—!),. -^+(»—l)»,-g—(«— 1)4.  +^,.s=^j. 

Diese  letzte  Gleichung  hat  der  Rev.  Herr  J.  Blis^ard  in 
Uampstead  Norria,  Berks,  in  dem  Journal  „The  Educa* 
tional  Times.  Aagast.  1867.  p.  112.**  ohne  Beweis  gegeben; 
ans  dem  Vorhergehenden  siebt  man,  dasa  dieselbe  ein  besonde- 
rer Fall  einer  allgemeineren  Gleichung  ist 


Siunmimng  einer  Reihe  von  Kreisbogen« 
Von  dem  Heraoagebcr. 

Die  Tangente  der  Bogendifferenz : 

1  I 

Arctang— j~  Arctang  — ^ 

ist  bekanntlieh: 

I  1 

m— r"m  +  l       2  , 

ist  also  m— 1  positiv,  und  man  nimmt  die  Bogen  zwischen  0  und 
so  ist  oflfeubar: 

1  1  2 

Arctang  ^^-^^^^l^^i  =  Arctang  j^. 

Für  m=2,  3,  4,  5, .  ...  m  erhält  man  hieraus«  die  Bogen  immer 
«wischen  0  nnd  |n  nehmend,  die  folgenden  Gleichungen: 
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2 

Aretaog}-*  Arctang}  s  Aretangp » 

2 

Arctangl— Arctangl  =  Aretang^» 

2 

Arctangl^-Arctengi  s  Arctaogpt 

2 

Arctaog  j^Arctang^  s  Arctaogp » 
a.  a.  w. 

ArctaDg^j^-Arctang^jj^  zs,  Arctang^^f^^y , 

1  1  2 

A^^^tang^j^-Arctang-      s  Arctang  ^^^^^ , 

Ärctangj^j— Arctaog^^j  =  ^^^tang^. 

Addift  man  dteae  Glelchaagan  und  liabt  auf,  was  sich  anfbeban 
iSaat,  ao  erhält  man: 

2  2  2  2 

Arctaog  ^  +  Arctang  ^ + Arctang  ^ + .... + Arctang— ^ 

=  Arctang \  +  Arctang ^ — Aratang  ^  — Arctang ; 

und  lässt  man  nun  m  in's  Unendliche  wachsen,  bo  bt: 
Lim  Arctang  ^  =  0,  Lira  Arctang        »  0 ; 

also : 

2  2  2  2 

Lim  (Arctang p  \  Arctang  p    Arctangp-f- ....  -f  Arctang 

s  Arctangl  -f- Aretangi« 

folglich: 

2  2  2  2 

Lim  (Arctang  p  +  Arctaog  ^ + Arctang  ^  4    -f  Arctang 

=  Arctang  f  -f  Arctangl  +  Arctang  \ 
=  Arctang  r  +  Arctang  ^  +  Arccot  \ 

was  man  kürzer  auf  tolgende  Art  schreiben  kann: 

^  Arctang -^s=|9S. 


Diese  Gleichonfc  ist  Ton  Herrn  E.  Beltraml  im  Giornale  di 
Matematiche.  1807.  p.  189.  gepebrn  .  nnrt  im  Wesentlichen  auf  die 
obige  Weise  von  Herrn  Antonio  Roiti  in  Pi«tt  in  deniselbeo  Jonmal. 
18IIT.   p.  254.  bewieacii. 

No.  21.  Tat  n.  &  319.  Diff.  swiaehen  log  «in  18«  18^20^  md  ¥f  alatt 
837  lle«  687. 
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Ueber  die  BeurtheHong  der  Wurzeln  einer  vorgeleg- 
ten biqaadratischen  Gleichung. 

(Zwdte  Abtheflnng  der  Abhandlmig  TU.  XLV.  Kr.  II.) 

Vau 

Herrn  Ferdinand  Kerzy 

M^or  and  Cuiumandeur  des  Grosslicrro!^'^!.  Hessiscbeo  Geadarmefie'Corp« 

in  Darmstadt. 


271. 

Uabeo  wir  die  gegebene  Gleichung: 

zu  GODsfruiren,  so  betrachten  wir  nach  [131.]  die  Unbekanote  y 
als  veränderlich,  indem  wir  für  1)  «schreiben: 

und  nennen  die  so  erzeugte  Curre  biquad ratiäcbe  Lioie. 
Dieselbe  hat: 

3)  da  das  Glied  der  böcbsteo  Poteos  stete  positiv  bleibt» 
welchen  Werth  man  auch  für  x  setzen  mag,  zwei,  nach  der  po- 
sitiven Seite  der  Abscissen-Axe,  also  zwei  aufsteigende,  in*s  Un* 
aodliehe  sich  erstreckende  Aeste  und  kann  eine  oder  drei  Bie- 
gungen haben,  von  welchen  im  ietsteren  Falle  zwei  auswärts  nach 
nnten,  und  eine  einwärts  nach  oben  gerichtet  sind. 

Bei  Construirong  der  biquadratiscben  Linie  lassen  wir  xweek- 
missig  das  tod  der  ÜsiielcanuteB  unabhängige  Glied  ausser  Aeht 
[133L  1)],  und  findet  Oberhaupt  das.  In  [133.]  von  der  cubiseben 

TktU  XL\u.  Sö 
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Linie,  Gesagte  analog  Anucndang.  Analoge  Anwendung  üoden 
auch  [134.— 13(3,  |,  und  es  läsai  sich  die  cubische  Linie  schlieM- 
licb  als  AbscisseDoLinie  der  biquadratischen  betrachten. 

Hat  diese  Abscissen-Linie  keine  Scheitel,  so  bat  die  biqaa- 
dratische  Linie  eine  Biegung,  ist  aber  diese  Abscissen-Linie  mit 
Scheiteln  verseben,  so  hat  die  biqoadratiscbe  Linie  drei  Biegangen. 


273. 

Betrachtet  man  Gleichung  [271.  2)]  als  Gleichung  dea  natur- 
iiehen  Anfangspunktes,  indem  man  einen  Werth  von  s  gleich 
Null  setzt,  wodurch  aich  der  zugehörige  Werth  von  t  ebenfalla 
gleich  Null  ergiebt,  so  erhält  man  aar  Ermittelung  der  übrigen 
Durcbschnittspunkte  der  Absciasen-Aze  and  hiqnadratiaehen  Linie» 
die  cubiacbe  Gleichung: 

Dieselbe  hat  mindesteng  eine  reelle  (negative)  Wurzel,  d.  b.  es 
findet  mindestens  noch  ein  Durchschnitt  der  iiatSrIichen  Ahscissen- 
Aie  mit  der  biquadratischen  Linie  ntalt,  und  die  rceile  Waraet 
aelbat  bezeichnet  die  Eutferaung  beider  Üorchacbnittspunkte* 

Entsprechen  aber 

'2)  dieser  cubischen  Gleichnnj»  drei  reelle  (nejifative)  Wurzeln, 
80  schneiden  äicb  natürliche  Abadssen •  Axe  und  biqaadratiacfae 
Linie  im  Ganzen  Tiermal. 

Besmchnet 

3)  die  scharf  gezeichnete  Cnrve  (Tal.  IX.  F\^.  1.)  eine  biqimdra- 
tischc  Linie,  ist  die  mit  accentuirten  A  beschriebene  gerade  Linie 
die  Ordinaten-Axe  und       der  natürliche  Anfangspunkt,  ist  also 

eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  bezeichnet,  da  hier  offenbar  die 
natürliche  Abscissen  •  Axe  die  biquadratiscbe  Linie  nur  in  zwei 
Punkten  schneidet,  ^A^C^  die  einzige  reelle  (negative)  Wurzel 
der  Gleichung  1). 

4)  Tst  der  Coefficient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten 
[27L  1)]  oder  Veränderlichen  [27L  2)],  nimUch  6=0;  so  iat  die 
natürliche  Abscissen-Aze  aelhat  Tangente  an  eine  der  Biegungen 
der  biqoadratiachen  Linie. 
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273. 

Legt  man  an  die  Biegung  einer  biquadrafiscben  Linie  eine, 
mit  der  natürlichen  Ab6cis8en*Axe  parallellaafende,  Tangente,  so 
nennen  wir  d^n  Berührungspunkt  (nähren)  Scheitelpunkt 
nnd  den  berfihrendeo  Theii  der  Curre  (irahreo)  8cheitel. 

Hat  eine  biquadratische  Linie  nur  eine  Biegung,  so  hat  sie 
nnch  nur  einen  (wahren)  Scheitelpunkt  und  einen  (wahren) 
Sciieitel. 

Hat  eine  biquadratiscfae  Linie  drei  Biegungen,  und  ist  man 
im  Stande  an  jede  der  Biegungen  eine,  mit  der  natürlichen  Ah- 

scissen-Axe  parallellaufenJe,  Tangente  zu  legen,  so  hat  sie  drei 
(«ahre)  Scheitelpunkte  und  r?rci  (wahre)  Scheitel,  wie  die  scharf 
gezeichnete  Curve  (Taf.  IX.  Fig.  l.)  näniiich  einen  einspringenden 
bei  V,  «nd  zwei  ausspringende  hei  V"  und  W",  Von  den  letzteren 
heisse  derjenige,  dessen  Scheitel-Tangente  A^X"  über  der  Schei- 
tel-Tangente A"X"'  ^es  andern  Scheitels  liegt,  der  obere,  dieser 
andere  der  untere  ausspr ingende  Scheitel. 

Hat  eine  biqnadratische  Linie  zwar  drei  Biegungen»  Icann  man 
aber  nur  an  eine  derselben  eine  mit  der  natflrliciien  Abscissen- 
Aze  parallele  Tangente  legen,  so  bat  sie  aucli  nnr  einen  (wahren) 
Scheitel  nnd  einen  (wahren)  Sefaeilelpiinkt* 

Die  dufcli  die  Scheiteipurikte  t7',  V",  W"  auf  die  natürliche 
Abscissen-Axe  gefällten  Senkrechten  U*^lj',  F^F",  IV'^  II'"' heissea 
in  ihrer  unbegrenzten  Verlängerung  Scheitelpunkts- Axen. 

Die  an  die  beiden  ausspringenden  Biegungen  gemeinschaftlich 
gelegte  Tangente  CxC-^  (Taf.  IX  Fig. '2.)  heisse  schiefe  Scheitel- 
Tangente  der  biquadratischen  Linie,  ihre  bezüglichen  Berührungs- 
punkte Cx  und  C'^  heissen  falsche  Scheitelpunkte.  Die 
durch  die  falschen  Scheitelpunkte  auf  die  naturliche  Abscissen-Axe 
gefällten  Senkrerbten  hrissen  in  ihrer  nobegrensten  Verlängerung 
falsche  Scheitelpunkts- Axen, 

274. 

1)  Hat  eine  biquadratiaebe  Linie  drei  Sdieitel,  eo  wird  sie 
▼on  der  wirlcÜclien  Abscissen-Axe  entweder  in  Tier  Punkten,  oder 
in  awei  Pnnkten,  oder  auch  gar  niclit  geachnitten,  d.  h*  die  gege* 
bene  Gleicirang  hat  entweder  ^ier  reelle,  oder  zwei  reelle  nnd 
swei  iroagioSre  Warzeln  oder  sie  hat  vier  imaginäre  Wurzeln. 
Hat  alao  die  biqnadratische  Linie  drei  Scheitel,  ao  liegt  die  Slug- 
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lichkeit  vor,  das»  ihre  Gleichang  vier  reelle  Wuraeln  habe.  Umge- 
kehrt, liegt  dieMüglichkcit  vor,  das»  eine  gegebene  Cleichung  vier 
reelle  Wurzeln  habe,  so  hat  auch  ihre  construirte  Curve  drei  Scheitel. 

2)  Hat  aber  eine  biquadratische  Linie  nur  einen  Scheitel,  so 
wird  sie  tod  der  wirklichen  Abscissen- Axe  entweder  in  zwei  Punk- 
ten, oder  gar  nicht  geschnitten,  d.  h.  die  gegebene  Gleichunt;  hat 
entweder  zwei  reelle  und  zwei  iroaginSre,  oder  sie  hat  vier  ima* 
ginäre  Wurzeln.  Hat  also  die  biquadratische  Linie  nur  einen 
Scheitel,  so  liegt  anch  nur  die  Möglichkeit  vor,  dass  ihre  Glei* 
chaog  2wei  reelle  Wurzeln  habe. 

Umgekehrt»  liegt  mir  die  MOgßclikeit  ?or,  daee  eine  gegebene 
Gleichung  zwei  reelle  Wurzeln  habe*  ee  hat  auch  Ihre  eonetruirfe 
Linie  nur  einen  wahren  Scheitel. 

In  [212.]  sind  die  Bedingungen  festgestellt,  welche  für  die 
Möglichkeit,  dass  eine  vorgelegte  biquadrafische  Gleichung  vier, 
oder  nur  zwei,  reelle  W^urzein  habe,  hestf  lKT),  und  welche  daher 
auch  für  die  Bestimmwnff  ^nilfia  sirid ,  oU  die  zu  coristruirendo 
Curve  einer  biquadratischen  Gleichung  drei  oder  nur  einen  (wah- 
ren) Scheitel  habe. 

Wir  wellen  bei  den  weiteren  Onterenehungen  vereret  eine  mit 
drei  Biegungen  versehene  biquadratieehe  Linie  in  Betracht  stehen. 

275. 

Die  Entfernungen:  ■^A'V,  —Ä'V'\  ^A'"W"'  der  bezügli- 
eben  (wahren)  Scheitelpunkte  C7^  F",  W"*  von  der  Ordinaten-Aze 
JfiJf»  (Taf.  IX.  Fig.  L),  ergeben  eich  ffir  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0=  +  %  +  C3^«  +  rfi^»  +  3^*. 
nach  [2n.  1)]  aus  der  Gleichnng: 

2)  0=  +  i6  +  ic.y+|rf.y«+y» 

Indem  wir  in  Zahleni^en  die  drei  Wurzel- Werthe  dieser  cubiscbeo 
Gleichung  bestimmen  und  sie  nach  und  nach  für  y  in  Gleichung  1) 
substituiren,  erhalten  wir  als  Werth  für  die  Entfernung  der  Schei- 
telpunkte ü's  V"t  W"  von  dernatarllchen  Abecwsen-Aze^oJK», 
nSmlich : 

3)  t/oi;'=-ä;    FOF''=— «;    W^W^^-^L  [2Ja] 
Hieraus  bestimmt  eich  dann  weiter  (Taf.  IX.  Fig.  %)  die  Entfernung 
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! einspringenden  . 
einiipringenden  l  Seheitelä  von  der 

oberen  ausaprtngenden  ' 

! oberen  ausspriogenden  | 
unteren  ausspnngeriden  |  Scheitels*  nämlich: 
unteren  ausjiipringeuden  ) 

m 

Bekanntlich  ändert  sich  die  Gestalt  einer  Carve  nicht,  wenn 
*  man  jede  der  Wurzeln  ihrer  Gleichung  um  gleichviel  vermehrt 
oder  vermindert,  soodem  69  erhält  bierdnreh  nnr  die  Ordinaten«* 
Aze  eise  andere  Lage.  Mithfai  ladert  aich  aneh  die  Geatalt  der 
conafrairten  Gnrve: 

1)  *=::te+«»'+ita;*  +  «« 
nicb^  wena  wir 

2)  — Id-I*«  aaatatt  x 
aehreiben. 

In  diesem  Falle  verlegt  sich  die  Ordinaten-Äxe  (Taf.IX.  Fig.  1.) 
von  A^A  nach  ^[fif^,  also  der  An&ngapankt  der  Coordinaten  von 
^0  nach  Wf  und  es  ist: 

SAtaea  wir: 

5)  <2  =  0, 

ao  wird  auch  die  Ordiaate  gleich  Null,  d.  h.  der  Punkt  HR 
der  Corve  wird  natfirlicher  Aafangspuokt  und  die  aatSrltcbe  Ab« 
aeiaaen-Aze  verlegt  aieh  von  JtW^  nach  AlSSt* 

In  diesem  Falle  erhält  die  Gleichung  der  zu  conatruirenden 
biqiiadratiacben  Linie  die  Form: 
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e»  bleibt  nämlich  clie  Bedeutung?  Aes  roefficienten  der  ersten  Po- 
tenz der  \  orätiderlichen  zweiielhatt,  und  die  BedeutuiiL,'  des  (  oet- 
ficienten  der  zweiten  Potenz  ist  [wep^en  der  Voraussetzung  am 
Schlüsse  Fon  274.  und  wegen  216.]  negativ. 

Wir  weiten  den  naturlichen  Anfangspunkt  der  Gleichung  6) 
den  künstlichen  Anfangspunkt  nennen,  die  durch  ihn  ge- 
legten Coordioateo'Axea  het«sen  die  kfin  st  liehen  Coordioa- 
ten- Ax  en. 

Für  die  GleichoDg: 

7)  0=±6^-<jy*+j(* 

bezeichnet  daher  der  kGnstliche  Anfangspunkt  Wl  (Taf.  IX.  Fig.  2.), 
selbst  eine  Warsei  gleich  Null,  und  die  drei  andern  Wurzeln 

±ma  ±wiD 

bestimmen  sieb  ans  der  cobiseben  Gleicbnng: 

8)  0=db6-cy+y».  [12a] 
ffir  welebe  sieb  daher,  da  Ibr  qnadratiscbes  Glied  fehlt, 

erglebt. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  LWIC  (Taf.  IX.  Fig.  2.),  welchen 

die  an  den  küiiÄt Hohen  Antaucispunkt  9}Z  gelegte  Tangente  SDIL 
mit  der  (künstlichen)  Ahsicissen - Axe  bildet,  durch  9,  so  ergiebt 
sich  uLs  Parameter  dieser  Geraden  WilL»  aue»  der  gegebenen  Glei- 
chung [276.  6)  oder  7)]  selbst: 

daher  ist  diese  Tangente  leicht  zu  construireu.  Ist  daher 
die  Bedeutung  des  Ooefficienten  6  der  ersten  Potenz  der  Onbe- 

kannten  eder  Veränderlichen  |  „ega^iv  |  >  ^'^^8^^^*>^'®'^^^** 

telpunkt  V  auf  der  |  ^^^jj^^^"  |  Seite  der  (kfinstlicben)  Ordl- 

naten-Aze  Wir  wollen  bei  den  weiteren  Untersncbiingen 

▼erlSufig  einen  positiven  Wertb  tod  b  ontersteHen. 


27a 

Sdireibt  man  in  der  Glelebnng: 
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2)  u-^y  aastaU 

ao  ergiebt  eicb  dae  Scbema: 

Verstehen  wir  nun  (Taf.  IX.  Fig.  1.  und  2.)  unter  m  die  Ent- 
fernong3RC7  i^RV,  ^W)  des  künstlichen  Anfaiigspunktes  372  von 
der  Scheitelpunkts- Axe  Ü^V  (V^V",  W^W"),  bo  verlegt  ßich 
der  Antaügspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Durchschiiittspunkt 
ü  (Vf  Tf)  dieser  K)clieiLelpuuktä-Axe  mit  der  küuätlichen  Ab* 
sciaaen-Axe. 

Lassen  wir  aber  zugleich  io  dem  Schema  das  von  der  Unbe- 
kannten unabhängige  Glied,  die  Ordinate  des  AnfaogspVDktes  ü 
(F,  IF),  nämlich  ÜU'  (FF"  WW""),  «««ser  Acht,  so  verlegt 
sich  der  Anfangspunkt  der  CoordinateD  naeb  diesen  Scbeltelpunkte 
€/'  (F",  W")  selbst 

In  diesem  Falle  Ist  die  Tangente  des  Anfangspunktes  V 
iVp  W")  snglelcb  Absdssen-Aze»  daher  muss  der  Parameter 
dieser  Tangente,  eder,  was  dasselbe  ist^  der  Cocffideot  der  ersten 
Peteos  der  Unbekannten  In  Schema  3)  gleich  Noll  sein»  nimlieh: 

4)  0=:6-2ctt-|-4tt'* 
welllr  wir  schreiben: 
tt)  Oas^—Ic.« -!-»'• 

» 

Die  Woraeln  dieser  Gleiebung  dnd  demnach  (Taf.  IX.  PIg.  2.) 

(0      ^mü=■^i, -tvtr^+l.  ^mw^-i, 

und  es  folgt,  da  in  5)  das  quadratische  Glied  fehlt, 

7)  !WC/  +  SKF=SKIF,  oder  u  i  u=^L 

Als  Gleichung  der  hiquadraf Ischen  Linie  ffir  den  Scbeiteipnnkt 
ü'  {V\  W)  ergiebt  sich  daher: 

In  weichen  Ausdrucke  also 

9)  u  eine  der  diel  reeUen  Wanebis  4««  4«»  — »  der  Glei* 
cbung  iS)  beseksbaet. 
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Hat  man  daher  in  Zahlenf^Ilen  den  Werth  von  u  aus  5)  be- 
stimmt, so  ISsst  sirh  hiernach  der  AtjfangBpunkt  der  Coordinateo 
nach  eiaem  der  8clieitelpuukte  verlegen. 

m 

Es  sei: 

1)  *  SA  hx da^ 

eine  zu  construireode  Gleichnng.  Setzen  wir  iü  derselbeo  für  die 
Veränderliche  x  eine  so  kleiue  <jrü8se  e,  das»  der  Werth  von  e* 
in  Bezeug  aui  deu  Werth  von  de^  vernachlässigt  werden  kann,  so 
ecbreihen  wir  für  1) 

daher  ist  auch: 

3)  — s«— 

Hieraus  folgt: 

4)  Für  sehr  kleine,  gleiche  entgegeogesetzte  Abscitseo* 
liefert  Gleichung  1)  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Ordinateo,  d. 
b.  der  naturliche  Anfangspunkt  voo  GleicboDg  1)  Ut  eia  BeogiiDgs- 
pVDkt  der  Corve.  Um  daher 

5)  den  naturlichen  Anfangspunkt  der  gegebenen  Gleicbung 
[378.  1)]  nach  dem  Beugungspunkte  der  Curve  zu  verlegen,  haben 
wir  nur  nütbig,  das  qaadratiscbe  Glied  in  Scbema  [278.  3)]  ver- 
scbwindend  sn  macheor 

Setzen  wir  zu  dem  Ende  daselbst  den  Coeflicienteo  des  Qua- 
drates der  Unbekannten  gleich  Null,  nämlich: 

6)  .Os-.c-f  au», 

so  ergiebt  sich: 

in  welobem  Ansdnieke  also  «  die  Abedeee  \  B®"- 

gungepimktee      |  (TaC  IX.  Fig.  2.)  beaeiehnet 
Es  felgt  ieicbt  weiter: 

8)  Die  mit  drei  Biegongeo  Tersebene  biqoadraf  iscbe  Linie  bat 
stets  svrei  Beogengspankte. 
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9)  üie  darcb  die  Reugungspnnkte  mit  der  Ordinaten  -  Axe 
gelfteten  Parallelen  haben  «jleifhe  Abslände  von  dem  künstlichen 
Anfangspunkt  3JI  und  der  künstiichea  Ordiuaten-Axe;  oder  es  ist, 
die  Grusseo  WIN  und  ^JU  in  absoluter  Bedeutung  genommen : 

10)  Es  ist  die  absolute  Grösse  von  ^ 


m 

Ist  also: 

die  gegebene  Gleichung,  so  erhält  man,  substituirt  man  in  dieselbe 
für  a:  den  Werth  von  u  [279.  7)]: 

2)  z=±  i6  V6?-3^c«  =  {      J  (Taf.  IX.  Fig.  2.) 

ai«  Ordinaten  der  beiden  Beugungspuokte  B*  und  Bg,  Verbin- 
det man  die  beiden  Beugungspunicte  doreii  eine  gerade  Linie  B'Bi, 
80  ist  die  Entfernong  ihres  Darchscbnittspnnictes  91  mit  der  (Icfinst* 
lieben)  OrdinaleD-Axe  von  dem  Icanstliclien  AnfangspunlLte  fB, 
nSmlieli: 

m 

3)  g»jn  =  js  ß ' +i(iifi?i  -  NB') , 

oder  hierfür  die  Wertbe  ans  2)  substitnirt: 

4)  aÄiii=-Äc«, 

daher  ist  die  Eotfemvng  des  DurefascfanittspimiLtes  VH  TOn  dem 
Dorehschnittspuolct  der  Ordinaten -Aze  nnd  der«  durch  den 
nnteren  Beugungspnnlct  Bi  mit  der  Abscissen'Aze  paraiiei  geleg- 
ten. Geraden  A'^Bi,  nämlich: 

5)  mWf'=-iöV6i. 
Ans: 

folgt; 

7)  MTinlrel  VABiW  =  Wuikel  mC, 
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8)  #  B'ßi 

d.  b.  die  an  den  künstlichen  Anfangspunkt  Wl  gelegte  Tangente 
WIL  ist  parallel  der  geraden  Verbiiidangslioie  B'Bg  der  Ben- 
guogspunkte. 

9)  Da  die  abaolote  GrOase  der  Abadaaan  fftN  nud  !DMf  der 
Bengangapiinkte  und  Bi  eioander  gleich  iat  p79.  9)],  ao  folgt 
darana  leieb^  daaa  die  kOnatiiche  OfdiDatea-Aze  die  gerade  Ver- 
biDdüngalinie  B^Bi  der  Beoguogaponkte  baibbrt,  daber  ist: 

==db[ic  +  ic.62J4,    [279.7)  n.  280.Ö)] 

=  ±^VCJe(H-6*). 

und  folglich  ist  die  EntfemuDg  der  beiden  Bettgaogeponkte  ▼oa 
einander,  nftmlicb  die  Beagnngalinie: 


281. 

Wählt  man  die  Tangente  dr^s  künstlichen  AnfangspanlUea  SPS 
aar  Abaciaseo-Axef  indem  man  iu  Gleichung  [280.  I)] 

1)  « «coa^  anstatt  s 

und 

2)  «.aiD^-f  s  anatatt  s 
schreibt«  ao  ergiebt  sieb: 

3)  «.«in^-l-s  SS  6.cea9.ii—e.€ea*9.«*-|>  008*9.«*» 
oder: 

4)  tss  (b.eoB^ — ain9).tt — e»co6!*(p,u*i-co%^(p,9ifi. 
Hieraus  ergiebt  sich,  wegen  [277.]: 

5)  6=s^^— ^  oder  ft.coag»  s  aln^, 

6)  a=s--c.co8*9).i»*  +  cos*g>.tt*, 
woflir  wir,  wegea 
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schreiben  küunen: 


a+6») 


Aus  dieser  Glelelittng  findet  sich: 


Die  Gleichungen  6)  und  8)  geben  an,  dass  gleich  grossen  positi» 
ren  und  negativen  Ab^cissen,  gemessen  von  dem  kfinfitliehen  An- 
faogspunkt  3Ä  auf  der  an  ihn  gelegten  Tangente,  gleiche,  diese 
Abscissenitnie  unter  dem  Winkel  ip  [tg9)=^]>  schneidende,  Or- 
dioaten  eotsprecben. 

Es  folgt  leicht  welter: 

10)  Jede  mit  der  ßeugungslinie  B  B^,  oder  mit  der  an  den 
künstlichen  Anfangspunkt  ^  gelegten  Tangente  /^SKöi,  parallele 
8ebne  E'^^^^^E^  der  biquadratischen  Linie  wird  durch  die  künst- 
liche Ordioaten-Axe  (»n  dem  Punkte  W^^^)  haibirt;  es 


11)  der  kÜDStUcbe  Anfangspunkt  ^  stets  ein  Punkt  der  ein* 
Springeoden  Biegung  und  die  künstliche  Ordioaten-Aze  selbst  ein 
Dorchmesser  der  biqQadratiscben  Lloie. 

12)  Die  Beugungslinie  B*Bi  selbst  wird  dareb  die  kflnstBcbe 
Ordiiiateo*Aze  (1»  dem  Punkte  HO  balbirt. 

13)  Di©  schiefe  Scheitel-Tangente  C^Cx  läuft  mit  der  Beu- 
gungslinie und  mit  der  an  den  künstlichen  Anfangspunkt  go!eL!;teD 
Tangeute  parallel  und  irird  durch  die  künstliche  Ordinateu  -  Axe 
(hl  dem  Renkte  9)>2o)  balbirt 

14)  Schneidet  eine  mit  der  Tangente  des  kunstlichen  Anfangs- 
punktes parallellaufende  Sohne  die  biquadratische  Linie  in  vier 
Punkten,  so  sind  die  Sehnen  der  ausupringendeu  Biegungen  ein- 
ander gleich  und  die  Sehne  der  einspringenden  Biegung  wird 
dereh  die  kfinstlicbe  Ordlnaten-Axe  balbirt 

15)  Schneidet  eine  mit  der  Tangente  des  künstlichen  Anfangs- 
punktes parallellaufende  Sehne  die  biquadratische  Linie  in  vier 
Punkten,  so  sind  die  Flächeninhalte  der  abgeschnittenen  Theile 
der  ausspringenden  Biegungen  einander  gleich  und  der  Flächeii- 
lobalt  der  nlebt  abgeschnittenen  einspringendeo  Biegung  wird  durch 
die  kOastllcbe  OrdimiteD-Aze  balbirt 


ist  also: 
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10)  ►Sclineidet  eine  mit  der  Tanj^ente  des  künstlichen  Anfangs- 
puiikteä  parallelUüieiule  iSehtJC  die  biquadrütiacLe  Linie  in  zwei 
Punkten,  so  wird  der  abgeschnittene  Flächeninhalt  durch  die 
künstliche  Ordinateo-Axe  halbirt. 

Schreibt  man  0  für  z  in  9),  so  folgt: 
J7)       JJ^  J=:«=±Vc(l  +  l!^=^j,  und  ii=i:0  =  S». 

m 

Schreibt  mau  iu  [278.  3)] : 

1)  dblVee  «istatt  tf,  [279. 7>] 
80  gebt  die  Gleichung  [278.  1)]  über  in: 

2)  0  =  (±  Ib  V6^— ,%c2)  +  (6  +  Ic  V^c).y±  l  VW.y'  + 

and  es  verlegt  sich  durch  diese  Transformation  der  Anfangspunkt 
der  Coordinateo  auf  der  (künstlichen)  Abaciaseo-Axe  AX  nach 

ihrem  Durcbachnittapttoka  ^  j^g  j  Ordinate  |  jjg^^  | 

dea  I  u^te^en  |  ßeugungspunktea  [ß^]-   C^^*  IX.  Flg.  Ä) 
Schreibeo  wir  für  2): 

ao  wird  der  |  ^qi^  |  Beugungspunkt  |  ^  |  natürii« 
aber  Anfaagapnnkt 

ßß^^iF  \'  solchen  die 
In  dem  |  ^^t^rt"  )  Beogongapankt©  |  |geaoganaTaiig«Dto 
ao  die  Corre  mit  der  Abaeiaaen  •  Aza  bildet»  mit 


I C2 ! 

! :;  I 


90  iat 


4)  J»'}  =6TI«^6c. 


£a  iat  aber,  baaalebnat  3$  dam  Oarcbaabalttapimlct  dar  Tan- 
gente dea  oberen  BengaogapaDktea  B^p  nnd  ß  den  DnrebacbDltfa* 
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punkt  der  Tan2;cnte  des  untereo  Beagongepunktes  Hi  mit  der 
(käostlicben)  Ordinateo-Aze: 

oder: 

Nun  ist: 

9)  »aK''=+jna)i^-»in, 

10)  Bm^f^-mm^^—m. 

Hierao0  folgt: 

d.  h.  die  Tangenten  der  Beugungspunkte  schneiden  sich  in  einem 
gemeinschaftlichen  Punkte,  der  sugleich  ein  Punkt  der  könstlicbeo 
Ordinaten-Axe  ist 

Aus  11)  und  ['280.  4)]  folgt: 

9R]lt:/^=s5:8.  [283.  iT)] 


daher  sind  die  Tangenten  der  Beugungspunkte  leicht  zu  con- 
a^ruiren. 


283. 

Schreibt  man  iu  [281.  8)]: 
1)  v-{-u  anstatt  ti, 

80  crgiebt  sieb  das  Scbema: 

2) 

1       o^       2c         ^  c 
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1^70  äer%i  Heiter  die  ßeurlAeiiuti^f  der  Wurzein 

Versteheu  wir  uuii  (Taf.  IX,  Fig.  2)  unter  v  die  Entfernung 
(^<!fA)  des  künstlichen  Anfangspunktes      von  der  Ordinate 
des  Endpunktes  C^{Cx)  der  schiefen  Scheitel -Tangente  C^Cx, 
so  verlegt  »ich  der  Anfangspunkt  der  CoordinateD  durch  diflse 
Transformation  nach  dem  Punkte  G'iGi), 

Lassen  wir  aber  in  dem  Schema  das  von  der  VerSnderlichen 
n  unabhängige  Glied  ausser  Acht,  so  verlegt  sich  der  Anfangs- 
puokt  der  Coordinaten  nach  dem  erwähnten  Endpunkte  C^iCx) 
der  schiefen  Scheitel-Tangente  selbst,  und  da  für  diesen  Pnnkt  der 
Coeflgcient  der  erateu  Potena  der  Veränderlichen  gleich  I^^olL 
oäinlich: 

sein  mu80>  bo  ergiebt  aicb  hieraus:  ^ 

SubatitaireD  wir  diesen  Werth  von  v  in  Schema  2)  so  erhalten  wir: 

5) 

t^-k^+l^^^'±  i^^  •  V^2c (1  +  6*) . «»  + 

'  als  Gleichung  der  biquadratischeo  Linie  für  den  Punkt  |      |  * 
Hieraiia  findet  aicb,  für  u  =  0: 

und  es  ergiebt  sich  weiter,  aus  5),  l§8st  man  daselbst  da«  von 
der  Veränderlichen  u  unabhängige  Glied  ausser  Acht: 

ala  Gleichung  fttr  den  |  ""^^^^^l^  |  fal«cheo  Scheitelpnnfct  |  |  * 
Es  folgt  oocfa  ans  4)  und  ans  [281.  17)]: 

famer  ans  6)  nud  [280.  4)] : 
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«)     Bm^xWmo'ß^*^^'^^^'^^  =  12:9:8:5:4:3. 
Ao8  6)  und  [281.  8)]  eigiebt  sldi  weiter  als  Gi«icliaDg  fttr  den 

c  1 

m 

SnbsfitiiireD  wir  den  Werth  von  fUM  an»  [280.  4)]  für  s  in 
[281.  9],  nSmlich! 

ep  ergiebt  eteh : 

und 

Daher  ferhflt  sich: 
und  es  Ist: 

Aus  der  Vergleichnng  von  2)  mit  [281.  17)]  folgt: 
Aus  der  Vergleicbung  von  5)  mit  [281.  17)]  folgt: 

u.  s.  fr. 

28S. 

Verstehen  wir  wieder  in  Schema  [278.  3)]  unter  u  die  Gnt- 
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fernuiig  Wlü,  ^V,  WIW  des  kflnstlichen  Anfangspunktes  von 
aer  Scheitelpunkts -Axe  f<»?7',  F^F",  W'^W"'  (Taf.  IX.  Fi^.  2), 
60  bezeichoet  uos  dam  von  der  Unbekaonteo  unabhängige  Glied: 

die  Ordinate  des  bezut^ltcben  Anfan^^pTinktes«  nSmlicb,  je  nach 
dem  Werthe  von  m  (=  SK,  aj^t/,  ÜÄF,     ff)  die  Ordinate      (  =  0), 
Vü\  FF",  WW". 

Nun  folgt»  jßlr  s  SS  0«  aucb  «  =  0,  also  auch: 

2)  0=  +  6  — c?H  m' 

Hat  daher  »  einen  solchen  Werth»  das««  dieser  cubischen  Glel- 
chong  zwei  gleiche  Warthe  entsprecbeD»  nXmlich  daas 

3)  üü'  =  FF" 

isty  60  ergiebt  sich,  nach  [33b  4)]  ala  fiediagang  für  die  Coaffi- 
deateo  b  und  e  die  Gieichuag; 

4)  276  =  öc  Väc  oder  6*  =  iVc», 

and  ea  folgt,  dasa  für  dieae  RalafioD  dar  CoeflScieateD  dia  kflaat* 
liehe  Abaciaean-Axe  den  oberen  aDaaprlDgeodea  Scheitel  tangire, 
niroUch»  daae  die  kfinstUche  Abaclaaaii'Aze  AX  (Taf.  X.  Flg.  3) 
und  die  Tangente  A^'X"  dea  oberen  auaspringenden  Seheitehi  sa- 
aammen  fallen.  Ea  folgt  weiter:  lat 

5)  276  < 6c  Väc  oder  6^  <i\cS 

ao  flchneidet  die  kfinatllche  AbsciMien-Axe  den  oberen  ansaprin- 
genden'  Scheitel,  oder  die  Tangente  an  letzteren  liegt  onterhalb 
der  kflnatlieben  Abadaaen-Aze.  (Taf.  IX.  Fig.  2). 

lat  aber 

6)  276  >  ec  V3c  oder  6*  >  ^tß, 

60  liegt  der  Scheitelpunkt  V"\  (Taf.  X.  Fig.  4),  des  oberen  aus- 
6pringenden  Scheitels  oberhalb  der  künstlichen  Abscissen- Axe 
AX,  oder  die  künstliche  Abscissen-Axe  AÄ  scfaneidet  den  oberen 
aasspringeoden  öcheitel  nicht. 

Entaprechen  der  Gleichung:  [278.  6)] 

1}  Os|6— ic.ti-f  II* 
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einer  9or§eie9ien  HquaOratieeken  eteickung.  379 
sirei  gieiche  Wurzeln«  ist  oämitch: 

80  findet  (ur  die  CoelBcienteo  6  und  c,  nach  [33.  4)]  die  Bedin- 
gang  statt: 

3)  276 «  6c V6c  oder  6«  =  ^c»         pl6.  7)] 

In  diesem  Falle  vereinigen  sich  der  Scheitelpunkt  V  des 
einspringenden  Scheitels  und  der  Scheitelpunkt  V"  des  oberen 
ausspringenden  Scheitels  (Taf,  X.  Fig.  5);  d.  h.  die  Tangente 
des  einsprinj^enden  Sclieiteis  und  Hie  Tangeiitü  des  oberen  aus- 
springenden Scheitels  fallen  zusammen  und  liegen  oberhalb  der 
künstlichen  Abscissen  -  Axe. 

let  aber: 

4)  276 <t)cVüc  oder  6« <, VC»,  [216.  6)J 

80  liegt  die  Tangente  des  einspringenden  Scheitels  über  der  Tan« 
gente  des  oberen  ansspringenden  Scheiteis«  beide  liegen  aber  nur 
'  dann  fiber  der  Itflnstlicben  Abscissen-Aze  (Taf.  X  Fig.  4),  wetao 
zugleich  die  Bedingung  [285.  6)]  stattfindet. 

Ist  endlich : 

ß)  2^6  >  6c  VÖc  oder  6»  >  g^c»  [216.  8)] 

so  folgt,  {ins8  der  Gleirhuni;  1)  iinr  eine  einzige  reelle  Wurzel 
(SJ^TF)  entspreche,  und  dass  die  beiden  andern  Wurzeln  unniüglich 
seien;  d.h.  die  Tanj^prjten  an  den  einspringenden  und  den  oberen 
ausspririi^ciiden  Sclieilel  sind  ntunüglich,  o<ler  diese  Scheifpl  selbst 
sind  unmöglich«  nämlich  diu  biquadrutische  Linie  (Tat.  X.  Fig. 6) 

6)  »  =  6ar  — car^+is* 

hat  unter  dieser  Vorausseticung  nur  eioeu  einzigen  ((fahren)  Scheitel. 

287. 

Schneidet  (Taf.  IX.  Fig.  "2)  eine  beliebiL:«'  Abscisson - Axo 
A^Ä^  die  biquadratische  Linie  in  vier  Punkten: 

C^,  ^C,  fC,  Cr 

ist  also: 
und 

Tkeii  XLYII.  S6 
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3^  /rers.*  üeber  die  Bturtheltmg  der  Wunetn 

%  a=a  +  6y-c^a  +  y*  [242.] 

die  Gleichung  lür  den  Anfangspunkt  SD? '^'j  so  sind  ihre  vier  Wnrzelo: 

3)  -S«^Cr=  — «  — « 

+  «K^C^==  +  a  +  |5 

Halbirt  man  nun  die  Entfernungen  CvrC  und  ^CC^.  in  welchen 
die  wirkliche  Abscissen- Axe  die  Scheitel  schneidet,  in  den  be- 
sfigtieben  Pnnlcten       und        so  ist: 

4)  r^Cv  =  F(lrC  und  m^C  =  '^<£C'^ 
und 

5) 

Es  drücken  also  die  Grossen  W  und  m^  ^^  die  ersten  and 
f€Cp«  ^(I^^C  die  «weiten  Tbeile  je  sweier  Wurzeln  aus,  und 
es  folgt: 

nftmlich  gleich  der  Summe  zweier  Wurzeln. 

Tragen  wir  demnach  auf  der  Abscissen-Aze  von  dem  An- 
fangspunkt       aus,  links  (rechts)  iweimal  die  GiOsse 

0Jlf  f  (l)  ab,  machen  wir  nämlich: 

so  bezeichnet  uns  die  Entfernung: 

die  isurame  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  2). 
Es  lassen  sich 

8)  ausser  licn  beiden  Punkten  n»d  ^oeh  vier  weitere 
Punkte,  im  Ganzen  also  sechs  Punkte,  bestimmen^  deren 
Entfernung   von  dem  Anfangspunkt  9)1^  die  Summe  «weler 
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w 

t  % 

Wurzeln  auadrQckt.  Denn  bez«lclio«ii  —  «j,  «^ip  lüe  betdeo  ne- 

gstiveo  und  -f  ip  die  beides  positivea  Warzeln  derCttdefaung  2)^ 
«o  ergeben  sieb  flfr  die  Snmine  je  zweier  Wurzeto: 

9) 

IS  13  14  23  S«  34 

im  Ganzen  also  sechs  verschiedene  Fälle. 
Hatbirt  man  nun: 

10) 

Cr^C  in  dem  Paoltte  dr,  eo  ergiebt  sieb  der  Puolit  Kr 

9*     **  9*         >-»      n  99         »»        »         »»  ■* 

»      >j     »>  »* 


>t      9f  i>  ^     9      *»  f>  J»  >»  »» 


deren  Enlfemimgen  von  dem  Abfangepankte  die  vier  weiteren 
Sammeo  zweier  Wurzeln  darstellen. 


m 

Die  Gleiebnng  ffir  diese  secbs  Punkte: 

vK,  Kr,      £  K^,  VK, 

r 

also  för  die  Snmme  je  zweier  l¥arzeln,  ist,  nach  [243^] 

Vfit  kennen  fiir  dieselbe  auch  schreiben : 

2)  4a=-  ^1,^  +  «•-&.(»»)  +  (»V. 

Betrachten  wir  nan  6  und  e  als  censtant,  (S*)  aber  als  FeiP» 
Snderlicb,  so  wird  aneh  a  eine  veränderliehe  Grosse  bedeuten. 

Ein  positiver  Werth  von  a  setzt  in  Gleichung  2)  voraus,  dasa 
die  wirkliche  Abscissen-Axe  oberhalb  der  natürlichen  Iie<;e.  Liegt 
aber  die  wirkliche  Abacisnen'Ase  unterhalb  der  natürlichen,  so 
gebt  Gleichung  2)  über  in: 

3)  ^  4a  =  +       -    +  2c .  (©^>  -  m  2. 
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Scbreiben  wir  non  anstatt  93,  und  -f  2  anstatt  -^ff,  «veil 
nunmehr  die  Ordinaten  nach  entgegengeaetzter  Richtung  aufzutra« 
gen  sind,  so  ergiebt  sich: 

ah  Coordinaten* Gleichung  für  die  Summe  xweier  Wurzeln  der 
(ileichung : 

welche  Cleichonj»  der  8iinime  der  Wurzeln  in  Taf.  IX.  Fig,  2, 
als  die  mit  accentuirten  K  bezeichnete  Curve  dargestellt  ist. 

Da  9  s=  2«  ist,  80  erhalten  wir,  schrethen  wir  in  4)  2a:  an^ 
statt  XX 

als  Gleichung  für  die  in  Taf.  IX.  Flg.  2.  mit  accentuirten  (S  be« 
aeichnete  Cnrve,  welche  wir,  analog  [186.]^  die  Halhirongs-» 
Cttrve  der  Scheitel  nennen  wollen. 

2b9. 

Da  es  ^ 

I)  für  die  Coordinaten*  Gleichungen  [288.  4)  und  6)]  einerlei 
ist,  ob  man  einen  positiven  oder  einen  negativen  Werth  für  die 
Veränderliche  x  sabstituirt,  so  müssen  sowohl  dieCurve  der  Summe 
zweier  Wurzeln,  wie  auch  die  Halbirungsllnie  der  Scheitel  rechts 
und  linj(8  der  künstlichen  Ordinateii-Axe,  also  in  entgegenge8etzter 
Lage,  dieselbe  (lestalt  haben.  Setzt  man  in  den  Coordiuateci' 
Gleichungen  [288.  4)  und  6)J 

80  folgt: 

3)  1  =  OD  , 

d.  h.  die  künstliche  Ordinaten- Axe  ist  Asymptote  sowohl  an  die 
Curve  der  Summe  der  Wurzein,  wie  auch  an  die  Ilaibiruogslinie 
der  Scheitel.  Die  zusammengehörigen  Aeste  beider  Curven  nähern 
sich  daher  oberhalb  der  Abscii!sen-Axe  stets  der  künstlichen  Or- 
dinalen-Axe,  ohne  weder  diese  noch  sich  selbst  zu  schneiden, 
und  es  erstreckt  a'wh  jeiior  Ast,  zwei  Biegungen  bildend,  nach 
beiden  Seiten  in  s  üneudiiche. 
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Betrachtet  man 

4)  in  Gleichung  [28S.  4)  und  6}]  <)ie  Grosse  b  aJs  veränderlich, 
e  und  X  aher  als  constant,  so  nimmt  t  zu,  wenn  b  abnimmt,  und 
umgekehrt.  Wir  können  daher  sagen:  für  einen  kleineren  Werth 
von  b  liegen  die  aufsteigenden  Aeste  der  Curve  der  Summe  zweier 
Wurzeln  und  der  Halbirungs- Curve  der  Scheitel  näher  an  der 
kOnstiichen  Ordinaten-Axe  tX»  für  einen  grosseren  und  die  auf* 
steigenden  Aeste  beider  Curve n  fallen  mit  der  kfinstlichen  Ordl- 
naten^Axe  zusammen,  sobald  b  gleich  iNuü  nird. 

Es  erhellet  aus  lier  Cunstruction  beuler  Linien»  da^s 

5)  die  Tangente  des  einspringenden  und  des  oberen  aussprin- 
genden  Scheitels  zugleich  Tangenten  an  ihre  Hici^iingen  seien, 
und  dass  die  Hall>irungs- Curve  der  Scheitel  die  biquadratische 
Linie  in  den  drei  (irahren)  Scheitelpunkten  schneide* 

Auch  ist  einleuchtend,  dass 

6)  (Taf.  IX.  Fig.  2;  die  Curve  der  Summe  zweier  Wurzeiu  ilie 
eonstruirte  Linie  der  (ileichung  [201.  J  1)]  und  die  Halbirungs-Curve 
der  Scheitel  die  construirte  Linie  der  Gleichung  ['211.  4)],  den 
Punkt  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  betrachtet,  ausdrücken. ' 


Denken  wir  uns  nun  (Tal.  IX.  Fii;.  2)  die  Zweige  der  biqua- 
(Iratischen  Linie,  analog  [190.],  über  ihre  Scheitelpunkte  hinaus, 
senkrecht  über  und  unter  der  Halbirungs-Curve  der  Scheitel,  ima- 
ginär fortgesetzt,  und,  zur  Ver^nnlicbung  dieser  imaginären  Aeste, 
deren  Erhebung  und  Senkung  über  und  unter  die  Constructions- 
Ebene  wieder  in  diese  um  den  betreffenden  Durchschnittspunkt, 
parallel  mit  der  Abscissen-Axe,  umgelegt. 


1 


Wählen  wir  zu  dem  Ende  den  Scheitelpunkt   {  V"  ^  des 
einspringenden  ^ 

oberen  ausspringenden  >  Scheitels  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
unteren  ausspringenden  ) 

i  einspringenden 
dinaten,  also  die  Tangente  des  ^  oberen  ausspringenden 

V  unteren  aussprlngeoden 

Scheitels  als  Abscissen-Axe,  und  setzen  ein  beliebiges  Stfick 
derselben 


3Ö4  i^tfr«:   Ueber  die  Beurtheiluiig  der  Wurzeln 

1)  VW  1 

fiLlIen  dorcb  den  Endpunkt  9f  (ST,  9^  desselben  eine  Senkrechte 
(jirQ^FJ,  3r'«F«  Wdrii^  nnf  die  Abscissen-Axe  il'X'  (^"X", 
Ä^X'^t  welcbe  Senkrechte  die  Hatbirongs-Cunre  der  Sebeitel  in 
dem  Punkte  {%^^^,  ^rii)  schneide^  und  ziehen  durch  diesen 
Schneidnngspankt  eine  Parallele  A^^Xf"'  {A^^^X^t^)  zur  Absds- 
scn-Axe;  ho  ist  das  Stftck  dieser  Parallelen,  welches  zwischen 
der  Halbirungs-Curve  der  Scheitel  und  der  ScheiteJpnnkts- Aza 
jpof)'  i^V'^v",  W^W")  liegt,  oSmlich: 

^nn  ist: 

d.  b.  es  ist  ^278.  7)]} 
4)  -|-ß=-f  M — X   für  eine  über  der 


• 


-f  «SS -f  tt -f-of  unter 


n 


-f-4=-|-a<4- j;    „     „    unter  „ 

C  einspringenden  / 
Tangente  des  <  oberen  ansspriugenden   7  Scheitels  liej|(ende  wirk* 

f  unteren  ausspringenden  3 
liebe  Abscissen-Axe  A^^X^^  (A^^^X^^^). 

Stibstitiiiren  wir  diese  Werthe  für  a  in  die  Gleichung  [255.  4) 
^6.  4)   24».  5)],  so  eihaUeo  wir: 

/±«  v"^=i  j  -  1 +(i-^r^l  • 

L^V^::i=±r  ^  |+(4+4r)»l.V-i 
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i  einspringenden  V 
i'ür  den  i  oberen  aussprir]n;entleii  ^  IScheitel,  d.  b.  die  Uöbe  und 
/  unteren  uusspriiigeiideii  3 

Tiefe  der  bezfiglicbeo  iiuagiDären  Aeste  über  und  unter  der  Hal- 
biruiigs-CurTe  der  Sebeitel  für  den  betreffenden  Pankt  0"' 
<^F/i)  der  Ualbironge-Curre,  nämlich: 

f  «  =  iirijri  -5  iiri^ri         den  Punkt  (J", 

Durch  die  Bestimmung  mehrerer  Punkte  J  und  3»  beziebangs* 
weise  ihre  Verbindung  durch  eine  stetige  krumme  Linie,  werden 
dann  die  imaginären  Aeste  selbst  construirt. 

291. 

Die  Beetimmung  der  iraaginfiren  Aeste  kann  auch  ohne  die 
Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  nach  den  Scheitel- 
punkten geschehen.  Hat  man  nämlich  nach  Ferroel  [288.  6)]  fär 
irgend  eine  ^h6i^Mm^  x  (s  +  !Dt!V',  -ffRiV^  —  ^D^iV*^,  =a)  den 
zvgehürigen  Werth  von  %  (t=;+JV'flr^i,  —  -  JV"iEri/)  be- 

stimmt,  so  fiilie  man  durch  den  Endpunkt  {f^^^  4£^^  (^fxi)  dieser 
Ordinate  eine  Parallele  xur  Abscissen-Aze,  und  trage  von  diesem 
Endpunkte  auf  die  Parallele  die  Grosse 

*      c  .  ^  ^A^^^  \  [255.  4)1, 

^-2+*     ^'^'^^'^-''^^i  gr/i  j  £246.  4)J, 

ß^-^- ^         för  den  Punkt  Cra     [248.  ö>], 
rechts  und  links  auf,  so  bestimmen  sich  hierdurch  swei  Punkte 

J^^^,  5^^'  >  der  eine  tür  den  oberen,  der  andere  liir  den  un- 

Jru>  ) 

teren  imaginären  Ast. 

u.  s.  w. 

m 

Da  die  Scheitelpunkte  der  biquadratischen  Linie  zugleich  die 
Scheitelpunkte  der  imaginären  Aeste  sind,  so  folgt:  ' 

1)  Hat  eine  biquadratische  Linie  drei  Scheitelpunkte,  8o  hat 
sie  auch  drei  imaginäre,  für  sich  bestehende,  6cheitel-Curven. 
(Taf.  IX.  Fig.  2.  Taf.  X.  3.  4.). 
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2)  Fallen  Ulr  eino  biquadratiscbe  Linie  der  Scheitelpunkt  des 
einspringenden  und  der  Schcltolptinkt  des  oberen  ausspringenden 
Scheiteis  zusaminoii  (TnW  \.  I'iu'  ^O«  haben  auch  die  imn'^i- 
Tiären  furven  dieser  Scheitel  einen  l'unkt,  den  Scheitelpunkt,  mit 
einander  gemein. 

3)  Hat  eine  biquadratische  Linie  nur  einen  Scheitel»  so  be» 
steht  nur  die  Imagin&re  Curve  deti  Scheitels  für  sieb,  und  die  swei 
Paar  anderen  imaginären  Aeste  haben  keine  Scheitelpunkte  und 
vereinigen  sich  in  ein  Paar. 


293. 

Da  (JvSS.  IjJ  die  Glcicbung  der  Siwnnie  zweier  Wurzeln  der 
Gieiebung  [257.  2}J  ausdrückt,  so  iut  iür  die  Annahme  [287.J: 

i  -g»^pÄ=-Ä;  -a)l''^r=:-*;  -3»^^«-©; 

und  da  ferner,  nach  [^122.  Hl.j 

2)        ±^ai=s±i;  +(«  +  /J)=±®;  J:(«-ft=:dfcÄ 
i«t,  60  folgt: 

(  +  r(JrC+  'dC''  \        »    N  Die  Werthe  von 
y         \    -  j  (lCf  -        C  j  — i  [287.  5)1  von  a 

I  _  r^Cv—  ^  flCf^  j  "*  —  ^ '  )  stituirt 
Hieraus  ergiebt  sich: 

6)  %     =  -      C=  -  f€6V; 


2 
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[232.  3)] 


Daher  ergebeo  «ich  die  vier  Wurselo  der  Gleichung  [287.  2)], 
nämlicb :  * 

7) 

IS» 

oder : 

F' 

+  3»^^C=+         +  - 
In  gleicher  Weise  taseeo  sich 

9)  Die  Darstellungen  [222.  ).  und  11.]  geometriech  nachweisen. 
Zo  bemerken  ist  noch, 

10)  dass,  wenn  6  negativ  ist,  also  Taf.  IX.  Fig.  2.  bezüglich 
ihrer  festen  Ordinaten- Axe  eine  verkehrte  Lage  hat,  sich  die 
Wurseln  nach  [232.  4)J  bestimmen. 


294. 

Wir  sind  nun  in  den  Stand  gesetzt,  jede  gegebene  biquadra- 
tische Gleichung,  f^r  welche,  Termöge  der  Coefficienten  6  und  c 
der  ersten  und  zweiten  Potenz  der  Unbekannten  (das  cubische 
Glied  fehlend  vorausgesetzt)  die  Möglichkeit  vorliegt,  dass  sie 
vier  reelle  Wurzeln  habe,  geometrisch  zu  heurtheilen. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

so  lassen  sich  für  dieselben  folgende  Betrachtungen  anstellen: 

1)  Da  das  von  der  Unbekannten  y  unabhäns^ige  Glied  a  ne- 
gativ ist,  so  liegt  die  wirkliche  Abscissen-Aze  AFiX^'^  (Taf.  IX. 


t 
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Fig.  2.)  oberhalb  der  künstlichen  und  schneidet  daher  die  bi(jua- 
dratische  Linie  mindestens  in  zwei  Punkten,  d.  b.  die  «j^esjebene 
Gleichung  hat  niindefitens  zwei  reelle  Wurzeln,  eine  {insltive 
^^v'lCn  und  eine  negative  — Vl^'Cri,  und  zwar  ist  der  ab- 
solute Werth  der  negativen  Wurzel  grösser  ivie  der  absolute 
W^erth  der  positiven. 

2)  Denken  wir  uns  a  als  verSaderlicb,  so  werden  sich  auch 
die  Wnrselii  mit  dem  Warthe  von  a  Siidero,  sie  werden  in  abso- 


3)  Nlbert  sich  die  wlrkliebo  Abscissen-Axe  der  kflnetticben 
so  weit,  dass  sie  mit  der  Tangente  A'X  des  einspringenden 
Scbeitets  znsammenftllt  [256.]»  so  geheo  die  beideo  imaginären 
Wurseln  in  zwei  gleiche  reelle  fiber>  der  Gleichung  entsprechen 
dann  drei  positive  Wurseln,  unter  welchen  zwei  einander  gleich 
sind«  und  eine  negative. 

4)  Nftbert  sieb  die  wirkliche  Aliseissen^Axe  der  kflnstlieben 
noch  weiter»  d.  b*  nimmt  der  absolute  Werth  von  a  noch  w^ter 
ab,  so  wird  die  biqaadratische  Linie  von  ihr  auf  der  positiven 
Seite  der  Ordinaten-Axe  Io  drei  Punkten,  auf  der  negativen  in 
einem  Punkte  geschnitten,  die  GleiehuDg  hat  also  in  diesem 
Falle  drei  positive  und  eine  negative  Wurzel  [257],  und  zwar  ist 
der  absolute  Werth  der  negativen  Wurzel  grüsser  wie  Jede  der 
positiven  Wurzeln. 

B)  FSlIt  die  wirkliche  Abscissen-Axe  mit  der  kOnstlicheo  w 
sammen,  d.  fa.  wird  a  =  0,  so  wird  eine  Wurzel  gleich  Null, 
und  von  den  drei  andern  sind  zwei  positiv  und  eine  negativ. 

6)  Entfernt  sich  nunmehr  die  wirkliche  Abscissen- Axe  von 
der  künstlichen  unterhalb  derselben  (liegt  sie  jedoch  noch  ober- 
halb der  Tangente  des  oberen  ausspringenden  Scheitels),  so  Ist 
die  gegebene  Gleichnng: 


luter  Bedeutung 


iveun  der  absolute  Werth  von  a 


\  grosser 


imaginäre  (  , .  .       >  • 
^        \  kleiner  ) 


und  es  wird  die  biquadratiscbe  Linie  von  der  wirklichen  Abscis- 
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seo-Axe  auf  der  ])ot>itiven  uiul  negativen  Seite  der  OrdinateD-Axe 
in  je  zwei  Funkten  geschnitten;  es  entspreche«  daher  der  Glei- 
chung in  diesem  Falle  zwei  positive  und  zwei  nejjative  reelle 
Wurzeln  [244.],  und  zwar  liesjen  die  absoluten  Gnisscinverthe  der 
beiden  ]iüsitiven  Wurzeln  zwibclieo  den  absuiuten  Grüsseuwertheu 
der  beiden  negativen. 

7)  Wird  a  grdsser,  und  ßUlt  die  wirkliobe  AbsGifl«60>Axe  mit 

dar  Tangente  des  oberen  ansspringenden  Scheitels  zusammen»  so 
entsprechen  der  Gleichung  swei  gleiche  positive  und  awei  ungleiclie 
negative  Wurzeln  [245.]. 

8)  WScfist  a  weiter,  d.  h.  enCferot  sich  die  wirkliche  Abscis- 
sen-Axe  weiter  von  der  künstlichen  (liegt  sie  jedoch  noeh  ober- 
halb der  Tangente  des  unteren  ausspringenden  Scheitels),  so 
wird  die  biquadratische  Linie  von*  Ihr  auf  der  negativen  Seite  der 
Ordinaten«Axe  In  zwei  Punkten,  auf  der  positiven  Seite  aber 
nur  die  HalblrungS'Carv«  der  Scheitel  geschnitten,  der  Gleichung 
entsprechen  daher  In  diesem  Falle  zwei  negative  reelle  nnd  zwei 
Inaginlre  Wurzeln  [246.]. 

9)  Fällt  die  wirkliche  Abscissen  -  Axe  mit  der  Tangente  des 
unteren  ausspringenden  Scheitels  zusammen,  so  entsprechen  der 
Gleichung  zwei  gleiche  reelle  negative  und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln [249.J. 

10)  Liegt  aber  die  wirkliche  Abscissen-Aze  unterhalb  der 
Tangente  des  unteren  aasspringenden  Scheitels,  so  schneidet  sie 
die  biquadratische  Linie  nicht,  wohl  aber  stets  die  Halbirungs- 
Curve  der  Scheitel  In  zwei  Pnnkteo,  nnd  die  Gleichung  hat  vier 
imaginSre  Wurzeln. 

295. 

Zur  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  der  schiefen  iScheitel 
denken  wir  uns  die  Ordinateu  der  Scheitel  zur  Abscissen  -  Axe 
D'mOy  (Taf.  IX.  Fig.  2),  posiüv,  indem  wir,  anstatt  [281.  Ö)] 
schreiben : 

Denken  wir  uns  uu»  weiter  die  Abscissen>Axe  von  dem  Anfangs* 
punkte  ans  in  n  gleiche  Theile,  jeder  Theil  gleich  einge- 
theilt,  durch  die  Theilun*»spunkte  ParalltULinien  mit  der  Ordina- 
len-Axe  gezogen,  und  von  dem  Durcbscbnittspunkt  einer  jeden 
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Parallelen  mit  iler  hiquadrutischca  Linie  eine  ntit  der  Abseissen- 
Axe  parallele  Linie  bis  znr  vorhergehenden  Ordinate«  -  Parallele 
gezogen,  8o  uiid  dadiircli  die  Ebene  der  aii.ss|>rin<;enden  Scheitel 
in  n  Parallelograinine  abgetheilt,  deren  ge^^aniniter  Fläcbeninbalt 
tiicb  folgendermastiei)  darstellt,  nämticb : 

^*  • »  •  • 

==  ( l + 6«)  - » .      ,  ~i  ( 1  +  4  +  9 -f  .  • . .  +  n«)  «• 

-  ^xll^f  (1+16+81+,...  +  n*)u*] 

=  (i+6«}-l.ej^j^.i(2«3  +  3»»  +  ii)e* 

also  für  »  =  X  : 

3)  F  =  ic(l  +  Ä«)-l(ft<!)»-4(l  +  6*)-*(««)*. 

Setzen  wir: 

ne  =  g»G,  =  4V2c(l  +  6«).        [m  4)] 

so  folgt  der  Flächeninhalt  C'a//i9}?  des  von  der  Äbscisson- 
Axe  WlGi  und  einem  Tlieile  der  Axe  des  ialschen  Scheitelpunk- 
tes Cx  begrenzten  inneren  Scheiteltheiles,  nSmlicb: 

4)  f'  =  ^V9e. 

Setzen  wir  aber 

ne  =  mU,  =  V  c(l  +  [28L  17)] 

so  ergiebt  sicli  der  Flächeninhalt  des  schief  abgeschaittenen  Schei- 
tels mBiCxDiWlf  Dimllch; 
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Söteeo  wir 

ne  =  mi\  =  mß,  =  Vi^Ö+W,      [284.  3)] 

so  ergiebt  sich  der  Flächeninhalt  9Äi^,Fi2J?  des  von  der  Abscis- 
8en*Axe  Wlt\  und  von  der  Ordioate  des  Beugungspanktes  be- 
grenzte» Scheiteitbeile«,  nSmlich: 

6}  F*^  =  VI« 

II.  s.  w. 

ond  da  sieb  der  FläcbeniDhalt  des  Parallelogramms  Ml^iLi^St^ 
nftiDlich : 

7)  %  =  ic^Vc 

ergiebty  so  lisst  sieb  das  Verhältiiiss  der  einzelnen  Scbeitelstücke 
zu  diesem  FtScbeoinhalte ,  sowie  auch  der  Flächeninbalte  dieser 
Scheitelstüclce  oater  sieb  leicbt  weiter  bestimmen. 


296. 

Es  wird  leicbt  fallen»  das  bisher  Abgebandelte  auf  diejenige 
Klasse  von  btquadratischen  Gleichunp;en  anzuwenden,  welche  stets 
mindestens  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  eonstruirte  Linien  also  nur 
einen  Sebeitel  haben,  und  die  daher  entweder  von  der  Form  sind: 

1)  0  =  ±a  +  6^  +  C2/«  +  i/^ 

oder  Toa  der  Form;  « 

2)  0  =  dba+%-ci^*  +  y'. 

flir  welehe  aber  noch  die  Bedingung  statt  findet: 

3)  6«  >  ^,c\       [280. 5)J  (Taf.  X.  Fig.  0.) 

Ist  l)  die  gegebene  Gleichung,  die  scharf  gezeichnete  Curve, 
(Ta&  X.  Eig.  8.)  ihre  construirte  Linie,  3)2  der  känstliche  Anfangs- 
punkt» also  äX  die  könsttiche  Abscisscn-  und  ^«^ST^o  die  künst- 
liche Ordinaten-Axe ;  die  Tangente  des  künstlichen  Anfangs- 
punktes; Winkel  X9)?9?  =  (p  der  Winkel,  welclien  diese  Tangente 
mit  der  Abscissen  Axe  bildet,  also  6  =  tgg);  so  ist  für  ein  schief- 
winkeliges Coordinaten  -  System ,  nämlich  die  Ordinaten  parallel 
mit  der  kunstlichen  Ordinaten- Axe  j^edacht,  und  die  Abscissen, 
Ton  dem  künstlichen  Aofangspunkt  aus,  auf  seiner  Tangente 
gezählt,  nach  [28L  8}]: 


392  A'erz:   üeöer  tlie  üenriheilung  der  \Vur%eln 

5)  «  =  i±}  i  V^2Tl  +  62)  (-cdb  V  c'^ +45- 

Ans  4)  folgt: 

6)  Gieichpn  positiven  und  negativen  Abscidtjen  entsprecbea 
gleiche  positive  Ordioaten. 

7)  Jode  die  biqn^dratiacfae  Linie  echneidende  Sehne  CCi, 
die  mit  der  Tangente  des  kOnstlicben  Anfangspunktes  per 
ralJel  l&nfl,  wird  von  der  hilnstlichen  Ordinaten>Axe  9)rälQ  halbirt. 

8)  Die  kiinstlichf'  Or  üiiateu-Aze  ist  daher  ein  Durchmesser 
der  biquadratischeo  Linie. 

9)  Die  von  swei,  mit  der  Tangente  des  Irilnstliefaen  Anfangs- 
punictes  parallellanfenden,  Sehnen  eingeschlossenen  FlScheninhalte 
der  Corve  werden  von  der  I^finstlichen  Ordinaten>Axe  halhirt 

n*  s.  w. 

Aus  [279.  7)]  foigt: 
10)  tt=±iV^^. 

d«  h.  die  Abscisse  der  Beugungspnnkte  ist  unmSglich,  oder  die 
Curve  der  Gleichung  I)  hat  keine  Beugungsponkte.  Die  Gnrve 
hat  daher  auch  keine  einspringende  Biegung,  daher  nur  einen 
Scheitel,  und  man  kann  sagen»  swei  ihrer  Scheitel  seien  Imagin&r. 

Die  Gleicliungen  der  •Summe  zweier  Wurzeln,  und  der  Halbi- 
rungs-Curve  der  Scheitel  ergeben  sich  nach  [286. 4)  und  6)]«  näniiicb : 

13)  Die  imaginäre  ScheiteNCurve,  sowie  die  im aginftren  Curveu 
der  imaginären  Seheitel  bestimmen  sieb,  analeg  [291.],  nach  [235.  4) 
und  5)]  und  letztere  bilden  swei  ansammenhSngende  Aeste  [292.  3)]. 

14)  Die  georaetrisclie  LieurÜieilung  der  Wurzeln,  je  nach  der 
Lage  der  wirklichen  Abscissen-Axe,  ergiebt  leicht  (Taf.  X.  Fig.  8.). 

297. 

Ist  c  =  0«  also  die  gegebene  Gleichung: 
1)  0=J:a+fiy+^, 
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so  «chreiben  wir,  um  dieselbe  su  construireo: 

2)  j=-f6a:  +  a:*, 

und  erhalten,  naeh  [288.  6)]  als  Gleichung  der  Halbirongs-CnrTe 
der  Seheitel: 

Verstehen  wir  unter  u  die  Abscisse  WiW  des  Scheitelpunktes 
W  (Taf.  X.  Fig.  7.),  so  ergiebt  sich  aus  [278.  5)]: 

4)  — SWIF=— »=— ivaft, 

daher,  nach  [278.  8)],  die  Gleichung  des  Scheitelpunktes: 

ö)  r  =  i  STib'^.a:'^  -  2  V  26 .  j:^  + 

Für  Rchiefwinkeiige  Coordinateu,  die  Abscissen  Tom  kunstli« 
eben  Anfangspunkt  aus  auf  seiner  Tangente  geaählt,  die  Ordinaten 
paralfel  mit  Her  kSnstlicben  Ordinaten ^Axe,  ergiebt  sieh,  aus 
[296.  4)]  die  Gleichung; 

u.  s.  vr. 


Denken  wir  uns  in  der  Gleichung; 

der  construlrlen  Curve  (Taf.  IX.  Fig.  2.)  den  GoeMenten  6  der 
ersten  Petens  der  Verioderliehen  ss  ebenfalls  als  Terlnderlieh, 
so  nimmt  mit  dem  Werthe  von  6  s  tg^  die  tr^nometriselie  Tan- 
gente des  Winkels»  welchen  die  schiefe  Sekdtel-Tangente  (odev 
die  Tangente  des  kfinstlichen  Anfangspunktes)  mit  der  Abseissen- 
Axe  AX  bildet,  und  folglich  auch  der  Winkel  9  selbst,  zu  oder 
ab;  die  Entfernung  des  künstlichen  Anfangspunktes  von  der  schie- 
fen Scheitel-Tangente,  gemessen  auf  der  künstlichen  Ordinaten- 
Axe,  nftmlieb: 

2)  3ÄÜIÄ»=-|c«,  [283.  6)1 

erleidet  aber  hierdurch  keine  Aenderung. 


Hieraus  geht  hervor,  dass 


894 
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r 

3)  Die  Entfernung  der  Scheitel -Tangenten  des  oberen  und 
unteren  ausspringenden  Scheitels  allein  von  dem  Coefticienten  ö 
der  ersten  Poteoz  der  Unbekannten  abhänge»  sowie  das« 

4)  die  IxrOsse  der  Einbiegung  der  Curve  aHein  abhängig  sei 
von  dem  Coefficienten  e  der  zweiten  Potens. 

Wird  daher  6  =  0«  also  die  Gleichung  der  Curve: 

5)  «= — car*+«*, 

so  fallen  (Taf.  X,  Ficj.  9.)  der  kün.stliclie  Anf  in^spunkt  mit  deru 
8rheitel|Huikt  (ies  einspringenden  Scheitels,  also  die  Tangente  des 
künstlichen  Anfangsjmiiktes  mit  der  künstlichen  Abscissen- 
Axe  AX  zusanimetj,  nud  ebenso  vereinigen  sich  die  Tangenten 
der  ausspringendcii  vScheitel  und  die  schiefe  Scheitel-Tangente, 
sowie  die  wahren  und  falschen  Scheitelpunkte  der  ausspringenden 
Scheitel«  und  es  entsprechen  gleichen  entgegengesetzten  Wei  theo 
von  a:  gleiche  Werthe  von  z»  Die  Gleichungen  der  Curve  der 
Summe  zweier  Wnrzeln  und  der  Halbirunga- Curve  der  Scheitel 
[m  4)  und  6)]  aber  gehen  über  in: 

Ffir  £E  SS  0  folgt  aus  denselben :  • 
»)  rss—ic«,  d.  h.  2  =  «WtWo- 

Wir  iconnen  daher  sagen: 

9)  Wird  in  Gleichung  1)  der  Coefficieiit  6  der  ersten  Potenz 
der  Veränderlichen  ^  gleich  Null,  so  vereinigen  sich  die  ahstei- 
genden  Aeste  der  Curve  der  Summe  zweier  Wurzeln  und  der 
Halbirungs- Curve  der  Scheitel  in  dem  Halbirungspunkte  der 
gemeinschaftlichen  Scheitel  -  Tangente ,  und  letatere  ist  selbst  in 
ihrem  Halbirungspunkte  Tangente  an  beide  Gnrven*  Die  aofstei- 
f^endeii  Aeste  aber  fallen  weg,  oder  vielmehr,  sie  fallen  nach  der 
Vorstellung  [289.  4)]  mit  der  kttnstlicben  Ordiuaten«Aze  selbst 
ausammen. 

Es  ergiebt  sich  weiter,  es  ist: 

10)  die  Entfernung  des  kfinstlichen  Anfangspunktes  Wt  von 
dem  Dnrehschnittspunkt  ly  (Z>|)  der  kflnstlichen  Abscissen-Aze 
mit  der  Curve,  nSmIieb : 
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11)  die  Eatfernuug  des  küustlichen  AofaDgspanktea  vou  deu 
Scheitelpuaktsaxeo,  nämlich: 

SS  }  =  1283.  4)] 

12)  die  absolute  Entrernimg  der  Scbeitelpunkte  der  aussprin- 
gendeo  Scheitel  voo  einander«  Dämlich:  . 

13)  die  Entfernung  des  kttnstlicheo  Anfangspunktes  von  der 
BeagungsÜDie,  nämlich; 

3»W=s-/ec*;  [280.4)] 

14)  die  Entfernung  der  Beogvngspuokte  von  der  känsüicfaen 
Ordinalen «Axe»  nämlich: 

Jft  }  =  ±l^6^*  [280.10)] 

also: 

15)  die  absolute  Länge  der  Beugungsaxe: 

16)  die  Entfernung  der  ßenp^ungslinie  von  dem  Durchschnitts^ 
ponkte  B  der  Tangenten  der  Beuguugspuokte,  nämüch: 

:Ärr  =  ic«; 

U.  8.  W. 

m 

1)  Da  die  aufsteigenden  Aeste  der  Curve  dor  iSumine  zweier 
Wurzeln  uiitl  der  Halbirungf?  -  Curve  der  Scheitel,  oberhalb  des 
künstlichen  Anfan^^spunktes  Wl,  mit  der  kb'nstlicheii  ÜrdiDaten- 
Axc  zusammeiifalleü,  und  sich  also  lur  eine  mit  der  künstlichen 
Abscissen-Axe  und  oberhalb  derselben  gezogenen  Parallelen  A' X' , 
ausser  dem  Durebschnittspunkt  mit  der  Ordinaten-Axe»  keine 
weiteren  Durcbschnittepunkte  mit  den '  beiden  Curven  ergeben» 
demnach  oberhalb  der  kfinsttichen  Abscissen- Aze  der  Abstand 
der  Halbimngs- Curve  der  Scheitel  von  der  Ordinaten»Axe  selbst 
gieieh  Null  isl;  so  haben  auch  die  bezOgliebeo  Imaginären  War- 
sein keinen  reellen  Theil.  [331.  6)]. 

2)  Zur  Versinnüchung  der  imaginären  Aeste  des  einspringen- 
den »Scheitels  kauu  man  sich  vorstellen,  es  sei  in  dem  künstlichen 
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Anfangspunkte  auf  die  Constroctions  - Ebene  eme  Senkrechte 
errichtet,  welche  wir  als  imaginäre  Ahscissen- Axo  betrachten, 
und  durch  sie  und  die  künstiicbe  ürdinaten- Axe  sei  eine,  also 
auf  der  Constructions- Ebene  der  biquadratisrhen  Linie  senkrecht 
stehende  Ebene  errichtet,  zur  Construirung  der  imaginären  Aeste. 

Sobititairen  wir  iiiiii  in  Gleielrang  [20&  6)] 

mV^i  anstatt  sß» 
so  geht  dleMÜM  Wtm  Ins 

welche  constniirte  Carre  wir  ans  dann  wieder,  wie  in  Taf.  X. 
Fig.  9.,  in  die  Conatractiontf- Ebene  umgelegt  denken. 

3)  Die  Bestimmung  der  imaginären  Aeste  J'^F'S"  und  %,WJ„ 
der  attBflpiiDgenden  Scheitel  geschieht  analog  [290.  und  !29l.]. 

4)  Die  geometrische  Beurtheilung  der  Wurzeln  für  verschie- 
dene Lagen  der  wirklichen  Abscissen-Aze  ergiebt  sich  leicht  aus 
Taf.  X.  Fig.  9. 

Ist  a  nei^ativ,  so  schneidet  die  \\  irkliche  Absciss-en-Axe  A'X' 
die  biquadratische  Linie  steta  in  zwei  Punkten  C  und  C^,  und 
die  vorgelegte  Gleichung  hat  in  diesem  Falle  zwei  gleiche  entge- 
gengesetzte reelle  Wurzeln  (J'C  und  (E'Cj  und  zwei  gleiche  ent- 
gegengesetzte imaginäre  Wurzeln  ^'J'  und  (^'3'. 

Ist  a  positiv  und  sein  alwoluter  Werth  kleiner  als  ^c^,  d«  h« 
ist  die  Ordinate  des  Anfangspunktes,  in  absoluter  Bedeutung  ge- 
nommen, kleiner  als  ^^1,,  so  schneidet  die  wirkliche  Abscissen- 
Axe  die  biquadratische  Linie  in  vier  Punkten,  und  die  vorgelegte 
Gleichung  liat  zwei  Paar  gleiche»  aber  entgegengesetste,  reelle 
Wnraeln. 

bt  aber  a  negativ  und  aein  absoluter  Werth  grOsser  als  £c*» 
d.  h.  tat  die  Ordinate  des  Anfangspvnkteet  ■»  absoluter  Bcdeu- 
tong  genommen«  grSsaer  als  SDläo«  schneidet  die  wirkliche 
AbscissenrAxe  die  biqnadratische Linie  nicht,  aber  die  Halbimngs- 
Cnrve  der  Scheitel  in  awei  Punkten,  und  die  vorgelegte  Gleichung 
hat  swei  Paar  gleiche,  aber  entgegengesetate,  imaginäre  Worsehi. 

Ist: 
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die  WBL  construirende  Gleichung,  so  kOnnen  «vir  unsere  Betrach- 
tungen über  dieselbe  an  [296.]  anscbBsssen,  indem  wir  daselbst 
6  gleich  Null  setaen,  wir  kdonen  aber  auch  hierbei  [296.  UDd297.] 
SQ  tiruode  legen»  indem  wir  daselbst  +c  fibr  — e  echreiben. 

Die  Gleichung  für  die  Curve  der  Somme  zweier  Wurzeln  und 
Air  die  Halblrungs-Curve  der  Scheitel  ergiebt  sieb  hiernach: 

3)  t  ^  ^[-c«~.2c(2ar)«-(2*)*], 

and  es  folgt,  dass  jedem  Wertbe  von  x  ein  negativer  Werth  von 
z  entspreche^  und  dass  für  «=0 

4)  ic« 
sei. 

Die  absteigenden  Ae^te  der  Curve  der  Summe  zweier  Wur- 
zeln und  der  HaIbirungs*Curve  der  Scheitel  vereiuigeo  sieb  hier- 
nach, wie  [298.  9)],  in  einer  Entfernung 

mft^  »  -  (Taf.  X.  Flg.  la) 

unterhalb  des  natürlichen  Anfangspunktes  0)?,  in  dem  Punkte  Wl^* 
and  die  aufsteigenden  Aeste  fallen  weg  oder  mit  der  künstlichen 
Ordinaten- Axe  zusammen. 

Die  Versinnlichung  der  imaginären  Scheitel-Aeste  kann  ana- 
log [299.  2)]  geschehen  und  Gleichung  1)  gebt  dann  über  ins 

5)  *  =  —  ca:*  +  af*. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Curve  der  Gleichung  [2S98.  5)] 
die  imaginäre  Scheitel- Curve  der  Gleichung  I)  sei,  sowie  umge- 
kehrt die  Curve  der  Gleichung  1)  die  Imaginäre  Scheitel -Curve 
des  einspringenden  Scheitels  der  Curve  der  Gleichung  [298.  5)] 
ist  Es  folgt  weiter: 

6)  Die  ImaginSre  Sehelfel- Curve  der  Gleichung  1)  hat  einen 
einspringenden  und  zwei  congruente  ausspringende  Scheitel,  deren 
HShe  9{9)Zo=sc^  isl^>  und  die  gemeinscbaniiche  Tangente  dieser 
Scheitel  ist  zugleich  Tangente  der  Curve  der  Summe  zweier 
Wurzeln  und  der  Halbirungs-Cnrve  der  Scheitel. 

7)  Die  Bestimmung  der  beiden  andern  imaijinäreo  Curven 
J"V,  W^'  und  JJV,  V%,  geschieht  analo-  \m.  3)].  Znr  Er- 
Itlärung  der  Taf.  X.  Fig.  TO.  mag  bier  erwähnt  werden,  dass  die 
Punkte  V  und  W,  als  Scbeiteipttokte  der  imaginären  Curve 
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3fWWiyJ',  mit  dieser,  in  der  durch  die  DatOrliche  Ordioateo- 
Axe  auf  die  Constructions  •  Ebene  senkrecht  gelegten  Ebene  iie* 
gend  gedacht  werden  mfissen,  dass  aber  die  zusammcngehurigen 

imaj^inSren  Aeste  J"V  und  WJ^^»  sowie  ^"W  inid  F^l«  »öS  die- 
ser senkrechten  Ebene  herausgetreten  und  in  einer  ijekrömmteo 
Fläche  liegend  zu  denken  f^tiid,  welche  sf-nkrecht  aut  die  Con- 
structions- Ebene  durch  die  Ualbiruug^-Curve  der  Scheitel  ^RJl" 
ttod  SD^o^M  gelegt  ist 

8)  Die  geomefriaebe  Beartbeilong  der  Warieln  ffir  Terschle» 
'deike  Lagen  der  irirkliclieQ  Abeciseen-ixe  ergiebt  sieh  leieht«  aus 
Taf.X.Fig.10.: 

Ist  o  negativ,  so  sclmeidet  die  wirkliehe  Äbscissen-Axe  A'X^ 
die  biquadratis«  he  l.Inie  stets  in  zwei  Punkten  C  und  Cj ,  und 
die  vorgelegte  (ileichnni:  hat  in  diesem  Falle  zwei  gleiche  ent- 
gegengesetzte reelle  Wurzeln  d'C  und  (J'Q  und  zwei  gleiche 
entgegengesetzte  imaginäre  Wurzeln^  welche«  wie  £299.  J jj,  keinen 
reellen  Theil  haben. 

lat  a  positiy  uod  sein  absoluter  Wertb  bleiaer  als  |c**  d.  b. 
ist  die  Ordinate  des  Anfangspunktes,  in  absoluter  Bedeutung  ge- 
'  noramen,  kleiner  als  WtSJtoi  so  schneidet  die  auf  der  wirklichen 
Abseissen* Axe  A^^X^^  senkrecht  errichtete  Ebene»  besiebungs* 
weise  die  imaginäre  Absissen-Axe  A^^X^^  die  Imaginären  Schei- 
tel In  Tier  Punkten  J'^,  3'^«  ^ir»  Jir»  und  die  Torgelegte  Glel« 
chuag  bat  xwei  Paar  gleiche,  aber  entgegengesetate  imaginire 
Wnrseln : 

a»/rjir,  m^^JiF,  Wf'y.  W^Sir. 

welche  keinen  reellen  Theil  haben  [229.  6)]. 

Ist  aber  a  negativ  und  sein  absoluter  Wertb  grosser  als  |e^, 
d.  b.  Ist  die  Ordinate  des  Anfangspunktes,  in  absoluter  Bedeu- 
tung genommen,  grosser  als  WtSR^;  so  schneidet  die  wirkliche 
Abscis8en*Axe  A^X**  die  HalbIrungs-CurFe  der  Scheitel  In  swel 
Punkten  W  und  ü^^,  und  die  Imaginären  Aeste  werden  tob  der 
auf  der  wirklichen  Abscissen-Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  in 
vier  Punkten:  J^,  %,  J*'  geschnitten.  Die  Torgelegte  Glei- 
chung hat  in  diesem  Falle  zwei  Paar  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetate  tmaginSre  Wurseln  mit  reellen  Theilen. 
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Note  aar  las  fomude»  d'addiiion  des  fonetions  elliptiques« 

Par  • 

Monsieur  Dr.  E,  G,  Björling 

(EitmU  de  rAper9a  d«a  TniiM«<ioatt  de  VAemAim^  dee  «eiciioee  de 
Stockliolm,  edooce  da  19»  aTril  1869.) 


Jacobi  a  prdaentd  dans  son  memoire  „Sur  1a  rotatlon  d*un 
corpa«*,  Inadrd  dana  le  Journal  de  Grelle  [T.  39  (1850)  pag.  324 
«t  »eqq.],  uo  tableau  de  16  formules  d'addition  paar  les  fonctioiia 
aUipüquea,  dont  voici  ane«  celie-cl  bien  cooBue  depuia  iongtempa» 

cosam(a-f  P)  =  cosamacosaro/?— -sinamasinam^.  i^-i-ß)» 

an  indiqoant  tont  ä  la  fois,  comment  se  fait  d*ane  d*elles,  quette 
qoe  ce  soM,  la  däductian  de  toutes  les  autres.  Mais  la  maniere 
dont  ü  s'est  aarvi  paar  cetta  dddactioa«  o'aat  paint  dea  plaa  aim* 
ples,  et  Taa  ne  peut  qua  s'^tonner  de  ca  qua  ni  la  eäl^bre  anteur 
lui-meme,  ni  d'autraa  apf&i  iui,  a'aat  paHd  aaaas  d'attantian  i 
aa  aujat 

Voi^i  aaa  quaatian  qai  me  pafalt  biaa  ä  prapos.  En  afFat« 
ne  seralt-ii  pas  sufBaant  1^1,  da  mdma  qua  pour  les  fonctloua 
circulaires,  d'employer  tout  aimplament  lea  relatiana  qai  azt* 
Stent  entre  les  fonetions  alliptiques  des  argumenta  eompl^men-' 
tairea?  Quant  k  la  reponse,  qui  evidemuiant  dait  ^tre  affirmative» 
ja  Tals  montrar  qu'alla  aat  auasi  facila  qua  la  qoaation  alla-mduia 
aat  aimpla. 

Ea  mattant  da  c^td  lea  natationa  arlginatraa,  daranuaa  4  pau 
pTda  daaaiquaa,  qui  out  dtd  amplaydaa  dana  la  fannnle  dtda 


Cependant»  Ton  voit  par  la  Note  de  M.  O.-J.-Braeh  ^Sar  let 
fenanlee  ifaddition  de*  feactlea«  elliptiqiies  de  H*  C.-6.-J.-Jaeabi'S 
iaedrde  daae  le  Campte  reada  da  19  Ddc.  1864 «  qne  eeCle  natitee  a 
atHrd  aa  maivs  qoelqae  pen  d'atteatien  de«  gdem^Creei  4  ae  paa  patler 
•p^eialeroeat  da  Tkaitd  de  HI.  Sefaetlbaeh  „Die  Lehre  tob  dea  elUptt- 
ecbea  lalegratea  uad  dea  Tbeta-Fauetieaea**  (Berlia  1841)« 
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ci'dessas,  pour  representer  Ics  trois  fonctioDS  elliptiques  «Imples,  je 
me  servirai  des  ootatioos  fiuivaotea  plo«  covrtes: 

et  je  ferai  voir  comiueot  de  la  formuie  foudameotale 

toates  les  autre.s  lurniules  d'additioD  nnnim<^es  ci-tlessus  peuvent 
^tre  directement  döduitefi  sans  autre  ioternt^diaire  que  —  commc 
je  viens  de  dire  —  celle  des  retations  bien  connues  eotre  les 
fonetioDs  eiliptiqueü  des  argameoto  complömeutairea: 

(A)  <«{*-a)  =^)=-«(it+«), 

»(«-•)  =f^)  -  »(«+«)• 

En  effet,  de  ces  formutes  minies  (A)  et  (1)  on  obtient  pres- 
que  imniediatement»  ou  bieo  ett  qualitö  de  corollaires,  non  aeiüe- 
ment  cette  formuie 

eft  «e  fedait  ^idemment  la  feramle  möine  (l),  si,  aprto  aToir 
ml»  d*aberd  a  an  lien  de  a-\-b  (et^  par  suito«  a— '6  an  lieo  de 
a)f  puis  Ton  reinplace  —6  par  6»  mala  aosai  les  groupea  aai- 
▼aots  des  forroolea,  cemme  je  fetai  reir  maiDtemeBt: 

L  £d  rempla^ot 

a  par  a-|>£, 

*)  Ici  ee  n'est  pat  Teiidroit  d^aoe  explicution  plns  exaele  aar  ce 
snjet.  Te  qiip  j<?  vouflrai«  fatr«i  ol)»»*>rver  an  lectenr,  c'eät  que  re  n'egt 
piiint  dans  le  seul  ti  u  t  (i'(;tre  bref  que  j'einploie  —  et  cela  non 
■  ealeroent  dans  rette  note-ci  —  ces  notatiotm  nouvelles  au  Heu  dc8 
susdite«  jtoriginaires",  da  luoins  toutes  les  fuis  ^u'il  ne  s'agit  pas  sca- 
lement  d'argument  reel  et  de  module  -^1  (potitif  oo  zöro).  Une  autre 
fola  j'etp^ro  avoir  Poecacioa  de  n/expliquer  davaalag«  aur  ce  tqjet- 

Bieo  qo'4  BO«  joon  ob  ea  «oil  Teaa  preaqn'4  ae  paa  aavolr, 
aaaa  qn^il  ae  eoit  «tpvettdoieBC  dit»  ce  qae  deit  dtre  eateada  par  K  daaa 
na  mdoBoire  qui  Uaite  de«  feactioDS  ellfptiqaea,  da  motoa  a'il  ae  8*agH 
pea  vaiqaeneat  d'aigtmieBte  r^ela  et  de  modale  <1  (pecitff  oa  adra); 
oepeadaat,  conme  neoe  btoos  indiqad  i^i  qoe  K — a  «era  rargoaicaC 
compldmentaire  de  a,  toute  autre  explicatioa  aar  ca  aa|jet  w  est 
deveaoe  auperflae  en  ce  qai  ceacerae  cette  Notct 


Digitized  by  Google 


ßjßrling:  Na^nwi,  fitrmiUe»  d'aaäiL  des  fmctUm  eUiptiquet,  401 

OD  aura  irom^difttement  de  (1)»  en  vertu  des  formules  (A)«  cette 
relation  nou?eUe: 

.  .5(a-f6)]l)(ii)s€(«)5W4^((6)5(a)]l>(a-f6); 

puis  de  cette  formule,  an  rempla^HiDt  a-f-^  p^r  6  (par  suite»  6 
pac  6— o)  et  enauite  a  j^^t  — a: 

(4)  .  .  .5(a-f6)<^(a)ss)B)(ir)5(«)4-lI»W5(a)(r(o-|-6), 

et  enfin  d'une,  quelle  que  ce  «oit,  de  ces  deux  formules,  en  rero- 
pla^ant  a-^-b  par  a  (par  auite«  a  gar  a—b)  et  eosuUe  b  par  —6: 

(5)  ....  lD(o  +  6)5(o)  +      +  6)5(6)  =  (f(6)D(if)5(ii+6). 

II.  De  m^iae,  ea  rempla^ant  simultaDäment 

L     ■  a  par  o-f 
et 

\       b  par  b — 
OD  aura  de  (1),  en  vertu  de«  m^mes  forniule«  (A),  celle-ci:  ^ 

(Q...l^(a-f  »)(C(o)C(6)-(r(a-|-6)ll>(a)XK^)  ifc^5(a)5(6); 

doTit,  par  le  meme  remplacement  que  ci-dessus  a  la  transitio»  de 
la  l«*^»  ä  la  2«  fonnule  dans  I.: 

(7)  ..i(^5(a-fd)5(c)  =  'mß'¥b)'mß)m)- cr(a4-A)(C(a)]t)(6). 

III.  En  ^liniitiant,  au  moyen  de  la  formule  (6)>  5(a)5(6)  de 
la  formule  fondamentaie  (1),  od  aura: 

ie*€{a^b)^€{fl)€(!b).iy^'-mfi-¥b^^^ 

et  par  snite,  en  vertu  de  la  relation  cooDue  entre  et  S)*,  Ton 
obtient  cette  formule  remarquable: 

(8)  jB>(«)ID(m^((i-|-6)  =  i^«(a)cr(A)C(a4'6)+i('«. 

IV.  Et  enfio  de  cette  deroiere  formule  od  aura,  pai  rempla- 
cemeot  de 


a  par  a-\-  K 
6  par  b—K, 


la  relation 

(9)  .  .  .  jD(a-f  6)  s  S»(a)S)(6)— i&«5(a)5(6>.<S(ai' 6)« 

toot  k  fidt  analogtte  ä  la  formale  fondamentaie  (1);  dont»  par  la 
an^me  op^iat&en  qol  de  (I)  a  deaed  (2),  celle-d: 

aO).  •   ^(a)=JP(6)J)(a+6)  +  *«5C6j5(a4-6).€(a). 
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Maintenant,  -en  comjiarant  ces  10  formtiles  (1),  (2)»....(!0) 
aux  (16)  forniules  de  Ja(  of)i,  on  voit  aisemcnt  que  Celles- ci  y 
soot  toutes  Gomprises.  bi  Jacob i  en  a  un  plus  grand  norabre, 
cela  pro?ient  evidemment  de  ce  qu'H  a  eu  soin  de  joindre  respee- 
tivement  a  chaque  formule  pour  les  foncfions  avec  les  arguments 
a-f  6,  a  &t  b,  la  formule  pour  lea  meme«  ionctioos  avec  les  argu* 
menU  a-jrö,  b  et  a, 

NoDS  avon«  pris  pour  formale  fondameiital«  fctatioD  (1)» 
et  —  i  la  vöriM  —  laquelle  de  toute«  eea  formales  d*additioa 
pourrait  &  meillear  droit  prdteadre  nao  tolle  pröf^dreoce!  Cepeadaal^ 
il  est  Evident  de  ce  qui  prdcide  qa'on  peut  arilver  aosel  Mob  aa 
bat  proposö,  au  raoyen  des  «eulee  formules  (A),  quelle  que  seit 
la  formule  d'addltlon  qu*on  prend  poar  formule  fondemeatale  de 
la  d^doctioB, 


Ajoutons  eiifir»  ausai  quelques  mots  ä  l'egard  da  rapport  in- 
time qui  cxifite  entre  les  formules  präcädeutes  et  ces  iormules 
bien  coooues: 

_    .  ,  .  _  g(a)  m  - S(a)  S(b) . 
+    -  1 — ife«5«(o)5«(6) 

.  >,x        'g(Q)  ^(^)  ^i^)  +  'g(^)    («)  ^(«) 

+ —  r^s^iays^ib) 

En  effet,  la  1^'"«  et  la  2^  de  ces  formules  constituent  precisenient, 
Comme  on  verra  au  premier  coup  d'oeil,  le  rej<«ltat  imincdiat  de 
r^Hmlnation  dos  terines  jD(a-|-/;)  et  4?(a-f6),  roi^jxctivonient,  entre 
la  formule  foiulanientale  (1)  et  l  analoc-tie  (9).  (^uant  ä  la  3*,  oo 
l'obtient  ensuite,  tout  aussi  immediatement,  ou  de  (3)  ou  de  (4) 
ou  de  (5),  en  eiiminant  respectiveraent  D(o  +  Ä)  oa  (£(a  +  6)  ou 
toutes  les  deux  au  nioyen  des  deux  prentieres  (II).  Voilä  donc 
uoe  deduction  de  celles-ci  (11),  qui  eu  bimplicite  e^t  bien  pr^* 
fdrable  ä  toutes  celles  dont  on  s'est  servi  jusqu'ä  present 


II  parait  que»  sartoat  en  pnbllaat  aa  Coura  prdHaiioaire  des 
fonctions  elliptlques,  oü  TargumeDt  seralt  aapposd  rdel  et  le  mo*. 
dole  positif  «1)  on  sdro«  oa  ferait  blea  de  proQter  de  ce  qui  a 
dtd  dit  cUdessua  relatlvement  ans  formales  d*additioa  de  ce« 
foBctiens;  et,  ä  la  vdrltd,  le  besoia  d*ua  td  Goars  a*a  pas  dttf 
eaeore  aafenrd'hid  aatisfalt  eatidreinent» 
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lieber  das  van  drei  Beröhrenden  einer  Parabel  gebil- 
dete Dreieck. 

r 

*  V«n 

dem  Herausgeber. 


{.  1. 

Die  Gleichung  der  BerOhrenden  einer  dareh  die  Gleichung: 

1)  if^  =  pa: 

charahteriflirteo  Parabel  lo  dem  Punkte  (jto^o)  dieser  Parabel  iet 
bekanntlieb: 

2)  jr-yo 

oder: 

5)  y-Jfo 

oder; 

4)  ^^oy—yo^  —  ^o.vo- 

Ist  nun  Tq  der  von  dera  Brennpunkte  der  Parabel  nach  dem 

Punkte  (^o^o)  gezogene  Vector  der  Parabel,  und  or^  der  von  die- 
sem Vector  mit  d^m  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  eingeschlos- 
sene Winkel,  in(1eni  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  .r  an  nach  dera  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  hin 
von  0  bis  300^  7Bhlf,  wohei  man  zu  beachten  bat,  dass  die  posi- 
tiven X  von  eiern  Scheitel  der  Parabel  nach  dem  Brennpunkte, 
bin  genommen  sind;  so  ist  bekanntlich  *): 


*)  H. ■•neiae Elenente  der  anal jtUeben  Geometrie.  ThLU. 

s.  im 

2T* 
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Ffir  den  Brennpaolct  at«  Anfang  sind  die  Coordinaleo  den  Punk- 
tes (a?oyo)s 

also  ist,  weil  ^p,  0  die  Coordinaten  des  Brennpunkt»  «ind,  nach 
den  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordinaten: 

folglich,  wenn  man  in  diese  Formeln  ana  5)  den  Werth  ton 
einf&hrt,  wie  man  nach  leichter  Rechnnag  findet: 

6)  aro  =  i/?  CO  t  iao*  ^    y  ^  —  ip  cot  i«« ; 

welche  Ausdrucke  man  noch  in  die  Gleichung  4)  der  Berührenden 
in  dem  Punkte  (drgjfo)  einffihren  k5nnte. 


§.  % 

Wpiin  (^o3^o)  ui^^  (^i^i)  Punkte  der  Parabel  siu«!,  so 
aind  nach  4): 

ÄriJf — Sfi«?  =  ar,y, 

die  Gleichungen  der  Berührenden  in  dietsen  i^unkten,  und,  wenn 
nun  Xoi,  die  Coordinaten  des  Durchschnittspiiükts  dieser  bei- 
den  Berührenden  bezeichnen,  so  bat  man  aUo  zu  deren  Bestim- 
mung die  Gleichungen: 

2«iym— Sfi«oi  ==«iyi; 

ana  denen  sich  leicht  die  Formeln: 

ergeben. 

Weil  nun  nach  6) : 

«o  =  4P«oti%**  yo«s|pcet4ab; 

iat;  ao  iat: 
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a^o —JCi  =  ip  (cot  joo*  —  cot  iaj 

_  i(go  —  «1 )  sin  (ut»  -h 

'   pw^y«^— «k). 

Sslnld^sinicfi  * 

*  r.,      «  \  —     p>co8K«co8lflf|«gm|(fleo— «i) 
^(1^1  (äfo-4^i)  328iiiiab'8ioi«i>  ' 

^  -  -.\-.     p'cos  W  cos^oft  sin 4(ao  —  oti)  sin|(co  -f-at)  , 

2(^Sr=Ä=^''S^      =  ip.cotK  +  cotK); 
also  bat  man  nach  7)  die  bemerkenswerthen  Formeln : 


Seien  nun 


(«o9q)*  («lyi)«  (jütffi) 

drei  Punkte  einer  Parabel,  durch  welche  Berührende  an  dieselbe 
gelegt  sind.    Die  Durchscbnittspunkte  der 

Isten  und  2ten,  2feo  nnd  3ten,  3teD  «nd  Isten 

tierttbrenden  seien  respective: 

(^oi9oi)»  («i«S^i)*  (^!f») 
oder  der  Kürze  wegen: 

A9 1   i^o »   ^1 5 

so  ist,  wenn  uir  uns  überall  ähnlicher  Bezeichnungen  bedienen, 
w|e  im  vorhergehenden  Paragraphen,  nach  B)i  * 
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Vi 

Beseicbnen  wir  die  Seiten 

des  von  den  drei  Berührende»  der  Parabel  gebildeten  Dreiecks 
AqAiA^  respective  durch 

«i# 

80  let: 

=    t\p^  cot  l«o*(<!ot  iojB  —  cot  iai)2 
+  i'*|>*(coti«i— COt|«fi)« 

_   p*s1n|(«t-ca)' 

]  6  sin  jiOQ*^  81  n     ^  sin  ^a^*  * 

und  wir  haben  also  fiBr  die  Qaadrate  der  drei  Seiten  a^,  ag, 
des  Oreiecics  AqAiA^  die  folgenden  Ansdrflcke: 

I«).- . .  .1  *.=^,^j?;5i"H'^.=^i?~ 


lösin  s^'-^üin  ^c^j^sin  ' 

p^sin^(«o-.«j)a  . 
*      lOsin  iia^*8in|a|*sin|o^*  * 

ans  denen  ^ch  die  folgenden  Gleichungen  ergeben : 

11)....  "«* 


lOsininco'sin  |«(|^8in  ^02^* 
fiezeichnen  wir  die  Eotfernuogen  der  Funkte 
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(^oi5roi)>  (^isyis)'  ^M«y«>)   oder  <A^,  Af,^ 
Yon  dem  Breunpunkte  der  Parabel  respective  durch 

•Vtt»  'm  **«o5 

«o  ist: 

»•oi*=(^oi-ii»)*  +  ^oi* 

—  Ap»(cotiffocoti«,  —  !)•+  ApÄCcotK  +  coli«,)« 

_      cos       +  pgsiri^(^>-f-ft,)g 

=  ,  eL.  

und  weil  mm  die  Winkel  öq,  ,  ^^ilnm^^ich  zwischen  0  und 
SfKF,  folglieh  die  Winkel  ioto,  ior, ,  säinmtlich  zwischen  0  und 
180*^  liegen,  also  die  Sinus  der  letzteren  Winkel  saiumtlicb  posi- 
ti?  sind;  so  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 

/  p 

r   —  P 
^  46iii|o^8iniao' 

aus  denen  sich  die  Gleichungen: 

13)  p  s  4roi     \^()  i^i 

=:  4r|2sin^a]i8in^a^ 
SS  4rfo  «II»  losein  l«^ 


und 


.14;.  .  .  .    »-oinefao  «  ft48iiii«o«einiaj*8inia2» 
ergeben. 

§.4. 

Bezeichnet  F  den  Brennpunkt  der  Parabel,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Linien 

F^o,   i^^i,  /^4i» 
wie  leicht  aus  9)  erhellet: 


408  erunert:  {Jeder  äa$  ton  drei  BerükreftäeH 

y  =  fang       +  a, ) .  (a:  -  ^p). 
Die  Coordinaten  der  Mittelpaolcto  der  Liuteo 

»iod»  wie  gleichfalls  aus  9)  sieh  leieht  ergieht: 

cos^(«i  —  g.J      ,     sini(a,  +0-2)  . 

— -1 — ~*  mM*~ — i  ' — 1 — » 

sm^a^mn^aQ  am jor^^'^^i^o 

'  sin  i«^  sin  ia|  *       '  sio  lo^^  siu  ^| ' 
AUo  sind  die  Gleieboiigen  der  in  den  Miltelpnnkten  von 

FJ^,  F^i,  FA^ 
auf  diese  Linien  errichteten  Perpendikel: 

i«) 

*    ■'^  sin^cKoSin^ai  ■   1/  '  sin  {«o  sin 

Die  erste  dieser  drei  Gieichangen  bringt  man  leicht  auf  die 
folgende  Form: 

sin^C«!  +  «a)*  \  cos  |(a,  -f  at^cos^tfi 
""'^ '  sin  i«|  sin 

 ,    1    cos  \{aix        ^  +  Og)  — cosi(C|  —  tta)} 

*  sin  sin 

 j     1  -jr  2  sin     sin     cos  ^«i  -§•  «t) 

~"    *  sin|«|  sin  * 

und  die  Gteichungen  der  drei  in  Rede  stehenden  Perpendikel 
sind  also  überhaupt: 


einer  P^retet  geNUtte  Oreieek.  Wi 
17) 

^  ,     1  -f  2fiin      sin  |r/.2  cos^C«!  -j-  g^) 
1  4  2  sin      sin  \tt^  cos  4 

— •ap.— ■  : — i  ; — \   ■ 

*^  Sin  sao8in  |cr| 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Miltelpunkts  den 
um  das  Dreieck  FAqAi  f)e.scbriebenen  Kreises  durch  Ä,  Y:  so 
haben  wir  nach  den  vorstehenden  Gleichungen  «o  deren  Bestiin- 
mang  die  Gleichungen: 

Xeo8^(ai  4«(s)  4  FsinK«!  4  o^) 

 I    I  42sin  jg|  si«j[«aCosKa|  4  ««) 

~  sin|a,  sin^Oj  ' 

Acos Koa 4  «<,)  4  F»ini(«t  4  «u) 
—  «    1  4  2 sin  |«a8in  |a<|Cosi(ff2  4  «n) 
'  sin  ifff  sin  io^ 

Eltminirt  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen  F  aut  geti-8hn* 
liehe  Weise,  so  steht  auf  der  linken  Seite  der  dadurch  herror« 
gehenden  Gieichnng  die  GrSsse; 

sm      4  «o)  cos  |(tf,  4  «2) — cos  ^(0^  4  «b) 4  «»)  I 

Ä  Asini(«fQ— ffi), 

und  mif  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  fiteht  ein  Product» 
dessen  einer  Factor  Ip,  und  dessen  anderer  Factor  ein  Broch  ist 
mit  dem  Nenner: 

2  sin         ^'^i  si" 

und  mit  dem  Zähler: 

38iDi«b<tn|(<%'l*ab)  —  SsinittisinK«!  4  »i) 
•f  4slnlflb*in|«'i  sln|ascos|(«(^  4  «a)sln      4  «o) 

^4sini«eo8in^i  sin^OaCOsiCaa  4  ao)siD|(oi  4  a^) 
=    cos  jOa^  cos  »(«a  +  ^''^o)  —  cos      4  cos  s(2a|  4 

4  48io  iobsio  i«!  sin  ^«^     i(«o — «i) 
=   2sini(ob^«^)l8in|(«ib4«i  4  a^43sioiab6iniiiri  sio^}; 
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daher  iftt  also: 

_  ,    sin       -  «1 )  t  ¥!tki  -f  «1  +  ««)    ^•fa \<hS 

'  sin     «in  01  sin  4« 

Eliniinirt  man  ferner  aus  den  beiden  obigen  Gleichuns;eii  auf 
gewöhnliche  Weise  so  steht  auf  der  Unken  Seite  der  dadurcU 
hervorgebenden  Uieichuiig  die  GrOsse: 

Fl  sin      +  -f  «2)-eosi(aii-«Kb)8ini(ok  -ff-iKi}) 

und  anf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  ein  Product, 
dessen  einer  Factnr  ip  and  dessen  anderer  Factor  ein  Brach  ii»t 
mit  dem  Neoner: 

%  sin  i«^  sin  ^  sin  ^ 

vnd  dem  ZUhler: 

2 sin cos  ^(«i  -f-  «a)  —  ^  <»*n i«^     K<<s  ''o) 
SS    8in^«,  +o^  — ain4«B— sin4(ai  +  2fl(o)  +  8in4Ä^ 

=— 28ini(cito— «fi)co8i(«o  +  «i  +  «a)  i 

daher  ist  also: 

^"  ,                ,         '       siniK  -  «i)  cos        -I-  Ci  -f  ttg) 
F8ini(aa-«i)  =  -  ip.  sinio^sinia^sinlos 

Leicht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  keine  der  GrOssen 
sin|(«o-~ai)»  8ln4(«,— «J,  SiniCffi— 
verschtvindet ;  denn  wäre  etwa 

sinKoo— «i)  =  0, 
so  wäre,  wenn  »  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

also: 

Olli  —     =  2xn\ 

weil  der  absolute  Werth  von  «o— «i  grösser  als  2»  ist,  so 

kann  %  nur  —1,  oder  0,  oder  +1,  also  nur; 


0^-^01  =  ^2;(»         01=0,  «0— «i  =  +  2w; 


folglich : 
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sein^  ^vas  nicht  niugÜch  ist,  wenn  nicht  zwei  der  drei  Punkte 
der  Parabel,  durch  welche  an  dieselbe  Berührende  gelegt  worden 
siodj  mit  eioaoder  zusammenfallen  sollen,  welcher  Fall  natürlich 
ansgeschlosseD  werden  musa;  ganis  eben  aoseigt  man,  daaa  auch 

sin  iC«!  —  Ojj)   nnd   sin \{a^  —  oq) 

nicht  verschwinden  können. 

Da  also.  8in|(o^  — «i)  nicht  verschwmdet,  so  ergeben  sich 
ans  dem  Obigen  für  die  Coordlnaten  X,  T  des  Mittelpnnkts  des 
nm  das  Dreieck  FAqAi  beschriebenen  Kreis««  die  folgenden  merk- 
würdigen Ausdrücke: 

1    si|'i(go-f  «i  -f  ttg)  -|-2sin^ceo8in|a^8in|<ita 

18)  { 

*  sin ^sin  |«i  sin  io^* 

Bezeiehnt  t  Ji  J<>n  Hälbniesser  des  um  das  Dreieck  i  A^Ai 
bej^chriebenen  Kreises«  so  ist: 

also  nach  den  vorstehenden  Gleichungen: 

JM  —  _l  «2  I    «in  4(fto  -f  «1  +  «2)*    ,     c08jf(co-hg|  -t-g^)^  ) 
"'64''  \sini«^»sin|«i«8inio2a^aini«^*«inia,*sini«t«) 

«i2 


64sin^*sin  i«|'sin|o^^ ' 
und  folglich,  weil  die  Grossen 

sin  ißtQf  ((in  i«| ,  sin  i«^ 
sümmtlich  positiv  sind: 

Id)  ......  =  o  •    1  T"-    1  * 

osin      sin  |cr|  sin  ^(^.^ 

ein  gleichfalls  sehr  bemerkenswerther  Ausdruck. 

Weil  die  Ausdrücke  18)  und  19)  der  Coordinaten  Y  des 
IVlittelpunkts  des  um  das  Dreieck  FAf^Ai  beschriebenen  Kreises 
und  des  Halbmessers  R  dieses  Kreises  in  Bezug  auf  «b*  ^>  "^t 
ganz  symmetrisch  gebildet  sind,  so  ist  klar,  dass  man«  wenn 
man  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  und  den  Halbmesser  des 
um  das  Dreieck  FAxA^  und  des  um  das  Dreieck  FA^A^  beschrie- 
benen Kreises  bestimmt,  ganz  zu  denselben  Ausdrücken  wie  vor- 
her geführt  werden  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  um  die 
Dreiecke 

Th«ü  XLVn.  38 
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JF'AqAi,  FAfA^,  FA^A^ 

beschriebenen  drei  Kreise  in  einen  Kreis  zusamnieiilallou .  und 
ilass  also  die  vier  Punkte  A^y  Ai,  A^t  F  in  einem  Kreise  liegen, 
tider  das  Viereck  A^^AiA^F  ein  sogenanntes  centrisches  Viereck 
oder  ein  Kreisviereck  ist,  welches  anmittelbar  zu  dem  folgenden, 
selir  merkwürdigen^  übrigens  bereits  schon  bekannten*)  Satze  führt: 

Der  um  das  von  drei  an  eine  Parabel  gelegten  be- 
liebigen Berührenden  gebildete  Dreieck  A^A^A^  be- 
schriebene Kreis  geht  immer  auch  durch  den  Brenn- 
punkt F  der  Parabel;  die  Coordinaten  Y  des  Mit- 
telpankts  dieses  Kreises  sind: 

^     I    sin  ^Cq  -f  ci  4-  flt»)  -I-  '2  sin  ^ocq sin  \ai  sin ^a^ 
~~  ein|<](o^i"i<<isini%  ' 

sio  Ioq  sin  ^|  sin  * 
and  sein  Halbmesser  B  ist: 


bsiu     sin  ««I  sin 
j.  5. 


Weil 

K--«4)  +  («i  —  «a)  K«z  -  «o)  =  0 
ist«  so  haben  die  Differenzen 

«0 — *i — —  **o 

nicht  sKmnitlicb  gleiche  Vorzeichen ;  svrei  dieser  Differenzen  haben 
also  immer  gleiche  Vorzeichen,  and  mit  denselben  bat  die  dritte 
Differenz  ungleiches  Vorzeichen.  Mit 

«0— «I»   «|— «a*   <%— «o 

haben  naturlich 

gleiche  Vorseichen,  und  weil  die  absoluten  Wertfae  dieser  leta- 
tereo  Grossen  180^  nicht  übersteigen,  so  werden  mit 


*)  M.  «.  «.  B.  Gdncationsl  Times;  Augntt  1867.  p.  III.,  wo 
der  Satz  von  Herrn  HirsC  erwähnt  und  zu  dem  Beweise  eizes  attderei» 
Satzes  verwandt  wird. 
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offenbar  immer  aooh 

gleiche  Vorseichen  haben.  Nehmen  wir  nun  grosserer  Bestimmt- 
heit wegen  an»  dass  oi^og,  «(9— o^  gleiche  Vorzeichen  haben 
und  daSH  «o'**<'i  (I^nilt  ungleiches  Vorzeichen  bat,  so  haben  aoch 
sin|(a| — 02),  sinKo« — Oq)  gleiche  Vorzeichen,  und  aiDi(o;D<— «1) 
bat  damit  ungleiches  Voraeicben.  Weil  nun  die  Sinns 

sin      >  i 

immer  positiv  sind,  so  ist  oaeh  10)  unter  der  gemachten  Voraus- 
setiung : 

*  ''b X  j  '   1         1      ■  \  * 

90)  /a.  =  ±i-A?i!^-'';'',  ■• 

\    *         48iniofo8"'i«i  sjniojB 

^     ^  4sioici^sio^8in^' 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeirfien  sich  auf  oiiKuider  be:^ielien 
und  die  obere»  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind«  jenach- 
dem  oq^«!,  04 — 1%,  0%  — Oq  beziebaogs weise 

negativ,  positiv,  positiv 

oder 

positiv,  negativ,  negativ 

sind. 

Nach  einem  bekannten  Sntie  Ist: 

also  nach  20),  12),  19): 
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il  A^F 
Uiernaeh  ist: 


21) 

^  P  '  SM^If«,,  —  g|) 


^A^A^F.^A,A^l  .SA^J,,F 


_    />^sin^(ao--ai )  8in  4(ai  —  «.^)  sin  K«»— Ofl) 
"'■•^  2»» .  sio  ^«0*  .sin  ^«j^ .  siiVic^* 

—       p*8m|(co-    )8ini(tf I  — ga)8in^(cfa— «o)  ^  

•"^2**       2».sin4iuasiD4«,««iiiitt«*  2«. 


1% 


also: 

22)  ...  A  A4 A  A-^fl^.  A  A^AoF:=  rJ^'-^oAiA^  ^ 
ödere 

23)  .  .  . 


_  ^4/" A  AiiiF.  A  A^A^F.^A^ä^ 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  in  das  Dreieck  AqA^A^ 
beschriebeneo  Kreises  durch  r,  so  ist  bekanntlich: 


r  = 


Nach  20)  ist: 

iio  +  a|+a,=:±ip.  sinioosini«.  sin^o^  ' 

und  da  nun: 

smiCott^Oc)  -I-  sin  ^(«2  — «^)— 8io|(oo— «i) 
=— 25iDi(ao  — «i)cosi(ofo  +  «1— 2at) 

— 2  sin  i(oo  -  «1 )  cos  |(a„  —  «i ) 
= — 2  sie  i(ao— «i)  { cos  ^  (a^  +  «i — 204)  +  cos  Ko^ — «i) } 
4alo^«^ — ^)co0|(«|  — a^eoB^iOfi — 

ist,  ist: 


.    y  Googl 
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«0+ "1   ibt^l^ÄK  ' 

also  nach  dem  Obigen: 

y_     p'sinjCc^ — «i )  sin  U<h  —  ««)  «'»  i(«a— 
2*.  ein  ioQ^sio  |«|^  sio  ia^^ 

sin      sin  «in 


psin      -  Ol)  co8|(«t,  — «i)coe|(«2— cto) ' 

und  folglich  offenbar: 

cos  ^(«Q  —  «1 )  sin  l{ai  —  «2)  sin       -  «p)^ 
^  '  28iii4aoaio^iaio|«s 

Leicht  kann  man  auf  ähnliche  Weise  auch  Ausdrücke  für  die 
Halbmesser  der  in  die  Dreiecke 

AfiA\Ff  A^A^Ff  A^AffF 

beschriebenen  Kreise  linden,  was  wir  jetzt  nicht  weiter  ausfuh- 
ren wollen. 

Die  Winkel  des  Dreiecks  A^AiA^  woHen  wir  durcb  Aq,  A^, 
A^  bezeicfanen. 

Daon  ist  bekanotticb: 

•^^^  ^  * 

nach  20)  Ut: 

Ol  +  %  — «o  -  le  ■  gi„  ^„^2  sin  1«^«  sin  ' 

und  da  dod 

sin  i(a^  —  «1  )*  —  sin  ^(a^  —  «j)« 

s=    Uin  i(«b  -  «1)  +  aini(«i  -  <^  H  sio  K<to  -«1)  — »ioK«! — «•)  I 
s=-  2siiiK«»-«ö)coaK«o— 2«,+c«g 

X  2  cüfij      —  oq)  sin  ^(«0  —     +  ««) 
SS  ^sio  K«*—«!»)  «'">  l(«o— 2«i  +  «») 
iat,  80  ist  der  Zfibler  des  vorstehenden  Broebs : 

sin  Ktfs— «0)  J     i(«a — «o) — «™  i(«o — 2«,  +  } 
sa  ~  3Bini<«0— «|)co8K«t — «•)  «n  K««— «0) 

folglich : 
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ein  Kap — )  co8|(«|  —  a^)  s\u       —  «p) . 
«1  +«•  -«I»  ~-  8  ^iT,|V«i„i«ia8i„ia,l  ' 

ferner  ist  nach  20): 

9«  «  ~  siniKj— «o)  »»ni{«o--«i). 

also: 

coeilo     cee4(*t  —«t)- 
Auf  äbnlicbe  Weise  ist: 


«0«^,=  ä^S;  • 


und  nach 


1$ '  sin  4«^^  sin     ^sm  ^itj^ 

aleo  wie  ▼orber: 


p*  sin^(go— g|)8ini(g,  -  «-^ )  *  o s  «o) 
felgiieb,  weil  nacb  20)  ferner : 


^  «in       —  «1 )  sin       —  ««) 

iat: 


ßndlicb  iate 

COS  ^  SS  A   » 


und  nach  iü): 

flo  iJ*  siniaQ^sinioi^sin^«»^  * 

also  wie  vorber: 

«»  cos^Ccp— «i)sin       —  «a)«'P|(«a— op). 
«0»  +  «i*-flt'«-'gl  ^      iini«p*^ßini«i»8iDK*  * 

foigllcb»  weil  nacb  20)  ferner: 

^»■"  8*  siniop'^sinKasini«,« 

ist: 

cos  ila = — cos^o^ — «i). 
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Daher  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 

ieoe  Ao  «  cot  ^«i  —  , 
cos  /Ii  =  COs|(ajj  —  a^) , 
COS      =  —  CO«  i(«0  —  «4  ). 

Hieran«  erglebt  steh: 

'isia^AJ^  =  1  —  co8i(ai  —  oji)  =  2sin^(a|  — a^'^, 
2  sin  4.4,*=  1  ^coB^a^'^«^  =  SsioKaa— «o)*» 
2 sinl^*  =1-1'  casKoo — '4)  ^  2co8K«o '^)* 

und: 

2co8i.V  =  1  +cosl(a,  — «,)  =  2cosi(«i  -«2)*» 

'2COS5/I1*  =  1  -f  COs4(«2 — «o)  =  2cOS-4(a5j — «o)*> 

2  cos  4  Jj*  Ä  I  —  cos  i(«o        =  2  sin  i(a^ — o,)* ; 
also,  wie  leicht  aus  der  gemachten  Voraueeetsung  folgt: 

2«)  I  siniili  as±«loi(«»— «o)» 

und : 

IGOsk^o^  cot*4(«i  —  «a) » 
COS  s  ^9  =    sin       — «1 ). 

.  Nehmen  wir  Jq  als  den  Anfang  und  AqAi  als  den  positiven 
Theli  der  ereteo  Ceerdioatenaze  eines  rechtwinkligen  Goordinaten- 
syeteme,  den  peritivee  Theil  der  sweiten  Coerdinatenaze  aher 
auf  derselben  Seite  ven  AqAi  an,  auf  welcher  A^  liegt,  und  be- 
zeichnen in  diesem  Systeme  die  Coordinateo  des  Mittelpunkts  des 
In  das  Oreieek  AqA^A^  beschriebenen  Kreises  durch  so 
ist  hekaontiich  *)i 

—  4/^cos4/lo8in4Ji  8in|^2> 
9  SS  AReitii^Aosio^Ai  sinlil^; 

also  nach  eleu  vorstehenden  Formeln  26)  uüd  27): 

s  J:4i2cosi(cto~«i)cosi(«i  ^«t)sini(<*t— «o)* 

P  =    ARcosl{a^^ — «j)  sin       —  «a) *»"^       —  "o)> 
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also«  weiio  mau  für  R  seiiieii  bekannten  Werth  setzt: 

^  _  ,  P  cos  t(«o — «I )  cos  lia^  —      aln  gq) 

2  sjn  Isq  sin  |ai  sin  ' 


2  fiiin  jttQ  «in  sin 


Der  Werth  von  p  stimmt  mit  dem  obeo  in  24)  gefundeDeo  Werthe 
voD  r  genau  überein»  w'ie  ee  sein  mues. 

Im  Dreieck  ^o^i^^ 

und  nacb  dem  Obigen; 

.»^•«    ^it-^P^  sin W -t- sin i«i ^  —  sin 4(«o 

aber : 

sini«o*  +  eini«,«— sini(a<,  —  «j)* 

SS  Sein^gusin^gi  (sin  inosini«!  +  cos^aocos«!) 
=  2  sin  ^  sin     cos  ^(»^  ^»g). 


also: 


^1%  +'•«0  -  8  •gioKsinK»»»!««* 


lerner  ist  nach  dem  Obigen : 

^121-20  =  Siri«^sTnl«.7sinW^ 

also: 

cos  ^  AfiFJi  =  cos  4(«o — «t)- 
Im  Dreieck  Aid^F  ist: 

und  nach  üem  Obigen: 

a  •      2       »--.E!  sin ^a,g  ^  sin  jg^^  —  sin  |(g|     g^)« , 
»•«0  +»-01  —«0  —  jQ-  sinK*»in4«i*«i»i«a* 
aber : 

sin  |tti*  +  sin       — sin|(g|  — g^)* 
=  2  sin     sin  ^  (sin  i«!  ei  n  i«s  -f  cos     cos  ^o^) 

s=  ^sin      sin  ia^cos  ^(«1  —  5 


«ftMr  ParaM  gMdete  DretecM, 

also: 

+  'oi*-V-V*3mWaiiiK«lii4*.,  • 

ferner  Ut  nach  dem  Obigeo: 

_   1  

alto: 

coB^AiFJ^  =  co«|(«t|  — 

E«  ist  im  Dreieck  A^AqF: 

CQ&^A^tAQ  =  sr— z  f 

und  nach  dem  Obigeo: 

»^M  +n»  -Ol  -   0iiiK*nnK*«ini«9* 

aber: 

sin  ia^2  -f  sin  ^«0*  —  siu  i(aa  —  «o)* 
=  2  8111      siu     cos      — «o)* 


also : 


,  «j.,  a  «a  — cos j(aa-a^) 
»bi'  +  »^i»  —  «I  —  fi^  • A«.  -s«  a«!« 


8  *aiQ|i^0in|«i*auiia(' 

ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

2roi«-ia=  «P*»ii,|«i„giu|«|«aiBlci,' 

also : 

Hlernacb  ist  also: 

COS  ^  Ä]FA^  =  cosK«!  O^, 

cos^A^'A^  =  cosiCo^— «o); 

folglich  nach  26): 

cos  ji:1AqFAi=z — cos  J( , 
co«^^iFilt=  cosilo. 
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Von  der  Richtigkeit  dieser  Resultate,  die  hier  nur  entwickelt 
worden  eied,  um  eine  Controle  fflr  die  Richtiglceit  der  obigen 
Entwickelong  xn  heben,  wird  man  sich  leicbt  tiberaeagen,  wene 
man  nnr  die  tliekeichtlich  der  Lage  der  Pnnkte  der  Parabel, 
dnrch  welche  die  Berfibrenden  gezogen  worden,  oben  gemachte 
Voraaesetzung  gebSrig  im  Ange  bebSIt  nnd  sich  natOrlich  erin- 
nert, das«  AqJiJ^F  ein  Kreieviereck  i«t,  wie  wir  oi>en  bereitB 
bewiesen  haben.  Zor  Erläuternog  und  YeranscbaoUchnng  kaan 
die  Figvr  an  dieaer  Abaodlung  auf  Taf.  XIL  dienen. 

im  Dreieck  A^Af^F  iat: 

und  nach  dem  Obigen: 

-•X»  1  -  a— ^  sin  Ka^  -  a^^f  -f  sin  jof, «  —  sin  ^a^* . 
«1  l-'ia     «^01  -15-        sii)i«o»8ini«4«siniV  ' 


aber: 


alao: 


ein  |(a^_«^e  +  sin  i«^*  —  sin  i«^* 

=:  "icoi^^a^sin  ^«^  (cos  sin  —  sin^cf^^^^f'^) 
:=:^2coe^sio|o^sini(4%|~o^) ; 

«aj..  a    .  »-  cos^oraainK«%~-Co)  . 


8  ain^fi^siu^ai^sin^^^^^ 
femer  ist  nach  dem  Obigen; 

9«.  .       A  sin  l{a^  -  Oq)  , 

2«!  Tt^-~±  g  'sinioo sin  W W  * 

cos  ^  A^AqF  =■  f  cos 
Im  Dreieck  iliilsF  ist: 

cos-^  J,^iF=  55-^—- 

uod  nach  dem  Obigen: 

«Ol-»"»     »>M  —  16*         siniVsiDiai^^siDicaa  * 

aber: 

sin  i(a^  —  o^*    sin  i«t' 
=  3sin|o|  cos|o^(sin4<^  cosik^  —  cos|<ri  einio^ 
SS  2sio  1%  eoei<%stni(«| »  ; 
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also: 

<'ern«r  Ut  nach  dem  Obigen: 
also: 

CO«  ^AiAiFss±  €08  ios* 

Daher  ist: 

was  tviederum  ganz  mit  Her  Natur  der  Sache  übereinstimmt,  wo- 
bei zur  Erläuterung  auch  jetzt  die  Figur  zu  dieser  Abbaodlimg 
auf  Taf.  XIL  zu  vergleichen  ist. 

Im  Dreioek  J^^if  iot: 

cos^A,Aot^  2^^^^;;^  

und  oacfa  dem  Obigen: 

«  .      9  ami(co  —  «1  )g  4-  8io 4co^  —  sin  jc^^ , 

+      -»-20  —  sioi«o*8in4«i*8inia««  ' 

aber 

—  2siniaocos^ori  (siniorocos^ai  ^cos^ainiffi) 
=  2  aiß  ioci  cos     sin  «(«q— (»i)  > 


also: 


a  1      a        2  —        co8^«|  sin4(go--at)  . 


ferner  ist  nach  dem  Obigen: 
also: 

cos  ^  -^^i^o^  =  f  i*^»- 
Im  Dreieek  ÄiA%F  ist: 

«os^il,J,F=:  2^;^  ' 

«od  nach  dem  Obigen: 


Digiti 
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1.     9        »  — ^  slttK«!  —  Ca)«  +  sin  «*n|gi* 

aber; 

SS    2co8 1«|  sin  iflTj  (cos  4«!  sin  ^a^  —  aio  «a^  cos  ^) 

= — 2  cos  ^a|Sio|a2äiu4(aj — Oj|), 

also: 

2.1  ?!    co8iC|Sinl(gt  -«a)  ^ 

feiner  ist  naeh  dem  Obigen: 

•   —     ?!        sinlK— Ca)  . 

also: 

cos  ^  A^Af^F  SS  ^  cosl«!. 

Daher  ist: 

cos  ^  4|4o^=s  eoe  ^  AgA^F, 

wie  es  sein  muss. 

Im  Dreieck  AoAgF  ist: 

ces^ifoiii^ss      2^^^r;  • 

und  nach  dem  Obigen: 

«s  +r»  -r»,   eiDK*«o4«i'»i»j^ 

aber: 

sin  4(ßo  —  «1  )*  +  sin  |«|* — sin  ^ao* 
=     2cos4croSio^a|(cos|a(^sin^a|  —  sin  sOi)  cos  i%) 
= — 2  cos  ^  sio  i«i  sin  K«^ — oi) , 

also: 

ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

-  *  ^  •  SbKHh^i«!  sini«,«  • 

also :  . 

cos  ^  AqAiFziz  i  cosioo- 
Im  Dreieck  A%A^  ist: 
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und  nach  dem  Obigen: 

«i  +roi  -ri,  -j^  ^io^^wakH^m^*  * 

aber : 

sin  ^(«2  —  »o)*  +  sin  ^«2* — sin  ^a^* 


also: 


«1  +roi  -n,  -^-gia^asioi^agioj;^' 


terner  ist  nach  dem  Obigeo: 
abo: 

eos  4^  AqA%F  =  ;t  cos  yoco.  ' 

Daher  ist: 

cos  ^A^iF=i  coa^J^Af^F, 

wie  es  sein  miiM. 

Wir  wolieD  die  vorher  gefundenen  Uesoltate  noch  kurz  zu- 
samiuensteilen : 

29) 

cos     =    cos  ^  Ai  FA^  Ä    cos  |(ai  —  Oj) , 

«08-^1=      COS  ^AnFAr,z=      COSKtlfa  — 

cos     = — cos  ^  =  —  cos        "  «l)  » 

eoB^AoAiFss  eoB^A^A^Fss^emtloo» 

cos  ^  Ai  AJF  =z  cos  i4o^=+ cos  t«i  » 
cos  ^  A^AqF  zsi'-coB^A^Ai  F=  ^cos^a^. 

Wir  wissen ,  dass  Aq,  Ai,  A^,  die  Winlcel  A^AqA^,  A^AiA^ 
AqA^Ai  des  von  den  drei  Berührenden  der  Parabel  gebildeten 
Dreiecks  sind. 

§.  6. 

Wir  wollen  nun  aar  BesUiniDiing  des  Schwerpunkts  des  durch 
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die  drei  BeriibreDden  der  Parabel  gebildeten  Dreiecks  AqAiA^, 
dessen  Coordinaten  X' ,  Y'  sein  mr»gen,  übergehen,  und  erionern 
xa  dem  Ende  raetst  an  die  folgendep  Formeln  der  anai3rti8eben 
Geometrie: 

Wenn  (aro^o)  ""d  (-2:^1^1)  zwei  Pankte  sind,  nnd  es  soll  auf 
der  durch  dieselben  gehenden  Geraden  von  dem  Punkte  {^oy^) 
aos  nach  dem  Punkte  {xiyi)  hin  ein  Stück  abgeschnitten  werden, 

weiches  ^  der  Entfernung  der  Pankte  Caruso)  (^^) 

ander  beträgt;  ao  sind  die  Coordloafen  x,  y  des  Endpunkts  die- 
ses Stacks  bekanntlich: 

 .  (m--«)3:o-|-iM;i 

X  SS  —  j 

m 

<U  .mm  !■         T  , 

^  m 

Die  CuurdiiiateD  des  Mittelpunkts  von  A^Ai  sind: 

nach  9)  ist: 

«la  +  ^ao  =  «p(cotia:iCot|aa+  cot|«{aCot|a^, 

.       —  1«  i  9'oU«i-f  gg)  ,  sin  ^(ga  -f  «0)  \  . 
ifia  +  afso  -     \BlnK8inK    «nia^sin|«b)  * 

also: 

psin^(co-f  ctJco8|«a 
■^12  +  ^ao     4sinitt^8in|«i  8in|o^  * 

_  g  ^  28lo       +  «a)  sin  ^cfp  -f  2  sin  Kg.^  +     ein  \(t^ . 
"*  ö *  sin      sin  |«|  sin  ^  ' 

der  Zähler  des  letzteren  Bruchs  ist  nach  einer  bekannten  Zer- 
legung: 

cos -i     —  «0)  —  cosi(«ö  +    +  cfg)  +  cos i(<%  + 

=  2  ( cos  i(«o — «i)  CO«  i«,  —  c  OS  i(cfo  -f-  «1 4-    I » 

daher  sind  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  von  i 

p  sin^(a(,-^-«^)cos 
S'sinloQsin^ai  siu^* 

£  eosKoiii) — «ijcosjcfe^ — co8|(«o-f  «I  4-  «a) 
8*         .  sin|«v»sinia^sinio^ 
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Von  diesem  Mittel^uuikte  der  Linie  AqA^  an  rnuss  man  nun,  um 
den  Schwerpunkt  des  l?reiecks  Jn^i^a  erhalten,  auf  der  Too 
dem  in  Rede  stehenden  IMittelpunkte  uach  dem  Punkte  A^,  dw- 
«en  Coordiuaten  bekanntlich: 

sind,  geiogene»  Gerade»  nadi  il»  hin  den  dfitteo  TheU  der  Eot- 
fernung  des  Mittelpunkt«  von  A^x  «nd  des  Punkte«  von  ein- 
ander  abschneiden;  dadurch  erhfilt  man  nach  den  obigen  allge- 
meinen Formeln  der  analytischen  Geometrie,  in  denen  man  «=1, 
ms=3,  «—»=2  zu  setzen  hat,  offenbar  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

4'8iniao8in4^r»iö$5 
+  5*cotieöCotiaii, 

+      (cotiao+  coUtti). 

Nun  ist: 

Bin  1«^  sin  ^,  si  n 

_  2sinl(aQ4«i)cosi<^  +  ^<?ogi«^<^^i""i<^; 
"~  2  sin  ioo  «in  i«i  «>o  ^ 

der  ZiSbler  Ist: 

sin  i(ao  +  «i  +  «2)  +  sin  \{tt^  +     —  aj) 
+  cosi(ao  +  ai)8in¥Oa  +  cos^K— «i)sini«i 
SS    8ini(ob-|-<%-|'«s)+«»i(«o  +  «i-«a) 
^  1  si  n  i(o^ -f  «a)  —  i  »t»  &  («^ «1 — 

=     2sin^(ao +  «1  +  «2) 
+  isin4(— Oo  +  «1  +  ö«) 
+  |sinKao— «1  +  «») 
•|-isioi(tto4-ai— 

+  iisinKi%+«i+«a) +«iBl(«b— «1  + 

+  i{sini(lieb+ai+a2)  +  8iDi(ao  +  ai 

=    sin       +  «2)  cos  io^ 
-|-  sin       +  «o) 
sini(«o-|-«i)cosi<X9; 
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daher  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 


oder : 


-f  sin  »(Ko-hct-.Cg)  

ein  IoosId  sin 


Ferner  ist: 

^  eos  ^(Oq  —  «1 )  cos  Ifta — C08^(<«ö +«k  -f  «»)  .  sin^^-f  «i) 

sin^ao^i**^^!      ^^^^2  »in  ^ar» sin 
 2cog|(ao— C|) cos  ja^  +  2    n  l  (>Yf>+c^i )    "  —   co»  i^c^-^Ct    %)  . 

der  Zähler  Ut: 

CO»        «1 + co«4(-  «b + «1  +«^ 

+  cosKoo  +  «I  —  Of)  —  «oaiCoo  +  «!+«») 

—  2  cos  K«n  +  «1  +  «2) 
=     cosi(—  «0  +  «I  +  ««) 

=  IcosK— «b+«i+«t)-«o«4K+«i+««)l 
-f.  {co8i(oro  —  «1  +  ««)  —  cosi(«o  +  Oi  +  «4)l 
+  tcOS|(or^  +  «1  —  «2)  —  C0Si(c<>-f  «,  j 

SS    2  sin  ^(«x  +  <%)  £iin 

aUo  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

+  co8i(ao-- «1  +  aa) 
•f  cosKoo  +  ai—«^) 


Y*  s       l  —  3cosi(ofo-t-«t  +  flea) 
^  24'  sinloo^ioi^i'isinio'» 
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oder:  ,  , 

y,  ^  P    sin^(at4^a^)8in|«^4-gin|<cii^  fcro)8in|ct4^sin4(fto+g^)8in|<^ 
12  sin  3[&oSin  sin 

Wir  iNibeii  also  die  folgenden  merkwürdigen  Formeln  zor 
Bestimmong  der  Coordioateo  des  Scbwerpunkts  des  Dreiecke 

30) 

Zain^CoQ-i-ai  +«2) 
i-einK-^obH-ak-fea) 

+  sini(«o  — «1  + 

cos  Co +  , 


F  = 


oder: 


P    ^  —  3cos|(c(»4a| -l-o^ 
8lo|ii^8iD|«%8in^ 


31) 


2i*  .eiii|«%eio|«|8i]i|%  ' 

13'  eioittoSio^aifiioias 


$•7. 

Wir  Sachen  endlich  noch  den  Huhendurchschnitt  des  Drei« 
eek»  AqAxA^,  dessen  Coordioateo  X',  Y"  sein  mögen»  und  er- 
Inaern  wa  den  Eede.eiitffet  an  die  folgendes  FeneelD  der  antly* 
tiecbeo  Geomefrie: 

Wenn  {x^yf^  und  {Xxyi)  zwei  Punkte  sind,  und  es  soll  anf 
der  darch  dieselben  gebenden  Geraden  von  dem  Punkte  {x^^^ 
an«  aof  der  VerJXngemiig  der  Geraden  swiachen  {x^^  und  (^i^i) 

71 

Über  (o^o^o)  bioaiia  ein  Stfielc  abgesclmitfeo  werden,  welches  - 
der  EntfemuDg  der  Punkte  {ßf^^^  aod  i^i^i)  von  einander  be- 

TuaxLvn.  » 
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tilgt;  so  sind  die  CoordiMte»  ^»jf  des  Endpunkts  dfnfes  Stttcto 
betonntli^: 

(m  -f  n)a:o  —  nar| 


9  —  =  • 


Bekanntlich  liegen  der  Mittelpunkt  des  nmschnebencn  Krei- 
ses, der  Schwerpunkt  und  der  Huhendurchscbnitt  in  einer  gera- 
den Linie;  der  Schwerpunkt  liegt  zwischen  dem  Mittelpunkte 
des  umschriebenen  Kreises  und  dem  Hühendurcbscboitte;  und  der 
Huhendarchscbnitt  Ut  von  dem  Scbwerpunkte  doppelt  so  weit 
entfernt  wie  der  Schwerpunkt  von  dem  Mittelpunkte  dee  wneelifie* 
benen  Kveieen.  Wellen  wir  niee  die  obigen  Formeln  der  anaiyti- 
«eben  Geometrie  in  Folge  dieeee  Satsee  rar  Bestimmung  tob 
X!*f  V  anwenden!  so  müssen  wir  in  denselben  nssS,  msl, 
m-fns=3  und  Alf  d^^^Q;  ^j^r  respectire  JP,  F;  JS»  F; 

X',  F*  setsea,  wodurch  wir  also  erbaltens 

JP'=s3JF-.3Jr»    F*  =  aF'-2F. 

ist  nach  30)  nnd  IS): 

3sini(ao-|-<%-|-«i) 

+  sini(-^«o  +  «» 
^sioKs^^oi^c^ 

16  *       sinio^sintti  sinlog 

f,  »^Ksh 4- «1  -f  «i)  +  2s!nia^  shije^  sinje^ 
sin|%sfai|a|Sin|o^  ' 

cooK—«^ +  + 

+  coeK«b-«i+ßt) 
+cos4(sb+sk— a^ 

4  « 

sin  ^ccq  sin  itxi  sio  {q^ 


cosi(cto -f  «1 -f  «a>  . 
'"'4  *  ein  ifl^slniiH  sinl«^ ' 


alsoj 


einer  Purabel  peöUttete  Dreieck, 

-f  sioiCao  +  tfi  — ttt) 

^  —  8  flhi  lepsin  ^t8?ii^<%^ 
^tt'       siD  i<Xo  sin  i«!  äin  M  ^ 


Ev  ist  alMr: 


810  ^sio^^ 


Ssin  ^  sin  la^  sin  ^a, 
=  SsinK-iib-hoi'l-«^) 

— 2sini(«o  +  ai  -f  a^. 


also: 


5  *      sin  4ctb  8>l>  1«!  810 


Bei  Zfthler  von  X'*  ist 
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+  sin \{a^  +  «1  +  «»)  —  sin  \{(tQ  — 

8>n  i(«o  +  «i  +  «a)  —  sin  i<«6  +  °i  -  *»t) 
2610  4(0^-1- «i-fos) 

-I-  SainittA  €0«  -|- 

•f-3siiiia^eiwi(ab4'«i> 

— arini(öo  +  ai+«f)» 

mid  der  Zähle?  to»  F"  bt: 

CO«  i(  —  «o  +  «1  +  «■)— cos  i(ao  +  «1  +  a«) 
+  C08  4(ao— Cfi  +«2)  — cosi(ao-^ai  +  (Tj) 
+  cos  ^(«0  +  Ci —a,)  —  C08i(«^ +«l  +  ot) 
+2co«K«o+ai  +  a») 
SS  2«iiiii^8ioi(«^4-<%) 
<|-38lDK8iiii(<%-|-akk) 

-I-  sio  |%co8  i(ci^  -I-  a|) 
S  *     sini«^  «in 


sin  io^  sin  4* 
^•iii|a|siiiK(%-f 

4*  riB|a;i»«ini«t|Siiiifl% 
Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen: 

flini<ao+«i+«e) 
_  sin  i(—«o+ «!+■■) 

— <iiiK«^  +  «i-«i) 
SB  —  dein  1«^  ein  1«!  «In  ^ 
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ist,  «o  acgiebt  sieb  au«  der  eratoii  .^er  swei  Gielehmgeo  3$  db 
merlnrQrdige  Glelehuiig: 

35)  JK"«-^. 

worin  der  folgende  Satt  ansgesproehea  iats 

Die  HubeDdarchscboUte  aller  darch  drei  Berfibrende 
einer  Parabel  gebildeten  Dreiecke  liegen  in  der  Di- 
rectriz  *). 

Well: 

4  COlä        COä        cos  \a.^ 
SS     2C08  ^(«0  +  «1 )  COS       +  2 CO»  Koo  ~«|)  CO« 
=  €OSM«0-|-«f|*«t) 

^eos|H«oi'«i^<4) 
4-ceaMs— 

folglieh : 

coe4(—«o +«!+«•) 

+  C08i(«0  +  «l— ««) 
—  cosiCtto -f  «i  +  «a) 
s=  4co«i«^cosi«i  coa|as    2cos      -f  ^  -|-  ^l) 

iat;  so  tot  naeh  3^  aiidi! 

Die  Ceordlnaten  JT,  F'  den  Sehwerpimkts  kann  man  naeh 
30)  and  den  vorhergebeoden  Eatwiekeinngcii  auch  auf  feigende 
Art  anedrficken: 

35**) 

^  12'  aiB|aoaioi«i8in4«a  ' 

 />  coa  ^0  cos  ^  C08     —  cos  i(go  -j-  «i  +  g^) 

."^  6 '  sin     sio  i«i  sin  ^ 

Ana  36*)  und  36**)  ergiebt  aicb  anch  die  Relation: 


*)  Man  ▼ergUiche  die  sn  dieier  Abhndlvvg  gehdreod«  FIgnr  aaf 
Tel.  m 


432  erum^ri:  M.4m9mt4p0Uräkr,Hi»,fianM9t»ikkßrHeclL 

^.  8. 

Durah  Varbladimg      31)  «nd  34)  cffblll  mao'  Iddilt 

30)  ...  { 

F'— 41^''«—  ^  Z^»^^*^  -*- +  . 
"  12  liiu  * 

37)  ...  t>agi(go  -f  «1  -f*«!)  =  —  y>,^^y>?^-'3yr,,  fi»^ 

<uid  «iidere  bameikoiiswertlto  RdafEoDeD  «riirdeii  aieli  wi«  d«ni 
Obigen  nocb  yarMliMane  ablelteo  laMen,  wobei  wir  iber  siebt 
linget  renreileii. 

Nar  um  eine  Gonfrole  flir  «He  RiebtiiHielt  der  frSheien  Reeb* 
ooDgeo  SQ  beben«  bemerken  wir  nocb  Folgeodee*  Sebrelben  wir 
die  Gleicbnngen  30)  auf  folgende  Art: 

^  4  elnlao  siD|a^8iii^ 

^    4*sio^ein^  ein|«^* 

und  verbinden  damit  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleicbnogen : 

eo  erhalten  wirs 

8*  ein öla « sin *  8* rini«o  ain^a^ sin f«^' 

Die  Richtigkeit  der  zweiten  dieaer  beiden  Gleichungen  erhellet 
sofort  aus  16);  üBfart  nan  In  die  avate  den  Werth  von  ein,  ao 
erhält 


Y'  P  *^»i(*e  'f    -I-  <H>     P  ain4<»o4-«i  +«a)4'2ain|«o«inKainia, 
o*alnl«oBi°i^*'94*a    ^*  ain^a^sinloiainiaia  ' 

also: 

X"  =  -  ip. 

waa  voUatSndig  nUt  36)  ObetelnaHniml. 
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BleneHtar-geoiiietriMlMr  Beweis  des  Setieet 

imm  BNien  ImAw  ^MehgMfl^ 

Tod 

HerrD  Professor  Dr.  HtBMtl 

an  ier  ÜMivanÜit  ia  Harbs  rg. 


Erkl&ruQgeo. 

1)  Wird  ein  gegebenes  Priems  über  seine  Enden  hinaus  ins 
Uoeodlicbe  fort  vetliagett»  so  dass  dabei  die  dagewesenen  End- 
flächen beseitigt  weiden»  so  gebt  es  Sber  in  ein  PiisSM  elins 
EndflSchen»  In  ein  endloess  Prisms« 


*)  Id  den  ia  Deatscblaad  üblicben  Compendien  and  Lehrbüchern  Bittt 
Elemente  der  Geometrie,  so  ireit  sie  mir  bekannt  sind,  ist  der  Satz,  anf 
welchem  fast  alle  Volombettiiiimnngen  voa  K5rp«cs  berabea,  oämlidi 
der  Satxz 

,,d r eiseitige  Pyramiden  von  gleichgrossen  Grnnd- 
flächen  and   ^1  eicbgr oseen  Höben  baben  gleicb- 

g'rosse  Volumina** 

stets  nur  mittelst  der  bekannten  Exhaustionsmethode  bewiesen. 

Diese  Methode  gehört  aber  streng  genommen  nicht  der  Elemeatar* 
Geometrie,  sondern  der  höheren  GeoiDotric  an 

Sic  ist  bei  den  betrefPendeo  Untersuchungen  über  krummlinige,  oder 
kriunmfläcbige  Hanmgebilde  nicht  eu  umgehen.  Aach  mag  es  Tom 
pädagogischen  StandpQnkte  ans  für  zulässig  und  für  zweckmässig  aner- 
Icanut  werden,  den  Schüler  aicbt  bloM  dai  wo  es  (wie  1.  B.  achon  bei 
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S)  Wird  eiD  endloses  Prisma  von  zwei  ebMen  elnuider 
paralleUD«  dl«  Settenkanteo  scboeidendeo  Fttchca»  dm  Bnd- 
flicheiis  dorehschsittoii»  «o  helMt  der  switebes  den  hMv^ 
EndflSehea  eadMlteoe  TMI  das  mdkMiieiii  Prisma'«  dn  paralleU 
endiges  Prisma. 

3)  l^^t  ein  endloses  Prisma  von  zwei  ebenen,  die  Seitenkanten 
scbneidendeii,  einander  nicht  parallelen  Flächen,  den  Endflächen, 
80  durchschnitten,  dass  kein  Punkt  der  DurchscbDiUsünie  der 
beiden  EndtUichenelienen  dem  Prisma  selbst  angehört,  so  beisst 
der  zwischen  den  beiden  Endtlächen  enthaltene  Theil  desPrisma's 
ein  oicbt  paralUleodiges  Prisma. 

4)  Ist  ein  endloses  Prisma  von  swei  ebenen,  die  Seitenkanten 
selineldeiiden»  einander  alebt|»aBslleleB  FUtelie»*  d en  En d flic hen, 
so  datehschnitten«  das«  mindestens  ein  Poskt  der  0urelischnltts- 
tioie  der  beiden  EndflScbenebenen  In  der  settlicben  Begrensaag 
(Seiteniäcbe),  aber  keinet  Innerbalk*)  dee  endlosen  Pilsma's 
ttegt,  so  beisst  der  swlscben  beiden  Endlicbes  entbaltene  Tbell 
des  endlosen  Prismas  ein  Prismatold. 

5)  Wir  nennen  jeden  der  möglichen  (zu  den  Seltenkanten 
senkrechten,  mithin  einander  parallelen,  also  einander  congruenteo 
und  coincidenzmässig  liegenden)  Querschnitte  eines  endlosen 
Prismas  einen  Zouenschoitt  deäseibeo. 


goiri««Mi  Lehren  vom  Kreise)  nötblg  iet,  aondsni  aoeb  bi  aadeffea  llUle«, 

im  der  Anwendung  dieser  Metliode  lu  üben.    Man  kano  rtmr  offenbar 

mit  Rerht  fonfern  ,  daHs  der  Schüler  mindestens  daneben  auch  darauf 
aufmerksam  gemacht  werde,  dass  man,  abgesehen  von  der  Parallele.n- 
theorie,  überall  da,  wo  von  geradlinigen  ebenen  Fig^uren,  oder  von  eben- 
flächigen  Körpern  die  Rede  ist,  die  Lehrsätze  der  Elemmtar-Geometrle 
beweisen  kann,  uhae  ddljei  genoüiigi  %u  sein,  Methoden  der  huherea 
Geometrie  mr  Anwendung  zu  bringen. 

Da  der  üewci«  des  erwahntea  Satzes,  welchen  diene  Abhandlung 
darbietet,  cKh  dadurch  empfiehlt,  dasa  er  dem  Gebiete  der  Elementar- 
Geometrie  aa^ebört,  alao  insbeeoodere  kela.  Ekbaattlonabeweie  lat,  mid 
daae  er  dabei,  besfiglieh  aaf  Ansebaallebkelt,  derafibliehea  Eabaoetleaa- 
Beweiee  miadeateoe  nieht  nachatebt»  ee  durfte  eeiae  Belcmmtnaefauaf 
eiaer  weiteren  Rechtfertigung  nicht  hedficfea.  Mao  ▼evgleiebe  ibrlgena 
die  Lebreo  fiakilde  aber  dleaea  Gegeaataad. 

*)  Schneiden  die  beiden  Endßürlien  einander  ianerbalb  des  endlosen 
Prtsma's,  so  schiiessen  sie  nicht  «tioen,  aoadero  miodeateos  zwei 
Tbeile.des  endioaea  Prlema*s  ein. 


dreUeiiiger  tyramiäen  90m  gUiclun  Grundflächen  unä  Höhen,  4d5 

6)  Der  Zoneoschnitt  eines  gegebeneu  endlosen  Frisma's  beisät 
BOgleicb  auch  ZonenBchaitt  eioes  parallelendigen,  oder  nicht 
pftvaUetendigen  Prisme'e,  oder  eines  Prismatoides,  wenn  dieses 
PriwM^  «dar  dieMS  PiiflB«told.«lB  der  beifareffenden  £rldfiniog 
%  3  oder  4  eBtspiedMad^r.  Tlieil  des  gegetiene«  «ndkiM  Fiit* 
mB*e  ist  —  Man  bat  daher  sieht  aar  Prisnaiea»  aendern  auch  Pria-  ' 
Biätoide  von  3aeltigeni,  daeitigem«  5aeitigem  iLa.w.  Zonenadinitt 
an  nateraeheiden. 

7)  Als  Prismatoide  mit  <jsei(i^em  Zonenschnitt  sind  zo  be- 
trachten: die  Pyramiden  mit  paralieitrapezRirmigen  Grundflächen, 
die  Pyramiden  mit  paraHelogramraatiscben  jtirmuifilichea  und  die 
Pyramiden  mit  dreiseitigen  Grandflachen*). 

8)  Kommt  bei  eioom  Salao  oder  .deaaea  Bewefa  dio  Aoaahl 
dar  Seiten  deo  ZSoneaaebttitlea»  alao  auch  die  Anaabi  der  Seiton- 
Itaaten  ainea  PriamaV  oder  Priamateidea  oiebt  hi  Batracbt«  ao 
«rerdea  wir  hier  (der  Verainalicbang  wegoa)  Prismen  «ad  Pria* 
Mkfoideao  daistallen,  wie  ea  foigeadea  Angaben  entspriebt 

a)  Ein  endloses  Prisma  durch  eine  Figur  wie  TaC  XI.  Fig.  1. 
Es  sind  dabei  die  Seitenkanten  nicht  nothwendig  stets  der  Ebene 
der  Figur  parallel  au  denken. 

.  b)  .Ein  ,parallelendigea.  Priama  dnrcb  ebo  Figur  wio  Tal.  XI. 
flg.^  in  welcher  «ilBft  daa  daraoateUende  Priama  bedfiatet.  Wir 
donkep  naa  dabei  die  Eadliäcben  aor  Ehaoe  der  Zeichnnng  .aenk* 
raoht,.  ao  daaa  aie  durch  blosse  gerade  Lioieo  uA  uad^B  dar- 
gestellt werden,  und  die  Selteokantan  nnr  dann  als  der  Ebene 
der  Figar  parallei  an  denken  ^ind,  wenn  sogleich  der  an  den 
Seitenkanten  ^enlcreebte  Zionepaehnitt  ala  an  dieaer  Ebene  aenl^ 
recht  oogeoommen.i^ird.  :  : 

c)  Ein  nicht  parallelendiges  Prisma  durch  eine  Figur  wie  Taf.XI. 
Fig.  3.,  in  welcher  aAßb  das  darzustellende  Prisma  bedeutet.  Wir 


*)  Die  Pyramide  mit  parailelogranimatiacher  Groodfliche  hat,  als 
3«eitiges  Prismatoid  befrachtet,  2  dreiseitige  Endflaeiien,  eine  4edt^e 
und  2  drei8ritrq:e  Seitenflärhen ,  6  Endkaotflo.  aber  aorS  SeitMikaatsa 
^ndem  die  dritte  an  Länge  =  Null  ist). 

Die  dreiseitif^e  Py^aniido  hat,  als  dscitlg^es  Prismatoid  betrachtet, 
2  dreiseitige  Endflächen,  aber  nur  2  und  zwar  dreiseitige  Seitenflächen 
(die  dritte  Seitenfläche  ist  zn  einer  blossen  Kantenlinie  geworden).  Sie 
hat  6  Endkanten,  aber  nur  eine  Seitenkante.  (Die  Iiäoge  der  beiden 
anderen  Seitenkanteo  ist  in  Null  geworden). 
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danken  ans  dabei  die  beiden  Eodflächeu,  mithin  auch  diö  Durch- 
scbnittsünie  der  beiden  EudflächeQtibenen ,  als  zur  Ebene  der 
Figur  8enLrecht,  8o  dass  die  Endfl&elien  darch  gerade  Linien  qA, 
bB  dargestellt  werden.  Die  Seitenkanten  sind  dann  Bicbt  Dotb* 
wendig  in  jedem  Falle  der  Ebene  der  ZeloluioBg  parallel. 

d)  Ein  Prismatoid  darch  eine  Figur  wie  T^.  XI.  Fig.  4.  (in 
welcher  A{ab)B  das  Prismatoid  ForstelU)  flo  dtM  wir  auch  hier 
die  Endfl&chen  als  zur  Ebene  der  Zeichnimg  senkrecht  annehmen, 
sie  mitbin  durch  gerade  Linien  aA,  bB  darstellen,  bei  denen  die 
Punkte  a  und  6  zusammenfallen  *).  Die  Seitenkanten  dad  dftim 
tfeht  In  jedem  Falle  der  Ebeee  det  Zeidmuag  pmitel 

iedee  parallelendige  Prisma  a  ist  an  Inhalt  gleicli 
elvam  geradan  parallelendigen  Prisma  ß,  das  mit  ihm 
einerlei  ZonenaeliBitt  and  einerlei  SeUeakantealiaga 
hat« 

Beweis.  Aa  «  bihI  «iaerlel  ZofleaseliDltk  haben«  se  glebt 
es  ein  endteses  Priema  Taf.  XL  Fig.  5.*)»  mit  dem  lie  dlpeeo  ^nen- 
edmitt  gemefai  haben.  Ist  dann  oABb  das  gegebene  Prisma 
und  aiAiBibi  das  gerade  Pviama  $t  nind  beide  In  das  endlose 
Prisma  no  gelegt,  dw  nie  tatt  tbrn  den  Zennmichnltt  gem«lfai 
haben,  dass  o6  s:  n^6|  die  SeMeakantanläoge  ist»  nnd  dass  iwf* 
s^hen  beiden  Prismen  ein,  ven  den  nachbarilehen  Bndlllchen  oA 
nnd  61^1  begrentnr,  ptfsmatisdier  Thetf  b^BiAa^f  des  end* 
lesen  Prismas  Toihanden  Is^  so  ist  soivehl  der  Thetf  (ai-|),  als 
der  Thell  iß^f)  des  endlosen  Prismas  ein  prismalischer  Theil 
desselben,  der  mit  Ihm  den  Zonensehnllt  gemsla  hat  und  es  ist: 


•)  Es  lässt  lieh  nämlich  eine  solche  Erweiterung  der  betreffeo- 
deo  Begriffe  denken,  bei  welcher  da«  Parailelograrnm  als  ein  iiarallel* 
endiges,  und  ddü  ruralleltrapcz  alt  ein  nicht  parallelendige«  Pricmaiiad 
da«  Dreieck  aU  ein  Prismatoid  betrachtet  werden  kaoo,  nämlieh  ala  eis 
solche«,  dessen  Körperinhalt  Mull  ist. 

^)  Wir  uehaiea  bei  deu  in  Taf.  XI.  Fig.  5.  und  6^  1  und  5,  2  dar- 
gettelltee  PkiMBOO  die  £odflächen  beider  Priemen,  als«»  auch  deo  Zone»' 
sehaitt  dsrselbse  als  snr  Bbeno  der  Figur  ssakreshi  aSi 
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Aiideff0r  BeireU  die««fl  8At80«« 

1)  Ist  «  selbst  ein  gerades  Prienia,  das  mit  dem  geraden 
Prisma  ß  den  Zooenschoitt  iiu4  die  Ömteokaotoiillinge  gemeiD 
tuO,  so  kt  a^^,  aUo  as:/2. 

9)  Ist  «  keio  gertdes  Prisma,  so  hat  es  eatwedeiv  wie  mAbB 
(Tat  XI.  Fig.  5»  1.)  die  Eigeoselmft»  dass  es  darcii  eisea  Qner- 
sdinStt  Iii  awei  «ielil  fiaralleleDdige  Prismen  gelMlt  werdsB  kaaa, 
oder  es  hat,  wie  oABb  (Taf.  XI.  Fig.  tf,  2.)  diese  Eigeoscbaft  olebt 

Sind  dann  im  ersten  dieser  beiden  Fäüe  a:  und  y  die  beiden 
Theile  von  aABb,  und  man  denkt  sich  dieselben  als  bewegücb, 
so  kaoD  man,  ohne  dass  sie  eine  drehende  Bewegung  erleiden 
mfissen,  ihre  Zusammenstellung  ho  ändern,  dass  sie,  nach  dieser 
Aendeninc«:,  ein  gerades  Prisma  bilden,  das  denselbeu  Zonen» 
schnitt,  dieiseibe  Seitenlcantenlänge  und  dieselbe  Grüsse  bat,  wie 


daqeaiget  welehee  sie  vorher  hikletea.  Stettl die  wsprflBg* 

liehe  Zasammenstellung  dar,  so  kann  die  abgeänderte  dargestellt 


Hat  in  dem  anderen  Falle  das  Prisma  aABb,  (Taf.  XI.  Fig.  6, 
2.)  die  erwähnte  Eigenschaft  nicht,  so  liano  es  durch  Ebenen,  die 
den  Seitenkantenlinien  und  den  Durchschnittsnnien  der  Endflächen- 
ebenen  mit  dem  Querschnitte  parallel  sind  (die  daher  in  Taf.  XI. 
Fig,  5,  2.  durch  die  mit  der  Linie  a^ft  parallelen  geraden  Linien 
dargestellt  sind),  in  solche  kleinere  Prismen  getheilt  werden,  deren 
jedes  die  Eigenschaft  hat,  dass  es,  in  der  beim  Falle  von  Taf.  XI. 
Fig.  6,  ].  angegebenen  Weise^  in  ein  gerades  Prisma  verwandelt 
werden  kann,  das  mit  ihm  einerlei  Zonenschnitt  und  einerlei  Sei- 
tenkanteolänge  hat.  —  Die  so  erhaltenen  gerad- prismatischen 
Theile  können  dann  so  zusammengestellt  werden,  dass  sie  das 
gerade  Prisma  a^AiBibi  =  ^  bilden,  das  bezflglich  auf  leiten- 
kantenlänge  mit  dem  Prisma  «  übereinsUmmt,  einen  Zonenschnitt 
hat,  der  dem  des  Prismas  a  congruent  ist,  so  dass  das  Prisma  ß 
die  Eigenschaft  hat,  ddss  sein  Volumen  dem  des  Prismas  a  an 
Grosse  gleich  ist,  weil : 


Parallel  endig  9  Filemee  ve»  «laerlel  ZenMeclbBltt 
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und  von  alDerlei  SeitenkaDteBlinge  fcab«B  gleiche 
VoInmiDe. 

Ihr  Inhalt  Ist  nämlich  dem  eines  und  desselben  geraden  Pris- 
ma'8  <^leich,  das  mit  iboen  deu  ZonenachniCt  uod  die  Seitenkan- 
teniäuge  gemelo  bat 

{.4.  Ii  e  Ift  r  a  A  t  B. 

Haben  awei  parallelendige  Priemen  eongraeote 
GrnndfItclieB  und  einerlei  Hobe,  so  haben  sie  glelebe 
Volumina. 

Beweis.  I.  Sind  die  GrundflScben  der  beiden  gegebenen 
Prismen  ParaÜeiogramme,  so  sind  diese  Prismen  Parallelepipede 
und  klonen  als  solcbe  iu  dreierlei  Sinn  als  parallelendige  Prismen 
mit  parallelograramatischen  Zonenschnitten  betrachtet  werden,  in- 
dem, wenn  ri,  b  und  d  die  drei  Kantenlinien  des  Parallelepipede 
sind  ,  die  in  einerlei  Ecke  zusammen  laufen,  entweder  a,  oder  b, 
oder  d  als  Seitenkantenliiue  betrachtet  werden  kann,  so  dass,  dem 
entsprechend,  die  Ebene  öd,  oder  die  Ebene  da,  oder  die  Ebene 
ab  Grundfläche  ist 

Sind  nnn  Pi,  Pg  (Tnf.XI.  F^^.  0.)  drei  paraltelendige  Pris* 
men  mit  parallelogrammatieeben  (der  £bene  der  Figor  panülel  so 
denkenden)  GrnndflSchen  Gt,  G^,  G^  ond  mit  den  m  diesen 
Gnmdllfteben  eenkreehten  Hdhen  JSTit  ff^  und  bezeichnet  man 
die  Selten  der  Grundfläche  bei  Gi  mit  «i  nnd  6i,  bei  mit  og 
nnd  ^  und  hei  G^  mit  a§  und  £g  nnd  die  an  diesen  Seiten  senk- 
rechten Zonenschnitte  mit  Q(ai);  Q(6i);  0(0«)»  0(6^;  Qia^, 
Q(b^  nnd  es  Ist  dann: 

i7g=:ift=^i   und:  üs^O^^Gi 

ond  e^  s  ogss  oi,  also  aneb  6^  ss  Agss^,  so  sind  die  Schnitte 
QM»  0(n«)«  OCei)*  (^*  Parallelogramme  von  einerlei  L&nge  ihrer, 
in  den  Gnindfllcheo  liegenden«  Grundlinien  nnd  von  eloerl^  HOhen 
JBi,  Bz)  Sin  Grosse  einander  gleich,  und  ebenso  sind  dann 
auch  die  Schnitte  0(^),  Q(6g),  Oibg)  gleich  gross. 

Sind  dann  die  Winkel  des  PurciUelogramnis  Qia^)  gleich 
denen  von  Qiui)  ond  dabei  die  Winkel  von  Qib^)  gleich  denen 
von  Qiö^)  (was  müglich  ist,  da  diese  nicht  von  jenen  abhängen), 
so  ist  ^  Q{ai)  und  ^(6,)  ^  mithin: 

l)  vreU  Q(o«>  ^  Q(a{)  nnd  «t  —  «ii  ^»  ^  ^i» 
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2)  weU         ^  Qib^  w»AbM^b%  Ut,  auch  P,  P,. 

B«  Ist  daher         P^^  wenn  Cra fig  <^  ond  B^^Ht  ist 

11.  Sind  die  beiden  gegebenen  parailelendigeD  Prismen,  deren 
GrandflScbeo  einander  congraeot  und  deren  Huben  gleich  gross 
sind,  dreiseitige  Prismen,  aa  kann  man  sie  aus  zwei,  ibnen 
entsprechenden  parall elendigen  Prismen  mit  einander  congmenten 
parallelogrammatischen  Grundflächen  und  mit  einerlei  Hfibe  dadurch 
ableiten,  dass  man  jedes  dieser  beiden  vierseitigen  Prismen  mit- 
telst einer  Diagonalebene,  in  welcher  zwei  Seiteulcantenlinien 
desselben  liegen,  so  in  zwei  dreiseitige  Prismen  tbeilt,  dass  min> 
destens  eines  derselben  dem  betreffenden  gegebenen  dreiseitigen 
Prisma  congruent  ist. 

Da  null  aber  die  beiden  dreiseitig  prismatischen  Theile  dee 
vierseitigen  Pnaraa'a  an  Grasse  gleich  sind,  weil  ihre  Zonen- 
sebnitte  einander  congruent  sind  und  ihre  Seitenkanlen  einerlei 
LSnge  haben,  so  folgte  dass  ancb  die  gegebenen  (zu  verglei- 
übenden)  dreiseitigen  Prismen,  als  Hilftea  gleiefagiesser  vier- 
seitiger Prismen  gleich  gross  sind. 

III*  Haben  die  gegebenen  Prismen  solche  GnindflSehen, 
welche  nicht  dreiseit%  sind»  se  kOnaen  sie  In  einander  entspre- 
chende dreiseitige  Prismen  seilegt  werden,  so  dass  die  einander 
entspreebenden  Thelle  eengrnente  Chnndffiehea  and  elneilel-  Hübe 
haben^  also  gleich  grees  sind. 

{.  S. 

Jedes  gegebene  parallelendige  Prisma  ist  an  Volu- 
men gleich  einem  geraden  parallelendigen Priama,  dea> 
sen  Grundfläche  der  Seinigea  cengraent  und  deaaen 
Hl^he  seiner  Hobe  gleich  ist 

$.11»  I«  e  Ii  r  s  tum» 

1.  Gerade  parailclendlgo  Prismen  von  gleicher 
Seitenkantenlänge  haben  bei  gleichgrossen  (nicht 
nothwendig  congruenten)  Zonenschn itten  auch  gleiche 
Volumina. 

IL  Gerade  parallel  endige  Priemen  >en  gleichen 
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Hohes  hftbeo  bei  glelcbgrosseo  Greadfllebeo  aeeb 
gleiehgrosM  Volamine. 

Beweis.  Es  i8t  nur  nlithig  nachzuweisen,  dass  jedes  ge- 
rade Prlama  von  gegebener  Gruadfläche  Gi  und  gegebener 
Hohe  Hl  ^  B  an  Grösse  gleich  iat  einem  solchen  geraden 
Prisma  mit  rectan^uifirer  Gnindfllcbe  G%t  daa  mit  ihm  die 
HShe  H  gemein  bat  nnd  dabei  der  weiteren  Bedingung  ge- 

oOgt»  dass  seine  Grundiiche  zwei  |»afalleie  Seiten  hat,  deren  jede 
an  L&oge  einer  gegebenen  Linie  L  gleich  ist. 

Deon  iet  dieee  der  Fall,  so  folgt,  dass  je  zwei  gegebene  ge- 
reue Priemen  von  eioeriei  Hübe,  bei  einerlei  GrMe  der  Grand* 
fliebeo*  an  VoInmeD  einem  und  demselben  geraden  Prisma  mit 
rectangulSrer  GrundflSche  gleich  sind,  welches  mit  ihnen  die 
GrOsee  der  GraodASebe  und  die  Höhe  gemein  hat,  dass  sie  da» 
het  att  Volumen  einander  gleich  sind.  —  Es  genfigt,  den  Beweis, 
dass  Fl  ~  P,  ist,  nur  Ukx  den  FaU  za  fuhren,  in  welchem  die 
Gmndfläehe  Gi  dea  Priama's  Pf  ein  Parallelogramm  ist,  weil 
er  dann  aneb  gilt,  wenn  die  Grnndflicbe  Gi  ein  Dieiecfc  eder 
ebi  aonatigee  gegebeeea  Pelygoa  lat 

Ea  aei  daher  die  QmadflSebe  Ten  Pg  ein  PanllelegramiD  ^i, 
weldiea  von  den  Seiten  mA  3%  begrenzt  lat»  wübrend  fkn 
an  J|  aenbiechte  H5he  s  o|  ia^  ao  daaa  der  aar  Seite  Ag  aenk- 
reebte  Zenenacbaitt  dea  Priama'a  P^*)  daa  von  den  Seiten 
0^  «nd  Bi  begieaate  Iteetangel  iat 

Ist  dann  die  rectanguläre  GrandflSche  G^  des  Prisma  s 
von  den  Selten  L  ond  ^begrenzt,  und  ea  soll  an  GrSsse  G^  =  Gi 
aeln,  ao  musa  is^M ^  Ay.ai  sein,  ao  dass  M  bestimmt  ist,  wenn 
L  «nd  Ai  tiad  «i  gegeben  afod.  —  Be  abd  dann  auch  die  an 
den  Seilen  der  Gmndfliebe  G%  senkreebten  reetangniären  Zonen* 
aehnftte  Ülr  P%  beallnimt,  denn  ea  bat  der  Eine  der  an  L 

aenkreebt  iat»  die  Selten  M  nnd  B%  und  der  Andere  4(Af)»  dar 
zu  M  aenkreebt  ia^  die  Seiten  L  nnd 

Tonstruirt  man  nun,  was  möglich  ist,  ein  solches  drittes  ge- 
rades Prisma  P^,  das  die  Ilühe       ~  II  und  eine  parallelograni* 
matiscbe  Grundfläche       hat,  welche  von  den  Seiten  und 
so  begrenzt  ist,  dass  einerseits  ihre  Seite      —  Ai  nnd  ihre  zn 
A^  aeokrechta  Hübe     a  s^  ist,  wAbreod  andereraelta 

entweder  fiire  Seite  J^sst  ftiuä  ibte  an  £>  aeokreebte  IlObe 
fc»iViet, 


«)  Veiifleisiw  den  ersiia  AbaaiB  de«  Semeieai  Im  4. 
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oder  ihr«  IMt»  B^saM  and  ibfe  in  M  «enloNflrttt  Hfihe 
/i|SB^  iai;  •  • 

80  ist,  weno  Q(,A^  der  sa  QC^s)  ^»  senk- 

mhte  Zonen^cbDitt  tod      ist,  wegen; 


Qod: 


oder:  w«gaii       B^mMm^  «(iQ  i        ^*  ~ 

M  dass      SS  P^  i»t 

I.  Paralleleodige  Prismen  von  gleicher  fiänge  der 
6eit c Q kante ri  baben  bei  gleicbgr ossen  (zu  den  Seiten- 
Icaqten  senkrecbten)  Zonenscboitten  auch  gleiche 
Volamina, 

V«fgliiebtt  §.  9.  md  f  6L  Nr.  L 

II.  Parallel  endige  Prismen  von  gleichen  Hohen 
haben  bei  gieichgrossfea  Grundflächen  auch  gleiche 
Volnmioa. 

V«iyldcli«  {.  9.  aad  J.  6.  Nt.  11. 


{.  8.    Ii  e  Bi  r  •  •  ^  a. 

Jedes  flieht  paraüetendige  Prisma  aABh  (Taf.  XI. 
Fig.7.)  wird  durch  eine  Ebene  OmM ,  Mrelcbe  mit  den  hei« 
den  EndflSchenebenen  OaA  und  Oöß  die  Durchscbnitts- 
linie  O  gemein  hat  und  eine,  mithin  jede  der  Seife n- 
kantenlinien  halbirt,  in  z weigleichgrosse  Theile  aAMm 
und  bBMm  getheilt,  deren  jeder  ein  nicht  parallel- 
endigcs  Prisma  von  einerlei  Zonenscbottt  mit  dem  ge« 
tbeilten  Prisma  ist 

BewoU.  Wollte  man  aDnebmen,  es  tbeile  die  Ebene  OmM 
das  Prisma  aÄBb  nicht  In  sire!  gleiche  Theile,  so  roOsste  e» 
irgand  eine  andere  £bene  geben,  die  mit  den  Endfläcbenebenen 
OaA  und  ObB  die  Dorchschnittslinie  O  gemein  hätte  und  die 
Halbirang  des  Prisma's  aABb  bewirkte,  aber  eine,  mithin  jede 
der  SeitenkantonliBieD  in  «wal  «nglekb«  Tbeile  tbeilen  wflrde^  so 
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dass  ali6t'frtoereo\Theile  dieser  Linien  einer  ood  derseibeo  End- 
fl«cbe  anttgeo.  Wäre  dann  OtT  Taf.  XI.  Fig.  7.  diese  Haibironge- 
cWm^  «o  mfisste  das  nicht  parallelendige  Prisma  aATt  ileni  nieht 
pAralMendigeo  Prisma  iBTi  an  lobait  glelcb  seiii. 

Wilrd«  »an  aber  dann  (aoiHe  Iv  TatXL  Fig.  7,  I.;  7,  2.; 
7,  3.)  eise  Ebene  mFÜi»  oder  F,  se  In  das  Prisma  legen«  dasa 
der  Dvrebsehnltt  m  der  Ebeae  Omilf  mit  der  Gieaae  ab  dea  Prtema'« 
to  ibr  liegt,  nad  daaa  aie  pfiiallei  der  fiadfliclM  bB  Ist,  so  irMe 
dieae  Ebene,  mli  einen  Dnrchaebnitt  1^  mit  der  Ebene  OtT  nnd 
efaiea  eolchen  F  mit  der  Greese  AB  dea  Prisma'e  bilden. 

Dabei  läge  dann  der  nurchschnitt  V  entt^eder  zwischen  || 
und  m,  wie  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  1.,  oder  es  fiele  Fmit  fj,  also  auch 
mit  2" zusammen,  mein  Taf.  XI.  Fig.  7,  %  oder  es  läge  V  in  der 
Erweifteruog  von  mit  fiber  ig  hinaus«  wie  in  TaC  XJ.  Fig.  7«  3. 

1ll^b«n  nimlleh  e  nnd  E  awel  Ebenen »  die  maa  ee  mit  dem 
Priama  oABb  snaammengeatellt  bitte«  daaa  In  e  die  Grenie  ab 
und  in  E  die  Greese  AB  iSge«  tribrend  beide  Ebenen  e  nad  E 
einander  und  aneh  der  Darehsehnittatlnie  O  der  beiden  Endflleben- 
elMnen  parallel  wlren»  ae  ffO^de  der  Abstand  avriaeben  .e  nnd  E 
entweder  Icielner  (wie  In  Taf.  XL  Fig.7t  I*)«  oder  eben  ao  gtoee 
(wie  in  Taf.  XI.  Flg.  7,  %),  oder  (wie  in  Taf.  XI.  Tig.  7,  3.)  grISaser 
nein«  als  der  Abstand  der  Dnrchaebnittaiinie  l||«  der  Ebenen  nUg 
nnd  OtT  von  der  Ebene  e. 

Wäre  dann  aber,  in  den  beiden  ersten  dieser  drei  FSfle,  aiV 
eine  durch  a  parallel  der  Endfläche  bB  gelegte  Ebene,  so  wür- 
den inF^6  und  aiVFm  (Taf.  XI.  Fig.  7,  1.  und  7,  2.)  zwei  parallel- 
endige Prismen  yoo  einerlei  Zonenächoitt  mit  dem  gegebenen 
Prisma  aABb  und  dabei  von  gleicher  Seiteoiumtenlänge  sein,  die 
aiio  gleiche  Inhalte  hätten. 

Ea  wire  also  In  TaCXI.  Fig.  7,  1.  nnd  7«  8.: 

mVBbssaNVm, 

ddiel  wire  aber: 

tTBb<^mVBb  und  aATi>aNVm, 

Es  wire  niao: 

PrIaoM  <rjB6< Priama  e^TL. 
Da  Ben  der  Veranaaetanng  naebs 

tTBbssüATi, 
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und  d«m  Bewtise  nach: 

sein  T^üide,  so  folgt,  dass  die  Vorait8fietzui)|^  in  F^fillen  «Fi^Tftf.XL 
Fig.  7,  1.  und  7,  2.  unzulässig  ist,  weshalb  fBr  Fälle  wie  Taf.  XI. 
Fig.  7,  1*  oder  7,  2.  die  Behauptung  al$  hetviesen  zu  betrachten 
ißt,  dass  das  Prisma  aAßö  durch  die  £bene  OM  10  ztvei  gleieb 
grosse  Tbeile  getbeilt  ist. 

Die  Voraussetzung,  dass  das  Prisma  tTBh  dem  Prisma  aATi 
gleich  sei,  wenn  die  Ehene  OtT  den  Theit  mMßb,  nicht  aber  den 
anderen  Theil  des  gegebenea  Prisma'«  uABtf  durchschneidet,  ist 
aber  aucb  Id  FiHen  wie  Taf.  XI.  Fig.  7,  3.  unzulässig. 

Man  kann  nämlich  das  Prisma  aABb  in  diesen  Fällen  durcii 
£benen, die  den  Seitenkanten  und  der  Durcbschnittslinie  Oderheideti 
Endflächenebenen  paraJIel  sind  (die  uir  daher  durch  die  geraden 

Linien  a^b^,  n.J).i  darstellen),  in  kleinere  Prismen  zertheilen, 

so  dass  der  Zonenschnitt  eines  jeden  dieser  pri.sniatiscben  Tbelle 
ein  Theil  des  Zonenschuitts  des  Prisnia's  aABb  ist. 

Haben  dann  die  Ebenen  OM  und  OTdie  otien  angegebene 
Lage,  so  wird  jeder  dieser  prismatischen  Tbeile  iiai6| 6,  Uia^O^Oi».*. 
durch  die  Ebenen  OM  und  OT  bo  getheiltj  dass  die  Ebene  OM 
jede  Seitenkantenlioie  balbirt,  die  Ebene  OT  aber  jede  Selten- 
kantenlinie in  zwei '  ungleiche  Tbeile  theilt,  .  von  denen  der 
grossere  der  Ebene  aA  anliegt.  Bei  der  Tbeiluag  durch  die 
Ebenen  Oibi,  a^/bt»  ....  aber  ist  es  möglich  auf  mancherlei 
Weise  den  prismatischen  Theilen,  in  der  zu  den  Theilnngsebenen 
ai6|,  «s^sf  •••*  senkrechten  Richtung >  welche  wir  Breiten« 
richtung  derselben  nennen  wollen»  solche  Dimensionen  zu 
geben,  dass  jeder  dieser  Thetle  dem  Falle  von  Taf.  XL  Fig.  7,  L 
oder  7,  2.  entspricht 

Bestimmt  nuui  nämlich  in  einem  solchen  Falle  (wie  Taf.  XI. 
Fig.  7,  3.)  zuerst  den  Durchschnitt  ti  der  Ebenen  mf,  und  OtT,  legt 
dann  durch  ti  die  Ebene  0,64  z=  n^ni^tibi  parallel  mit  den  Seiten- 
kanten  und  mit  der  Durcbschnittslinie  O  der  Endflachenebencn, 
«o  ergiebt  sich  der  Durchschnitt  nti  der  Ebenen  Oßl  und  »j^^. 
Legt  man  dann  ebenso  durch  nt]  die  Ebene  niit^  parallel  der 
Ebene  bß,  und  dann  durch  die  hierbei  entstehende  Durchschnitts- 
Hole  I2  der  Ebenen  mit^  und  Oi^T  die  Ebene  parallel  der 
Ebene  oibi ,  und  föhrt  man  so  fort>  von  ab  nach  AB  hl»  fort* 
schreitend,  das  gegebene  Prisma  zo  zertheilen,  so  bewirken  die 
Ebenen  o^b^t  <%ds  ****  solche  Theitung  des  gegebenen 
Piisma*4  aAM  in  Prismen  von  kleinerer  Breite,  also  von  kleine- 

Tiieil  XLVll,  30 
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rem  Sonenschnitt,  dass  man  an  jedem  dieser  kleineren  Prismen, 
ebenso  wie  nn  dem  Prisma  aABb  in  dem  Falle  Ton  Taf.  XI. 
Fig.  7>  1.  oder  7,  2.,  sofurk  nacbweiseo  kann,  dass  es  darcb  die 
Ebene  OM  balbirt  wird. 

Was  dabei  die  Anzahl  dieser  Prismen  wie  ainjt^bi,,» 
betrifft,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieselbe  nicht  grösser,  wehl 
aber  in  vielen  Ffillen  kleiner  ist,  als  wenn  man  (was,  wie  Taf.  XI« 
Fig.  1,  4.  zeigt,  gleichfalls  cum  Ziele  fuhren  wOrde)  den  derartigen 
prlsmatiacben  TheUen  in  der  an  der  Ebene  üibi  senkrechten 
Richtung  solche  Dimensionen  gegeben  hätte,  dass  wenn  diese 
BTeiteDdimension  bei  dem  ersten  der  prismatischen  TheilOt  nim» 
lieh  bei  aoi6,6  den  Werth  =  d  hat,  sie  auch  bei  jedem  der  Obri- 
gen  dieser  Theile»  mit  Ausnahme  des  letzten  derselben ,  den 
Werth  =  6  hat,  bei  dem  ietsten  aber  entweder  gleichfalls  =  d, 
oder  kleiner  als  d  ist.  » 

Ist  für  das  ganze  l^risma  aABb  die  (zur  FJjone  «jAi  senk- 
rechte) breitendimension  =:  so  ist  bei  einetit  riieiliin^sverfahren 
wie  das  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  4.  versinniichte,  di*  <  i  I  n  lerliche  An- 
zahl der  einander  parallelen  Theilungsebeneo  nie  a|6|,  aji^,  m.., 

diejenige  ganze  Zahl,  welche  "^(^         ttnd  ^^iat  Bei  einem 

Verfahren,  wie  das  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  3.  befni«i(e,  bei  welchem 
die  zwischen  dem  ersten  Theile  aaib^b  und  dem  letzter»  Theüe 
enthaltenen  Theile  der  Ordnung  nach  an  Breite  zunehmen,  rouss 

diese  Anzahl  also  jedenfalls  kleioer  als  ^  sein.  Bedeutet  femer  % 

eine  selche  ganze  Zahl,  die  grösser  als  j  ist,  nnd  man  wdrde  das 

ganze  Prisma  aABb  durch  Ebenen,  welche  zur  Breitenrichttmi» 
desselben  senkrecht  sind,  so  theilen,  dass  die  Breite  ^  Iti  z 
gleiche  Theile  getheilt  w^ird,  so  wOrde  jeder  dieser  Tbeile  einem 
Falle  entsprechen,  wie  derjenige,  welcher  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  1. 
dargestellt  ist  Es  wfirde  also  auch  diese  Thdlung  zum  Ziele 
flihren. 

Ist  aber  jedes  der  Priemen,  wXe  aa^bib,  aiO^b^bi  ....  durch 
die  Ebene  O  l/  balbirt,  so  ist  aunh  das  ijanze  Prisma  aABÖ  durch 
die  Ebene  OAi  in  zwei  gleichgrosse  Tbeile  getheilt. 


$.  9.   Ii  e     r  0  »  t 

Jedes  Prismatoid,  welches  mittelst  einer  Eb^ne« 
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in  freleher  die  Dorcbscbnittsllnie  »«Iner  Elidfll^cii«1i* 
ci>«neii  liegt«  so  dnr^hficboittvii  Ist^  das«  dabei  einei» 
mitbin  jede  seiner  Seitenfcantentinien  in  swei  gleieh« 
lange  TfaeÜe  getbeilt  wird»  ist  dnrcb  diese  Ebene  In» 
zwei  gleiche  Tbeile  getbeilt. 

Beweis.  \staABbCt&t»Xl.  Fig.  8.)  ein  nicht  parallelendiges 
Prisma  und  man  theilt  es  mit  einer  Ebene  OmM  so,  dass  jede 
Seitenkaiitcniinie  desselben  in  zwei  gleiche  Tbeile  getbeilt  wird, 
und  man  lect  dann,  vveun  m  dieselbe  Hedenfuni?  bat  wie  im  vori- 
gen Paragraphen,  durch  m  eine  Ebene  mP  parallel  njit  der  End- 
fläche aA  und  eine  Ebene  viQ  parallel  der  Endfläche  bß,  so 
wird  dadurch  das  Prisma  aABb  in  drei  Theile  getbeilt.  Es  ist 
dabei  der  mittlere  PmQ  ein  Prismatoid,  welches  durch  die  Ebentf 
mM,  in  welcher  die  Darchscbnlttslinie  m  der  Endfläch^nebenenr 
mPnnd  mQ  liegt,  so  getheHt  isf^  dass  Jede  seiner  Seitenkantenlidlen 
In  zwei  gleichlange  Tbeile  getbeilt  ist  Die  beiden  anderen  Tb^e 
uAPm  und  bßQm  aber  sind  parallelendige  Prismen  yen  einerlei 
Zonenschnitt  mit  dem  gegebenen  Prisma  aAßb  (and  mit  dem 
Prismatoid  PniQ)f  nnd  von  einerlei  Seiteni^antenlänge,  mitbin  ven 
gieiehem  Kvrperinhalte.  Dä  nun: 

Prisma  aAMm  ^  Prisma  öBJHm 

itnd; 

Prisma  aAPm  sst  Prisma  bßQm 

i^tf  so  ist  auch: 

aAMm-^-aAPtn  bBStm^bßQm, 

d.  h.: 

Prismatoid  PmM  =  Prismatoid  QmM* 

Es  Ist  daher  das  Prismatoid  PmQ  durch  die  Ebene  mM.  in 
xwel  gleichgrosse  Theile  getbeilt 

Da  nun  auch  umgekehrt  es  zu  jedem  Prismatoid  wie  PmQ^ 
Prismen  wie  aAßb  giebt,  die  mit  demselben  einerlei  Zonenschnitt 
und  dabei  eine  solche, Lage  ihrer  Endfläcbenehenen  wie  aA  und 
bJS  haben,  dass  das  gegebene  l^iismatoid  PinQ  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise,  durch  Abtrennen  der  Theile  aAPm  und  öBQm, 
erhalten  werden  kann,  so  ist  der  zu  beweisende  Lehrsatz  bewiesen. 

Wird  eine  dreiseitige  Pyramide  .mittelst  einer 

80* 
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Ebene  so  durchschnitten,  dass  eine  der  Kantentinien 
und  der  Halbirongspankt  der  dieser  Kanteolinie  ge- 
genfiberliegenden  anderen  Kantenlinie  der  Pyramide 
in  der  Theilungsebene  liegt,  so  sind  diebeiden  Theüe 
der  Pyramide  von  gleichem  KCrperinhalt. 

Ist  z.  B.  Taf.  XI.  Fi^.  0.  PFEQ  die  Pyramide  und  ist 
PM=i  QM,  Bo  ist  auch  PIEM  =  QFEJU. 

Betrachtet  man  nftmüch  die  dreiseitige  Pyramide  PFEQ  als 
ein  Prismatoid  von  dreiseitigem  Zonenschnitt,  so,  dass  PQ  Sei* 
tenkante  is^  dass  also  FEPmd  FEQ  die  Endflächen  sind,  dass 
demnach  FE  die  Dorchschnittslinle  der  Cndflicbenehenen  ist,  so 
sind«  gemSss  vorigem  Paragraphen,  die  beiden  Thciie  PFEM  und 
QWEM  des  Prismatoides  an  Grosse  gleich,  weil  in  der  Theilungs- 
ebene FEM  die  Linie  FE  und  der  Halbirungspunkt  M  der  Sei- 
tenkantenlinie  PQ  liegt 

Anmerkung.    In  Taf.XI.  Fig.lO.  stellt  ein  ^olclie« 

uicht  paralleleiuliges  dreiseitiges  Prisma  vor,   an  t^-elcheni  eine 
der  Seitenkantenlinien,  nämlich  -AB  länger  iüt  aU  jede  der  beiden 
anderen  ah  und  aß,  die  an  Länge  gleich  sind.    An  ihm  ist  durch 
die  Ebene  FEM  jede  der  drei  Seitenkantenlinien  in  zn  ei  gleich- 
lange  Tbeile  getheilt,  so  dass  auch   (gemäss  §.  8.)  die  bei- 
den Theile  atsAMEF  und  bßBXtEF  des  Prisma's  an  (;r«*isse 
gleich  sind.  Es  ist  dann  ferner  das  Prisma  durchschnitten  mittelst 
der  beiden  Ebenen  FEP  und  FEQ,  deren  erste  parallel  der  End- 
fläche auA  und  deren  zweite  parallel  der  Endfläche  bßB  Ist,  so 
dass  auAPEF  und  bßßQEF  zwei  parallelendige  Prismen  sind, 
die  mit  dem  gegebenen  Prisma  aaABßö  einerlei  Zonenschnitt 
haben  und  auch  an  Seitenkantenlänge  mit  einander  flbereinstim* 
men,  also  an  GrOsse  einander  gleich  sind.  Da  nun : 

ottAMEF  ^  bßBMEF 

und: 

aaAPEF  =z  bßßQEF, 

also: 

aaAMEF^auAPEF^  bßBMEF'-bßßQEF 

ist,  also  der  Theü  PFEM  dem  Theile  QFEM  an  Grösse  gleiefa 
ist  und  da  diese  beiden  Theile  des  Prisma*s  aaABßb  das  Pris- 
matoid PFEQ  bilden,  welches  eine  dreiseitige  Pyramide  ist,  se 
folgt,  dass  jede  dreiseitige  Pyramide  PFEQ  durch  eine  Ebene 
FEMf  in  weiche  eine  Kaatenlinie  FE  und  der  Ualbirangspunkt 

■ 
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M  der  gegenüberliegenden  Kanteolinie  PQWe^t,  in  zwei  gleich 
grosse  TheiJe  getbeiit  ist. 

§.11.  1^  e  Ii  V  •  *  t 

Jede  vierseitige  Pyramide  ni  i  t  par  al  I  el  ram  rn  at  i- 
scber  Grundfläche  wird  durch  ihre  beiden  Diugonal- 
ebenen  in  vier  gleich  grosse  dreiseitige  Pyramiden, 
mithin  durch  eine  ihrer  bei  den  Diagonalebeneo  ib  zwei 
gleich  grosse  dreiseitige  Pyramiden  getheilt* 

Beweis.  Die  Pyramide  ubdef  (Taf.  XI.  Fig.  11.)  ist  durch 
ihre  beiden  Diagonalebenen  6ae,  daf  getbeilL  Die  beiden  LiDien 
be  uod  df  balbireo  einander  io  c* 

Es  ist  also  gemSss  {.  10.: 

1)  Pyramide  aecf  =  Pyramide  aecd, 

2)  Pyramide  aeed  s=  Pyramide  ad^, 

3)  Pyramide  odeb     Pyramide  abcf, 

£s  ist  also  auch: 

ü9cd  SS  odeb  4-  abeft 

d.  b.: 

P3rramide  üfde  =  Pyramide  afdb, 

und  ebenso: 

abef^  abed, 

§.  12.    It  e  h  r     a  t  K. 

Der  Inhalt  eines  jeden  dreiseitig  pyramidalen  Pris* 
matoides  ist: 

1)  ein  Drittel  des  I  n  h  a  I  tes  eines  jeden  solchen 
p  ar a 1 1  e  I  e  n  d  i  g  e  n  dreiseitigen  P  r  i  s  tu  a'  s ,  mit  dem 
es  den  Zonenschnitt  und  die  6ei tenkanten- 
länge  gemein  hat. 

Er  ist  aber  auch  ebenso: 

2)  ein  Drittel  des  Inhaltes  eines  jeden  solchen 
parallelendigen  dreiseitigen  Prisma's,  mit  dem 
es  die  Grundfläche  und  die  zur  Grundfläche 
senkrechte  Hübe  geroein  hat 
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Beweis.  Jede  Diagon«lebene  theilt  da«  dreiseitige  parallel- 
endige  Prisma  e«ili&/?6  (Tar.XL  Fig.  12.)  io  eine  ?ier«eitige  Pyra- 
nide  mit  parallelogrammatiscber  GrusdilKche  und  in  eine  dreisei« 
f^e  Pyramide. 

Fugt  man  zu  einer  der  sechs  Diaj^orialebenen  noch  eine  zweite 
Dia^onali  bene  hinzu  und  wählt  man  diese  8o  ,  dass  sie  mit  der 
ersten  eine  Diaironale  einer  der  8eitenlläc}ien  'it.-s  Prisnrta's,  als 
<jre!i/o,  gemein  fi  it,  wie  diess  v..  1>.  bei  nali  und  aßB  der  Fall 
itJt,  so  wird  dadurch  die  vierseifiire  Pyramide  in  zwei  dreiseitige 
Pyraiiiiileii  zertUeiU,  die  gen»ä*i>  vorigem  Paragraphen  an  Grusle 
gleich  «>ind. 

Es  ist  daher  als  Tfaeil  der  Pyramide  aafibB 

die  Pyramide  aa^B  =  der  Pyramide  aO§B 

nod  als  Tbeil  der  Pyranude  stßBAa, 

die  Pyramide  aafi/?  =5  der  Pyramide  aaAB, 

und  es  Ist  demnach  das  dreiseitijTe  Prisma  (Taf.  XI.  Fig.  12.)  in  drei 
an  Grösse  gleiclie  dreiseitige  Pyramideo  getiieiit. 

Es  ist  also  der  Inhalt  einer  jeden  dieser  drei  Pyramiden  ein 
Drittel  von  dem  Inhalte  des  dreiseitigen  Prlsma's. 

Jede  dieser  drei  Pyramiden  kann  aber  ein  solches  Pris. 
matnid  betra«htet  werden,  das  mit  dem  ijeeebenen  dreiseitigen 
Prisma  einerlei  Zonersschnitt  und  einerlei  iSeitenkantenl.'ing^e  hat. 
l)a  nun  aber  ver^schiedene  solche  parallelondi^.-  dreiseitige  l*ris- 
men,  welolif»  denselben  /'o!)»Mi8chnitt  und  dieselbe  Seitenkanten- 
länfff  haiK  ii,  einander  on  <jlr<Ksse  gleich  sind,  so  folgt,  dass  jedes 
dreiseilii;  pxrasnidale  Prisniatoid  an  Ifihalt  ulf'ich  ist  dem  Drittel 
de.s  Inhaltes  eines  jeden  parallelendigen  dreiseitigen  Prisma  s,  das 
mit  ifmi  einerlei  Zoncnscbnitt  und  einerlei  6eitenkanteniänge  bat. 

Da  aber  auch  svrel  der  drei  gleiehgrossen  dreiseitig  |iyrami- 
d^Ieti  Theile  des  Prismas  Taf. XI.  Fig«  12.»  namlieh  obßB  und 
imABt  mit  diesem  Prisnta  einerlei  Grandflacbe  vpd  einerlei  (zur 
Grundfläche  senkrechte)  Höhe  haben  und  da  parallelendige  Pris* 
men  von  einerlei  Grundfläche  und  einerlei  Höhe  gleichgross  sind, 
so  ist  jede  dreiseitige  Pyramide  auch  an  Inhalt  gleich  dem  Drittel 
des  Inhaltes  eines  paralleletidigen  Priama*s»  das  mit  ihm  einerlei 
Grundfläche  und  einerlei  Höhe  hat. 

13.   iL  e  Ii  r  s  ä  t  9K  e. 
1)  Dreiseitig  pyramidale  Prismatoide  Fen  gleich- 
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grossen  Seitenkaii  to  n  l  ängen  und  gleichgros  sen  (zu 
den  Sei  teil  kanten  senkrechten)  Zoiienscboittea  balien 
gleichgrosse  Volumina. 

2)  Dreiseitige  Pyramiden  von  gleichen  Huben  und 
gieiehgrossen  Grondflächen  baben  gleicbe  Volamina. 

Beweis.  r)a  ilreUeitige  Prismen  vot»  einerlei  Seitenkanten« 
iäiige  und  ^!eich«^ra.ssen  Zooenschnitten  gleichgross  sind,  und, 
da  ebenso  dreiseiti^;e  Prismen  von  gleichen  Hühen  und  glelch- 
grossen  Grundflächen  gleichgross  sind,  und  da  der  lohalt  einer 
jeden  der  verglichenen  Pyramiden  ein  Drittei  des  labaltes  eines 
•olcfaett  Prism's  ist^  so  sind  die««  Pyramiden  von  gleieber  Grosse. 


XXXiU. 

Wurfbewegung  im  widersleheudeü  Büttel. 
(Zwdter  Kacbfirag  m  der  Abhandlimg  in  TM.  XLYL  Nr.  ZZ.  8*  a«l.) 

Von 

Herrn  Dr.  A.  M,  iVeH, 
Lehrer  an  der  tecbnitcheo  Schule  zu  Darmttadt. 


§.  32. 

In  §.  30.  und  §.  3^.  der  Abhandlung  Nr.  XXVI.  in  diesem 
T heile  S.  338.  haben  wir  gezeigt,  wie  der  Elevationswinkel  einer 
Wurflinie,  die  durch  einen  bestimmten  Punkt  gebt,  gefunden 
werden  kann,  sofern  derselbe  ziemlich  klein  ist. 

Viel  schwieriger  fHlit  dagegen  Ae  Bestimmung  dieses  Win« 
kels  aus,  wenn  derselbe  einen  grosseren  Werth  hat. 


UNivziisijy  J 
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Wir  wollen  die  Aufgabe  zuerst  für  die  Bewegung  im  luft- 
leeren Räume  lusen.  Setzt  man  dafür  den  Elevationswinkel  =ct" 
und  behält  im  übrigen  die  Beseicbnnngen  des  §.30.  bei«  eo  bat 
man  die  Gleichung: 

n:ssm  tg  |^8cc* 
Fährt  man  die  Tangente  statt  der  Sekante  ein,  so  wird: 

Man  berechne  die  beiden  Hulfswinkel  n  und  6  s 
tg*Ä^.  «inds=(^^-|-~jcoa«; 
und  erhält  die  beiden  Ann59ungen: 

Beiepiel.  m  =  3239,73;  n  ^         9  ~  9^1;  F  =  300. 

Mit  diesen  Werthen  findet  sieb: 

*   =   1039'58",   0   =22027' 40"; 
«jO  _s  1203' 49^,        =s  79  3ft  9. 

* 

Anch  fiir  die  Bewegung  im  lufterfüllten  Ranme  gibt  es  zwei 
Lösungen,  nämlich  ebenfalls  einen  flacheren  und  einen  steileren 
Winkel,  welclio  freilich  von  den  eben  gefundenen  Werthen  siem* 
lieh  stark  abweichen. 

Wir  benutzen  nun  die  Gleichung  30)  des  §.  4.  und  setzen  in 

ihr  y^n»  x  —  m,  so  geht  ele  über  in: 

.   «  =  »«tg«-~«-^^5  — 

Damit  verbinden  wir  die  Gleichung: 


sec*tt 


««0 


so  wird  jetzt: 
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0  =:  tg - tg « - ^.(tß'^«« - tg>«) + 

Zur  Abkürzung  fiibreo  wir  die  Grüssen  A  und  i;^  ein,  nämlicb: 

^  =:  6l8>         =  * 

wodareb  wir  erhalieo: 

a  =-.(tg«o-tg«)(tg«o+tg«-^)+  |^«ec»« 
I  2 

0,4.  ^2-|-^cosa-f(2f  0,4.^)cos*a=3  l,e.il^8lii«-f-B8iDaco8«t 

3  l 
+  ^cod»<it(tga<»-tg«)(tgaO—  2^  +  tg«). 

Hier  bedeutet  a(so  den  Elevation^uinkel  für  die  Bevregung 
im  luftleeren  Raum  und  a  denjenigeo  für  deo  lufterffiUten  Raum. 
Die  Gleicbung  ist  in  Bezug  auf  «  aufzulusen,  was  nur  durch 
Nährang  geschehen  kann.  Man  wird  dabei  aweckmässig  in  fol- 
gender Weise  verfabven. 

Zuerst  berechnet  mau  Ä=s,^  und  B  =  ^p^,  und  dann  die 

▼erschiedenen  von  a  unabhingigen  Coefficienteo.  Wird  nun  der 
erste  Nfilirungswerth  von  ce  durch  t  bezeichnet,  so  kann  man  £  um 
5  bis  10  Grade  kleiner*)  annehmen  ala  vfi  und  berechnet  dann 
die  Grossen  Jf,  N  und     nämlich : 

M  —  BA.     +  ^  cos  c  +  (2  +  0,4 .  B'^)  cosS  £ , 

3  1 
N  sslfi.ABmB-^BwskMexMB^  jCoaMtg<^-tgs)(tg«^-^+tgc)« 

/•=  M-N. 

Das»  hei  cinfm  stpilen  Elevatlonswinkel  die  Wiirflinie  AD^Q  (Taf.XII. 
Fig  6.)  eine  klcineid  Llevati»n  «  als  din  Paraljcl  ADC  hahen  »iiüsse,  wenn 
beide  dureh  d«  iiselheii  Punkt  Q  fuhren  sollen,  ersieht  man  ausfolgender 
Betrachtung;.  Eine  VVurflinte  AD' C'  von  gleicher  Eievatioo  ct*^  wie  die 
Parabel  wArde  gans  innerhalb  dieter  letiteren  bleiben.  WinI  die  Ele- 
Tstion  ireriDindertv  «o  niranit  die  Warfhohe  B^D"  ab,  dagegen  wäc1i«t 
die  Wurfweite.  Umgekehrt  verhält  ee  sidi  bei  flachen  Elevationawin- 
kein.  Bei  dienen  miuw  die  Warflinie  eine  grösnere  Elevation  habesr 
ale  die  Parabel,  wenn  beide  dorcli  dentelben  Pnnlit  gehen  loliea« 
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I^a"^        ^'T^^^  Rechnung  noch  n.it  einem  anderen  Win-  i 

Kei  e  durch,  so  erhalte  mau  die  Werthe  M',  N'  uod  f=zM'^N'  ! 

Oaon  h«t  man  oämlich:  !        « /  —       ii' .  j 


r-/«  0.11317,   «'-e  =  5« 


Dieae  ReebiiOli|(  wird  mae  übrigens  mehriuaU  uiederholen 
müssen,  am  denjenigen  Winkel  a  zu  fiodcn.  welcher  der  obisen 
ijileicbung  genflgt  ^ 


üi  ol"*'.'"  ^'  ^^''^^'^'^^te  Beispiel  war  F=300,  m=3239,73- 
«^y4,24.  Der  steilere  Eievatiorisninkel  fand  sich  «0  =  7903^0*' 
IVebmen  »vir  wie  in  j.  13.  logife  =  ^69692,  eo  wird: 

log  i4  =r  9,ii  1 256 ,    log  Ä  =  9,24691  * 
0,4.4«  =  0.04238.  liig(2+0,4.B*)  =  a30873  t 
logl,6.4«=:8,9»359,   log |     0,96456  ^| 
tgaO  =  5^4499Q^   tg«o~^  = -0,21370. 
1.  £  =  700,  tge  =  2,74748. 

logsin£=:  9.97299,  logeoee  ==  9.5a40S 
^=  0.04238  +  0,1 1133  +  0,23541  =  0.38912 
IS  =  0.05675 + 0.08641  +0.29535  =    0.43851  f  jilit'; 

/=s— 0.04939. 

«'  =  75»  Ige*  3,73205. 

logein«' =  9.98494,  logcose's  9.41300 
HF  =  0.04238  +  0.08425  +  0.13481  =  0.26144 
iV'  =  0.04414+ a08882+ 0.06470  =  0.10766 
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^  _    .  0  04939 

(UTäJ7  •  5<»  =  70^  f  20. 1 82 

.=7ioS"u';dV="?i^^^^  jetzt 

*  =  71«30',  Ig«  198809 
log«inf  =  9.97696,    log  cos «  =  9.50148 
M  =  0.04238  +  0.10328  +  0.20283  =  0.34839 
iV    0.06313  f  0.08721  +0.20247  =  0  34281 

/'s  0.00948. 

«'==72030'.  tg£'  =  3.J7159. 

logein«'  =  9.97942,   log  cos    =  9.47814 

M'  =  0.04238  +0.09788+0.18198  =  032224 
=  0.05064 + 0.08770  +  0.15270  =  O.290O4 

/'=a03220. 

0  00548 

öröaTöTä  •     =  7^^30'  - 12'.3 
«  -  7loj7',7. 

3.    Um  rfen  \\  inkel  a  noch  "^enaiiAr  «•■«  «.koU«..-  t 
jeUt  f  =  71'  15  und     =  71-20'f  '  '"'^ 

«s=7(r>15',  tgcs=  2.94591 
log8ine  =  9.97632,   log  cos  e  =  9.50710 
ilf=:O.O4238+aiO463+0.20794=:  0.35495, 
N  SIS  0.05374  +  0.08708 + a2i637  =  0.35719 


iogsm  f '  Ä  9.97663,  logcM«'  a  9.M523 


—0.00224. 

«'  =  71020',  tg€' =  2.96004.  } 


Ml, 
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M'  s  0.04238 1 0.10418  ^  0.20615  0.35271 
2V  -  0.06354  H- 0.06712  +0.211fi6  =  0.35232 

r  =  0.Ü0Ü39. 

/'—/-r::  0.00263,    €'-«  =  5'; 

«  =     öS -0'=  71^15' +  4Vi6; 
«  =  71019' 16". 

Wenn  dieser  Werth  von  a  auch  der  obigen  Gleichung  ge- 
nOgt,  80  folgt  daraus  noch  nicht,  dass  er  schon  ganz  genau  sei; 
denn  diese  Gleichung  entbSIt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Glie- 
dern, wShrend  die  Beziehung  zwischen  den  GrSaeeo  n,  V  und 
a  dnreh  tine  «nendliclie  Reihe  dargeetdit  fHrd. 

ir 

§.,34. 

Um.  den  Winkel  u  genau  zu  finden,  kann  man  in  ihnlicher 
Weine  verfahren,  wie  in  {.  31.  gezeigt  werde. 

Man  wird  nämlich  mit  Zugrundlegung  des  nach  §.33.  erhalte- 
nen Werthcs  von  u,  den  wir  durch  o**  bezeichnen  wollen,  die 
Ordinate  des  Punktes  der  ('urve  berechnen,  welche  'Jer  AbscLsse 
m  entspricht.  Hier  wird  man  wieder  einen  von  n  verschiedenen 
Werth  ünden,  denn  sei  ACQ  (Taf.  XII.  Fig.  7.)  die  Curve  (Ele- 
vation  «),  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  Q  geht,  so  wird 
die  Curve  mit  der  Elevation  die  Senkrechte  in  einem 
Punkte  q  treffen,  so  dass: 

Pq>PQ  wenn  aP<a 

und  umgekehrt. 

Um  den  Werth  von  Pq  =      zu  erhalten ,  bestimmt  man  zu- 
erst (§.  12.)  die  Coordinaien  Ab  =  w  und  bc^  H  des  höchsten 
Punktes  c  und  ebenso  die  iDiraensionen  de  und  ce  Iftr  den  Punkt 
in  welebem  der  Tangenten  winket  gleich  vfi  Ist  -Dann  bt  die 
Rechnung  nach  folgenden  Formeln  weiter  su  führen  s 
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logiiO  =  9.58406  +  log  (log  iTqr^jg^ü). 
tg  »«  =  i(tg  1?  +  tg  ««)  -        -tg«»)  »0, 

OÄM^COSX^  

i'ltg 4(iJ tg4  (H«  -  ' 

ISun  ist  die  ganze  Rechming  mit  einem  zweiteo  Wertbe 

zu  wiederholen,  wobei: 

a'>a^  zu  nehmen»   wenn  n^>]t» 

tt'<aO  zo  nehmen,   wenn  «**<ii. 

Man  kann  dabei  «'  um  15  bis  30  Minuten  verschieden  von  o<> 
nehmen»  und  wird  fichUessUch  den  Werth  n'  erhalten,  dann  ist: 

§.  35. 

Zur  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Vor* 
schrifteo  setzen  wir  nun:^ 

Um  die  Ceordlnaten  to  und  H  mit  l>enauigkeit  za  erhalten, 
mvssmaa  diesen  Winlcel  in  mindestens  fünf  Theiie  zerlegen»  wobei 
es  zwecicmlssig  ist»  dieee  einzelnen  Tangentenwinkel  so  za  w5h- 
Jen»  das«  Ihre  Differenzen  nicht  einander  gleich  werden»  sondern 
allmälig  zonehmen.  Man  nehme  z.  B.  hier  «i  =  63®,  =s  51o^ 
4%  =s  36®,  o;^  =  190.   Bei  gleichen  Differenzen  hätte  man  dagegen 

erhalten      =  ^«^  =  5703'   oder         «j  =  14«  16'.    Eine  solche 

Aenderung  würde  aber  bei  dem  grossen  Winkel  cfi  sehr  j^rosse 
Werthe  für  die  Coordinaten  des  Punktes  D  (Taf.  VIII.,  Tig.  9., 
Thl.  XLVI.)  und  desshalb  eine  weniger  genaue  Bestimmung  der- 
«elhea  zor  Folge  haben,  während  die  folgenden  Coordioatendiffe- 
reosen  ziemlich  Jdein  ausfielen. 


.  ly ui^uo  Google 


456        yeH:  Wurßewegung  im  »idgrueHnden  MititL 

Die  I^cbnung  ergibt  ouo : 

f9=s  1778.89,  ff:smO,W 
de  =  1147.35,  cei=s  1582,08 
fc  +  rf«  =  2926.24 
»1  =  3239.73,   1  =  313.49 
ij  =  76^15',   log?iO  =  8.57573,   3cO  =  7403'26" 
/i^s  308.66.  gd^lfmM 
ws=4.83,  18.90 
«0  =5  249.38 
i»=s9424.  n-^7«"= -155,14. 

Da  n^^^n,  m  nehmen  wir  a'  =  7I«4a'.  Hier  wt  es  nao  be- 
quem,  die  VVerthe  der  anderen  Tangentenwlokel  «„  «| ...  «m» 
uogeandert,  wie  bei  der  ersten  RecbDiiDg  sb  lamn. 

w'=s  1749.67,   //'  =  2942,10 
d'e'=:miSO,    cV  =  1592.02 
1"=:  338.35,  iy'  =  7707' 
log«,' =  8.64934,  V  =  ?4«44'16'' 
=  350.45,  ^'<2' »  1284.31 
tt/«7.90,  r  =  34.68 
«'  =  31.09,  «'—n«  =  — 218.29,  a'-aO--21' 

«  =     +         •  21  =  7P 19'  + 14 .92 
«=:7lo33'55". 

Die  in  j.  32  entwickelte  Formel  gab  also  io  diesem  Falte  dea 
Winkel  «  um  ^  Grad  su  kleio. 
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Vermischtes  ans  dem  Gebiete  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, 

Von 

Herrn  Dr.  Ludwig  MatthUssen 
in  Httsam. 


1.  Ein  seltener  Fall.  Vor  ehüger  Zeit  ereignete  eich 
hierorts  bei  einer  Wbistpartie,  welche  von  vier  Beamten  gespielt 
wurde,  ein  Fall  wohl  der  allerseltensten  Art.  AU  nach  Verlauf 
von  mehreren  Partien  (natürlich  mit  denselben  Karten)  abermals 
die  Karten  gegeben  wurden,  traf  es  sich,  dass  jeder  Mitspieler 
13  Karten  von  einer  Farbe  erhielt.  Um  einer»  Begriff  von  der 
Rarität  und  der  Kleinheit  der  Wahrscheinlichkeit  einer  künftigen 
Wiederholung  desselben  Ereignisses  zu  erhalten,  bedenke  man, 

52! 

dass  ö2  Karten  unter  vier  Whistspieler  auf  4j"^|^  verschiedene 

Arien  überhaupt  vertbeilt  werden  können;  unter  vier  bestimmte 

52! 

Spieler  A,  B,  C,  D  aber  auf  verschiedene  Arien.  Oer 

initc;etheilte  Fall  \M"iKle  also  Tintor  (fS-?!) : [4!(13!)*J  Malen,  so  dass 
JeHer  1/5  Karten  derselben  Farfie  (Mfiicite,  einmal  eintreffen;  da- 
gegen unter  (32!)  r  (IS!)**  IVJalcn  nur  iniai  so,  dass  A  wieder  die- 
selbe Farbe  a,  B  dieselbe  Farbe  6,  u.  e.  w.  erhielte.   Es  ist  aber : 


=:  2235il97406J895366|368301i56ü0ü0. 

Um  die  Ideen  besser  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  dass  wenn 
lOOü  Millionen  Menschen  im  Stande  wären,  Tag  und  Nacht  zu 
arbeiten  und  Joder  jede  Miaute  einmal  die  52  Karten  in  4  Hau* 
fen  theUtCj  im  Ganzen 
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412626581688918  Jabre  45  Tage, 

also  neit  i'iber  4  Billionen  Jabre  dazu  gehörten,  um  alle  mügliclien 
Variationen  zu  erliaUpTi.  Man  kann  deshalf)  wohl  mit  der  gTüss- 
ten  Sicherheit  behauiiUn ,  dass  das  obenerwähnte  Ereigoisa  ein- 
zig io  seiner  Art  dasteht. 

» 


2.  Ein  unterbroebenes  SpieU  Drei  Spieler  Bt  C» 
Ton  denen  einer  drei  Spiele  gewonnen  baben  muss»  um  die  Partie 

SU  j^ewinnen,  zahlen  verschiedene  Einsätze,  und  zwar  A  3  Tba« 
ler»  B  2  Thaler,  C  1  Tbaler,  mit  der  Bedingung,  daas  wenn  A 
gewinnt,  dieser  den  iianzen  Einsatz,  B  hingegen  %  desaelben, 
C  nur  die  Häiflte,  also  3  Thaler,  erhalten,  der  Rest  aber  zu  mil* 
den  Zwecken  verwendet  werden  solle.  AU  A  zwei  Spiele,  B 
eins  und  C  noch  kein  einziges  gewonnen  haben,  ^titzweien  sie 
sich.  A  beansprucht  nun  den  ganzen  Einsatz  von  6  Thalem  ,  B 
und  C  hingegen  fordern  ihre  Eiuitätze  zurück.  Da  H  und  C  sieb 
ausserdem  weigern,  auf  den  Vorschlag  des  A  das  Spiel  fortzusetzen, 
verlangt  A  richterliche  Entscheidung.  Wie  musste  dieselbe  lauten : 

Es  fehlten  dem  A  noch  ein  gewonnenes  Spiel,  dem  B  zwei 
und  dem  C  drei.  Da  sieb  naeh  hoebstens  vier  Spielen  die  Par- 
tie bitte  entscheiden  müssen,  well  ferner  die  Wabrscbeinlicbkeit, 
ein  Spiel  zu  gewinnen,  für  Jeden  \  beträgt,  so  entwickle  man: 

(y.+%)*= (V.)*+4(VB)n%)^+6(Vs)MV»)*+ 4(y3)(w+(^^^^^ 

Hieraus  folgt,  dass  die  Wabrscbeinlichkeiten,  den  Einsatz  zu  ge« 
Winnen,  sind ; 

Ax  101  =  «%^;  m  Bi  io,,==*Vw;  für  C:  K»i»=%or. 

Da  ferner  äb  Ansprüche  an  den  Einsatz  das  Gewicht  ,1,  B*s 
Ansprache  das  Gewicht  ^/4,  C*s  Anspräche  das  Gewicht  %  haben, 
so  sind  die  6  Thaler  zo  vertbeilen,  wie  folgt; 

A  erhält  1  'Vior  6  oder  3  Thaler  sS»  Groschen, 
Die  übrigen  2OV2  C^roi^clien  sind  zu  milden  Zwecken  zu  verwenden. 


3.  Eine  PiebnlltSt  ans  dem  Gebiete  der  Zahlen- 
theorie.   Ebe  der  Sitesten  Kegeln,  sogenannte  Mbefrevndete 
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Zahlen  *  (nunieri  amicabiles)  zu  linden,  ist  die  von  van  Schoo» 
teil  Tiacti  Descartes  Mittbeilung  angegebene:  Mao  soll  drei 
Primzahlen  wShlen  von  der  Form  3.2»  — 1.  6.2"- 1,  18.2««— 1. 
Dann  ist  die  letzte  Primzahl,  mit  2"+^  niultiplicirt ,  eine  (]er  heiden 
Freuodschaftszahlen  und  die  Summe  ihrer  aliquoteii  Theilc  natür- 
lich die  andere.  Diese  Regel  gibt  für  n=:  1  das  Paar  220  und 
281;  jede  von  ihnen  ist  der  Summe  der  aliquoten  Tbeiie  der  an- 
deren gleich.  Aoeserdem  liefern  «is3  und  n=6  Freundschafts« 
ptare.  Dahingegen  nieht  ]i&2,  4,  5  und  7  bis  17  Ind.  Iceine 
mehr.  Da  fllr  gritssere  Zahfen  die  FaetereDtafefn  fehlen»' sa  frSgt 
es  sich»  eh  und  wie  wahrscheinlich  es  ist»  dass  fBr  n>  17  noch 
Frenndschaftspaare  gefunden  werdeo  kannten  *), 

Nimmt  man  nach  Gauss  und  Legendre  die  Auadrücke 


/ 


nnd 


^     log«         lognatjr— 1 

als  angenäherte  Ausdrücke  für  die  Anzahl  der  Primzahlen  nnter 
.r  an,  so  ist  die  Üichtigiceit  der  Primzahlen  für  beträchtlich  errosse 
WerÜio  von  x  nahezu  l:lognatx;  mithin  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  ö  Zahlen  3.2»- 1,  6.2»~1,  18.2«"  — 1  Primzahlen  sein 
werden,  ^em  Producte  der  Dichtigkeit  der  Primzahlen  gleicb> 
also  nahezu: 

 1  1 

*  "  2(«lognat2)9'"2Uognat2)3.»» 

oder  10= 3|^* 

Die  Wahrscheinlichkeit  also,  dass  uberhsupt  noch  über  17 
hinaus  der  gedachte  Fall  eintreffe,  ist  nahes«  gleich  der  Summe 
der  Reihe 

Von  der  Summe  der  Reihe 


*)  Uelier  liefreandete  Zahlen  vergi.  m.  den  vun  K lüget  verfastteo 
•ebr  lehrreichen  .Artikel  :  Befreundete  Zahlen  im  Matbemati- 
«cli en  Wö  r  t(*rbiir!ie.  Tbl.  I.  S. 246.  Nach  K  1  n  gel  lautet  van  Schoo- 
tons  KtfjL^el  eigentiieh  so;  ..Man  suche,  wenn  P,  Q,  H  unbestimmte 
Primzalileu  sind,  eine  Potenz  .4  der  2  von  der  Beschaffenheit,  das» 
34— l^f»,  6A—\  =  0,  1844  — l  =  ii  ieti  dann  sind  2M  und  2APQ  ciu 
Paar  befreundeter  Zahlen.  « G.  , 
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finde  leb  in  den  Commant.  Petrop.  VII.  133.  nnr  die  von  Enier 

II* 

angegebenen  Wertbe      und  -^q  iBr  mssS  und  m=4  ^ 


4.  Aufgabe.  Jemand  soll  p  weieee,  q  ecbwarze  Kugeln 
in  airei  Urnen  derartig  vartbeUeUj  dass  man  durch  einen  blinden 
Griff  wabracbeinltcber  weiss  als  schwarz  zieht.  Wie  ist  diese 
Verth eilong  vonvnebmen  ¥  Auf  wie  vieifacbe  Art  let  eine  eolcbe 
Vertbeiliiog  niligUcb»  wenn  pss3  and  9ss4  ist? 


Ueber  eia  algebraisches  Problem  von  Herrn  Bar* 
naba  Tortolioi  in  Rom»  die  cabischen  Gleichungen 

betreffend. 

Von 

Herrn  Dr.  Ludwig 

io  Besam. 


Laut  des  Literar.  Berichts  CLXXXIV.  S.  15.  des  Archivs 
ist  in  den  Ann  all  di  mat.  Tom.  Vit  p.  297.  ein  Artikel  von 
Tortalini  verüffentlicbt,  enthaltend:  Risoluzione  di  un  pro* 
blema  relative  all'  equazioni  di  terso  grado.  Die  Aufgabe 
ist:  Wenn  eibe  cubische  Gleichung  gegeben  ist,  die 
Gleichung  au  finden^  deren  Wurzeln  die  Verhältnisse  je 
zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Da  ich 
mich  leider  nicht  im  Besitz  der  Ann.  di  mat.  be6nde,  so  kann  ich 
nicht  beurtheilen»  ob  die  folgende  Dednction  neue  Geeicbtspankte 
darbietet  *). 

Gegeben  sei  alae  die 


*)  Ich  glaube  es.  Entlehnt  ist  die  Aufgäbe  eigentlich  au«:  i  he 
Edacational  Timea.   Aogast  1866.    p.  lOB.  G. 
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und  die  Worzeln.  detselben  Miea  mp.  «r,  /I«  y.  Es 

■oU  die  GleleboDg 

gefaodeo  werden^  welche  die  Verhältnisse 

a      P      a      y      ^  y 

r  i'  r  i'  r  f 

wa  Waneln  bat  Hieraas  gebt  aonSehst  benrer»  dass  die  gesuebte 
Gleiebvog  eine  reclpreke  Gleiehasg  des  sechsten  Grades  sein 
niQSs;  alse  von  der  Ferro: 

Bildet  man  diese  Gleichung  mittelst  hinemlscher  Factbren  ans 
dem  Producte: 

ao  üudflt  man  leicht: 

-t2+2£(?) +  2(^)1,» 

+  ,3+  2(^)  +  +  2(^)|,.-2(?),  +  l=U. 

Um  die  Summen  der  symmetrischen  Functionen  zu  erhalten,  bedarf 
man  der  Gleichungen: 

«-1-/94.7  SS  41,  «•+ =8  ii' s=  26, 

aßy  =z  c,    a^ß^  +  uY  +  ßY  =    =  6"— 3a6c  -f-  3c*. 
Nun  Ist; 


a/5y  ~      C      ~     c  ' 


— 2a»c+aW-|-4«6c— 3c*--26» 
=  3  • 


ZV 
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Settt  nun  dicM  Warthe  in  die  s^Gleichnng  ein*  so  erliilt  man : 

+  55  — -  y+i«a 

Sind  also  die  dtei  Watieb  i^leieb,  nSmlteli  /lc=  y  =  «*  m  int: 

ond  die  bicabieebe  GleiebuDg  gebt  illier  int 

in  welciieni  Falie  man  erhttt: 

3to  =a  yi  ssyt  =  jf^  =     s  jf«  s  L 


Ueber  einen  Sati  yon  der  Ellipse. 

Von 

dem  Herausgeber. 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

Iiel&rnAts« 

Wenn  in  eine  ElUpne,  deren  Mitteipnnkt  C  nein 
mag,  ein  DreieelL  A^AiA^  beeebr leben  let»  eo  aiebe  mam 
naeh  den  Bllttelpnnkten 

der  Seiten 
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dieses  Dreiecks  die  Halbmesser 

der  £llip8e.  Zieht  man  dann  durch  einen  ganz  belie- 
bigen Punkt  A  der  Ellipse  mit  den  Uaibmessern 

die  ParelleleD 

ADo.  AD^,  AD^, 

welche  die  Selteo 

AiA%,  A^Aq,  AqAi 

des  Dreieck«  AqA^A^  in  den  Punkten  Dq,  D^,  schnei* 
den;  so  Hegeo  dieee  drei  Dttrchechnittcpeoltte  Jeder* 
leit  in  cttter  Geraden. 


Beweis. 
Die  Coordioaten  der  drei  Punkte 

Aot  Ag ,  A% 
seien  in  heicannter  Beselebnang  reapective: 

acosuo,  bemu^\  acostii»  ösintii;  acosu^,  6sioiii. 
Dann  sind  die  Geerdinaten  der  Ufiftelponkte 

der  Seiten 

AiA^f  A^Affg  A(^i 

des  Dreiecks  A^AgA^  respective: 

|a(co«iii  +  coaaci)  s=  ocoai(ti^ -l- »i)  eosKifi  — 
|6(8intii  >f  siniia)  s=  b alal(tti  -1- ti|) cesKui  — aij; 

\a  (cos  tif  -|-  cos  «o)  =  a  cos  \{u^  -f  w^)  cos  — e^) , 
16  (sin  Mb  -f  sin      =  6  sin  Kiia    Mo)  cos  l(Mt  -^«o)  * 

ia(cOStto  +  C08tti)  =S  lfC084(Mo4-Wi)  C08i(flo — Ml), 

|6  (sin  f/o  +  sin  iij)  =  6  si ii  i(«o  +  «i )  cos      — «i). 

Felglich  aind  die  Gleichnngen  der  durch  deo  Anfang  C  der 
Ceerdiaaten  gehenden  Geraden 
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respective : 

6 

y  =  -a;tangi(ti,+tt2), 
6 

b 

Beseichneo  wir  nun  die  Coordinaten  des  beliebigeo  Punktes  A 
in  der  Ellipse  durch 

acosu,  bamu; 
so  fiind  die  Gleiehniigen  der  dea  Halbmeseem 

CBq,  CBit  CB% 

parallelen  Geraden 

ilDo,  ADi,  AD^ 

respeefive; 

f/—bBinu  =  -tangK»!  «!).(«-  acoeiOf 
y— fti^DH  as|tang|(i%-|-t(o)*(«— aceetc), 

oder«  wie  mao  leiebt  findet  s 

AaPBin4(tt,+Ho)-.|^coeK«a+«o)  =  «^eintKÄi+tto)— »I»  * 

Die  Gldehnngen  der  Seiteo 

AiA%f  A^Aq,  AqAi 
sind  besiehungsweiee : 


sin«!  — 

8int% 

cos  »1  — 

COStCj) 

sinu^— 

-sintio 

C08l%— 

coauQ 

ein  «0— ein  Ml 

C08«o— 

-eeei% 

y  —  6  sin  i/p  =  - »  ^^1..  (sc  —  acosUf^; 

oder: 


Digitiiicü  by  G(. 


Orunert:  üeder  Htten  Saüt  pon  äer  EN^e,  465 

3f — 6  610  ti|  s  —  ^  cot^{ux  -|-  %)  •  — a  cos  «i), 
y  —  6«io%s=— ~  cot4(tts-f  Uo)'(«'-acoatis), 

oder,  wie  man  sogleich  tibersieht: 

6jreoeKt%-|-«o)-l' asfMoKx^-Ftib)  s=  <i6cosK«i— «(o)* 
6j: cos 4(uo  -I-  «i)  "fl*  ojfsm^UQ  -|-  tii)  =:  a6 cos |(t(o «i)-  ^ 
BeieichneD  irir  on»  die  Coordinateo  der  Dnrcbechoittspankte 

der  Geradeo 
mit  deo  Seiten 

AiA^t   A^ÄQf  Aq^i 

respectiTe  durch 

X^,  n;  ir„  F,;  Ji;,  F«; 

60  baben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  dem  Vorbergehendee 
die  GleichuDgeo: 

^^elDi(ti|  H-«e)  —  «FocesK«!  +  «a)  ä  a6sio(|(ifi  +     — m, 
6Jro«osK«i4«t)  +  «FosloKtf|+tfg)  stfAeosKiei— «b); 

6Zi8ini(u2-f  «o) — o^^i  cos +      =  a6sinU(«2  +  "o)~**l> 
6^1  cos  K«s-f  %)  -f  a  Fi  sioiCti^  -f-     =  «6  cosi(ti^ — ; 

^JT^sinK^o +     —  aF2Cosi(t£Q  + ttj)  r=  fl6ain{|(?/o  +  «i)— 
cos  i(Mo  +  «i)  +  ö  l^i  sin  4(^1  +  ««i )  =  fl6  cos  ^(wq — «i ) ; 

aus  denen  sich  teichts 

2Xq  =  a|cos«  +  co8tti  -f  cos «2  —  cos («1  -f  % — «)), 
2Fo  =  6(610 u-l- sin U|  -fsint^— 8in(tfi  -f  i%— 

S3  alcoau-f-cosift-f  cosfCo— oos(ti2  +  tio  — 1<)}, 
2Fi  =  6{8intt-f  8intf«-|-siniio^siD(u2  +  »o — «)}; 

2Ät  s=  a(costt-f  eo6t<|>-|-co«t(i~cos(t(o-|-ii|— 
2F|i  =  6(dnti  -1-  aln«iQ-|-8intri»8lo(ti^4  tt]  — «)} 
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ergiebf. 

Ans  diesen  bemerkensvc^ertben  Formelo  leitet  man  leicht  die 
folgenden  Formeln  ab: 


— 2asin5(M()  — 

—  w)  cos  1(Uq  +  «4  +  — 

«), 

•tit)«ini(tio 

«). 

—  2at»iu  — 

W)  cos  5(1/0  + 1£|  + 

tt); 

r.- 

F,= 

sin  l(Uff-^ 

—  u)  sin  |(tfo  +  «i  +  Ma  — 

tt), 

ira)0iD|(iio 

— tf)«ioi<tio  +  «1  +ict— «)» 

— 26  8ini(Mj  — 

Wo)8in|(Mi 

— ti)  sin       +  Ui 

I 


Die  Bediogiin^sgleichung,  dasB  die  Punkte  />o,  Di,  Z>s  oder 
(JToFo),  (Xi  Vi),  (X^Y^)  in  einer  Geraden  liegen ,  ist  belranntlich: 

-X;>(Fi-F,)+Jf,(rs-Fo)+jli(Fo-ri)=.0. 

Oders 

+  {Ao-(^o-^Y,)}(F2-Fo)  >=0. 
+  t-Xo+(J(,--Xo)|(Fo-Fi)  }  . 

oder: 

^ol(ri-F,)  +  (F^-}o)  +  (Fo~F,)}  ) 
-l(j:o-^iXI^e-J'o)-(^e-^o)(n-F»)| ) 

oder: 

(Äo  -  ATJ  ( F.  -  Fo)  -  (li-lTo)  ( Fo  ~  Fl)  =  0 , 

oder : 

(ü- Jt.)(r,-  r.)  =  Ä-JW(i'„-F,). 

Uass  aber  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  gebt  aus  den  obigen  Ans- 
drucken  der  Differenzen  der  Coordinaten  der  Punkte  Z>,^,  Di,  Dj 
&ut  der  Stelle  hervor«  und  unser  Satz  ist  daher  bevriesen. 

Sueben  wir  nun  noch  die  GieicliaDg  der  durch  die  Punlcte 
/>ot  Di  9  D^  gehenden  Geraden. 

Diese  üleicbung  ist: 

Fo  =  ^_jf|(^  —-^0)» 

oder; 


* 
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(r„-F,)«-(Ji-Äi),  «  Ji(ro-F,)-F,(jii- j,). 

aUo,  wenn  man  die  obigeo  Ausdrücke  von 

Aij,  Fq  and  Jt^— J^»      — Fi 
eioföbrt,  und  die  dadurch  hervorgebende  Gleicbang  durch 

dividirt : 

2to^co8i(2/o-f  ti|  ■{-v% — u) — 6ä:sini(uo-|-2£|-f  % — u)\ 
I    [«Dtt-fsio  if|  -|-«io  ttt— «in(tti-|-%-^iO]  eo8K*(6+V|-i-ttt-'«)^ 
\ — [cosu + cosui  +  costfg — co8(m|  Sin  v(uo4-ui        m)  ' 

810 1(3»  --filo^  «t  ^  «2) 

+  siniCw  +  Wo""""!"*"«) 
+  sin  Ktt—Vo  -f-  tH  —  «t) 

-f  tiin  4(»  —  tio  —  U|  -f  t%) 
oder: 

/     elDiU«— iib)+(ii-i^)4-(«-i<^} 

]  +8in4{(«  — Mo)+(«i— tta)l  f 

=586  <  >  > 

welche  Gleicbang  gans  symmetrtech  ist 

Oer  voD  mir  bter  bewiesene  Sets  Ist  von  Herrn  J.  J*  Wal« 
ker  ie  London  in  dem  Jonmal:  »»Tbe  Edncatlonal  Times. 
Augast  1867*  p.  III.*'  ebne  Beweis  anfgestellt  worden.  An* 
dentangeo  na  einem  Beweise  Ton  Herrn  W.  S.  McCay  in  Edln* 
bnrgb  ond  Herrn  S.  Bills  in  Newark-on-Trent  finden  sich 
an  demselben  Orte*  Die  von  mir  im  Obigen  entwickelten  For- 
mein  und  Gleichungen  dürften  sich  Tielleioht  besonders  doreb 
ihre  Symmetrie  empfehlen. 

Die  Erweiterung  auf  die  Kegelschnitte  überhaupt  überlasse 
ich  dem  Leser. 
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Ueber  einen  Satz  vom  Kreise* 

Von 

dem  Herausgeber. 


IiClir0»tB* 

Dorcb  einen  Punkt  A  eln«s  Kreise«  seien  drei 
Gerade  gesogen»  welche  den  Kreis  snm  streiten  Male 
in  den  Pnnlcten  ^o»  ^i»  -4  schneiden.  Beschreibt  man 
nun  aber  den  Sehnen  AA^,  AAi,  AA^  als  Durchmessern 
drei  Kreise«  weiche  also  sSmmtÜch  durch  den  Punict 
A  gehen,  so  liegen  die  drei  zweiten  Durchschnitts- 
punlcte  dieser  drei  Kreise  jederseit  in  einer  Geraden. 

Beweis. 

Befor  wir  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  nfiher  eingehen, 
wollen  wir  lucrst  im  Allgemeinen  zeigen,  wie,  wenn  die  Coordi- 
naten  des  einen  Durchschnittspunkts  sweier  Kreise  gegeben  sind, 
die  Goordinalen  de«  anderen  Darebaefaaittspnnkts  dieser  beiden 
Kreise  gefunden  werden  kSnnen. 

Zu  dem  Ende  seien: 

die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  und  a,  b  seien  die  CJoordina« 
ten  ihres  einen  Durchschnittspunkts.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Coordinaten  des  anderen  Durcbschoittspunkts  durch  ,  jf^i ;  so 
bähen  wir  die  folgenden  Gleichungen: 
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(«bi  —«1)*  +  (iToi         =5  n«; 

welche  sieb  auf  lolgeüde  Art  schreiben  lassen : 

KaV»  -  «)  +  («-«0)1»+ t(yoi  -  «  +  (6-6o)P  =  t-o«, 
K^foi  -  «)  +  (ä  <  (i^oi  -Ä)  +  (6-6,)  l«  =  rt». 

Entwickelt  man  nun  die  Quadrate,  nnd  bemerkt,  dass,  weil  {ab) 
der  eine  DorchschDitt^punkt  der  beiden  Kreise  ist»  die  beiden 
Gieichaogeu : 

(a-Oo)^  +  (6-6o)«  =  ro*, 

Statt  fioden ;  »o  erhilt  man  die  beiden  folgenden  Gleichingeii : 

(»ct-a)H(jfoi  -  +  ^{{a^a^ix^  -a)  +  (6--6a)öfei— 6)| «  0, 
(«^  ~a)«+(yoi +  2{(a  -  Ol)  (^01  -«)  +  (6-64)  (y«i-6)}=0; 
und  dnreh' deren  8obtraetion  die.Gleicbvng: 

(Oo — Ol )  (arpi — a)  +  (60  -  61)  (^oi — 6)  =  0. 

Insofern  wir  nen  aDnebroen,  dass  die  lieiden  Kreise  tririclicb 
in  dem  Pmilcte  (e6)  sieb  ecboeiden»  kSnoen  offenbar  die  beiden 


Grossen 

.Oq — Ui  und  60 —61 

nidit  zugieieb  versebwinden,  wesbalb  wir  etwa  Toranaaetien  wol- 
len, dann  60 —  ^  nicbt  verscbwinde.  Unter  dieeer  Voranssetsnng 
folgt  ans  der  vorstebenden  Gleicbung: 

also: 

(^«-«)'  +  (yo,-6)*  =  ^J±{^i=^'(xo.-«)«  ' 

nnd: 

(«— «b)  («Ol  -«)  +      *o)  (yw  — 

_  (g—OQ)  (6o-6|)  —  (6—60)        ai)^,  . 

Daber  hat  man  naeb  dem  Obigen  die  Glelebnng: 

 (*oi-«)H2  ^ir^;^  (*öi-a) 

=  0. 
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Diese  Gleiehimg  wird  erfüllt  durch 

daon  iet  aber  wegen  der  Gleicbuog 

auch 
folglich ; 

xoi  — «  =  0,  jfoi  — *  =  0  oder  aroi  =  «.  yoi  = 

so  dass  also  der  Punkt  der  Durchschnittspunkt  (ab)  der 

beiden  Kreise  ist,  welcher  hier  nicht  gesucht  wird«  fiach  dem 
Obigeu  mfissen  wir  also: 

=  0 

sets6D,  woraos  sieb,  sngleicb  io  Verbindong  mit  der  Gleicbang 

.  ÜQ   Ol 

zur  Bestimmung  der  gesnchten  Cootdinaten  x^,  die  folgen- 
den  Formeln  ergeben: 

2        gi){  (o-  qp)  (ftp  -  bQ-ib-bp)  (qo-gt)> 
(«a-«i)*  +  (6p-6,)« 

Die  Voraussetzung,  dass  — Qi  nicht  verschwindet,  führt  gaoz 
zu  denselben  Formeln«  und  dieselben  sind  also  allgemein  gültig. 

Indem  wir  nun  zu  dem  Beweise  unseres  Satzes  übergehen, 
bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  durch  r, 
und  nehmen  dessen  Mittelpunkt  als  Pol  eines  polaren  Coordina* 
tensystems  an,  welches  wir,  in  Verbindung  mit  dem  entsprechen* 

den  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  der  acy,  dessen  Anfangs- 
punkt der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  ist,  in  welchem 
Systeme  ferner  der  positive  Theil  der  Axe  der  ;r  mit  der  Axe 

des  polaren  roordinatensystems  zusammenfallt  und  der  positive 
Theil  der  Axe  der  y  auf  der  Seite  der  Axe  der  .x  liegt,  nach 
welcher  hin  die  Winkel  io  dem  polaren  Coordinatensysteme  von 
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seiner  Axe  «n  von  0  bis  360«  gezählt  werden ,  unseren  folgenden 
Betrachtungen  zu  Grande  legen.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun 
alle  im  Folgenden  zur  Betrachtung  kommenden  Coordinaten  recht- 
winklige CoordinateD»  aasgedrückt  durch  die  entsprechenden  pola< 
len  Coordinaten. 

Die  Coordinaten  dee  Punkten  A  seien: 

rcoso,  rain«; 
die  C^rardinalen  der  Punkte 

Aq$  Ai,  A^ 

seien  respective: 

reose^,  rsine^;  rcoeo^»  rsine^;  reosot,  rsinffg. 
Folglich  sind  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Sehnen 

AAq,  AAyt  AA% 

beziehungsweise : 

ir  (cos  tt  -1-  eos  fl^ »  (sin  a  -f  sin  er«) ; 
4r(ooe«-|-co8a|)»  jr(sinaH-*{nai); 
ir(costt<|-eeBn^,   |r(sina-f  sino^. 

Wenn  wir  mm  die  Coordinaten  x^x,  y^i  des  zweiten  Durch» 
schnittspnnkts  der  in  dem  Punkte  A  sich  schneidenden,  über  den 
Sehnen  AA^^,  AA^  als  Durchmessern  beschriebenen  Kreise  finden 
wollen«  so  müssen  wir  in  unseren  obigen  aligemeinen  Formeln: 

«sareos«,  Assrsin«; 

qq  =  ^rCcoscK  +  cosci^),  6o  =  if(sina-|-eloe^); 

Ci  =  ir(cosa  +  cosa|),   bi  =  |r (sin et  -|- sin «i) 

netzen,  weraos  nicb  ergiebt: 

a— flo~    ir(cosü;  —  COS  tt^) 

Ä— rsin  4(a— a^sini(a  +  c^, 

5— fl^ss  |r(sin«~«ln«^ 

=    r  sin  4(ce  —  «o)  cos  \{a  -f  Oq)  ; 

Ho— «t=:    ir(cosfl?o— coscfi) 

,  s=— r«inK«<b*~«i)«u>i(«b'l-«i)« 
6o~6i=  ir(sinoo~sincfi) 

=  r8ini(a^~Oi)cosi(«b*i'<>^i)' 

FolgUeb  int: 
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und: 

(a  -  «o)  (^o-A,)^(d -60)  (oi^-a,) 
= — 8ID  i(a — «0)  siD  i(tto  -  «1)  sin  i(a  +     cos  ^(«0  + 

+  r««in|(a—  «(i)  8iD|(<f^  + cv»)  sin      + ok) 

Ä— r««in  i(c — o^)  sin  i(a — sin  i(c^  -  a,). 

Daher  ist  nach  deo  obigen  allgemeinen  Formeln»  wie  man  so- 
gleich übersiebt: 

aroi  —reo««  =  2»-sillKa— cTo)  8ini(a— a^)  cosi(ao  f  Ui), 
—  r  sin«  SS  2r8in  K«-  c^sini(a— c^)  sin      -|-  «j) ; 

und  «Bf  ganz  fibnliche  Weise  hat  man  in  ähnlicher  Beseiehnung: 

Xi^—rcoBa  =  2rsini(o— a|)8ini(a  — o^cosi(a|  -f  a^, 
^1,    r  sin  «  SS  SrsinK«—  a|)sin  i(«— «^sin  iC«,  +  ; 

und: 

2rao— rcoso  =  2r6in|(a-^o^6in|(4x— c^cosi(os-^  ^i), 
jÜM)  -rsin«  =  2rsini(a— ff^sinK«— «0)  «n      *f  «b)- 
Bekanntlich  ist  die  ßedingaogsgleichuog»  dass  die  drei  Punkte 

(^otSToi)»  (i^isyit)*  Uffo^w) 
in  gerader  Linie  liegen: 

oder»  weil 

rc08«(yi2— y£o)+rcos«(yj|o— S'oi)+»'CO»a(yüi-yia)  —  0 

ist: 

(xoi— reos«)(ji^s--5^)  \ 
+  («so— Öroi -^12)  * 

Oders 

(^01  — rcos«) { ( Via  — rsin o)  —  (^20— I  ) 
+  (^12  — ''<^osc^);(7.2o— -rsinor)  —  (3^01 — rsin«)}  >  =  0- 
+       "~ cos a)i(y<ii— rsin a) — {$fi%—rama)\  ) 
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Nach  dem  Obigen  wird  also  diese  Bedtßgungsgleicbung,  wenn 
luau  für  die  in  derselben  vorkommenden  DiffereQ2ei\  die  betref- 
fenden Ausdrücke  einiührt: 

sin  |(a — Oq)  sin  l(a  ~~  Ui)  sin  i(a  —  c%) 

-f  sin  i(« — öq)  sin  j(a — a^)  sin  Of) 

=  0. 

Wire  ouD  etwa 

so  wäre»  indem  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

> cf^)  s  i^ff,  « — % sss  2^». 

Weil  aber  der  absolute  Werth  von  a — «,>  nicht  grosser  als  2«: 
ist,  so  kann  nur  —  1,  oder  k  —  O,  oder  A;  =  -f-l;  und  folg- 
lich nur: 

oder: 

Bern*  Keiner  dieser  drei  Fälle  fot  nOglicb«  insofern  ^ilo  «'»e 
wirkliche  oiebt  TereefawlBdende  Sehne  iet,  und  ee  kann  felglich 
•ln|(ce— nieht  verschwinden.  Eben  so  wenig  k5nnen  sinK«<— «|) 
und  8ini(a^a^  ▼erscb winden ,  nnd  es  ▼erschwIndeC  folglich  das 
Prodoct 

sinK«— 0^  sinK«— «i)  sinK«— 
nicht.   Daher  ist  die  obige  Bedingungsgleicbung: 

«os|{«b+«k)  l«in       «|)sln|(oi+«^ — sIdK«— o^sio  i(«s+«o)  \ 

+  eo8i(ci +«2) { sin i{a^€i^8'ui  ^(0.^  ^  a^^)  —  sinKtt— Oi) sin i(«o  +  «i) ) 
+  cosi(as+ato)Uin|(ar— d^sin|(iiv>*t'«)^)— einK«— fl^siiiK««!  + 

oder: 
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sini(«— Oo)  I  «in  4(ofo  f  «i)  cos  i(«t+«o)  -  cos  iCoo+aj )  s'm  i(aa-^ao)  \ 

=  0, 

oder: 

•inK«— 'Oo)8io|(ffi  — «•)  J 
•f  sin        «1)910^(0^—0^)  >  =0» 
-|>sioK«r->a^8iD|(c^— o|)  ) 

oder  durch  Verwandlung  der  Producte  in  Differensent 

+  cosi(o!  —  ocq -{^     —      ~~  COS  i{a -j- —  ctj  —  Oj)  | 

eine  Gleichmig,  welebe  in  der  Tbat  identisch  erfiint  ist»  wodurch 
also  nnser  Sats  irawiesee  Ist 

Wir  wollen  ntin  noch  die  Gleichnng  der  Geraden  Sachen,  in 
welcher  die  drei  Punkte 

(^oi3/oi)'»  (^iäS'iä)»  (^a'««) 

liegen. 

Die  Gleichnng  dieser  Geraden  ist: 

(^01— «itXy— yw)  =  (stoi  — y«)  -*oi)» 

oder: 

KäToi  — rcos«) — (jTia  — rcos  «) }  |  (y — rslnir)—  (3/01  — f»niii «) } 
==  I  (^01  — «) — (yit— »"»in  «)J  I    —  rcos«)  -  (Xf^i  —  r  cos«)  J, 

> 

oder: 

Ksn« K*—'«w«) 

—  ( {x^  — r  cos«)  —  (^11 —r  cos  «) }  (y — r  sin  «) 
=    («Ol  —rcos«)  Kj%i— ran«)  —  (9lia*-*rshia)) 

—  (yoi  — r  sin  «)  {  (xqi  —  r  cos  «)  —  (sPi^  —  r  cos  a)  |. 

Nach  dem  Obigen  Ist: 
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*  ■ 

(^«i  ~"  ^  cos  «) — j  —  r  cos  «) 
as  3r sin  i(a*-ffi)  ( sio       <>^)  cos  i(ffo-l'«ri}  ^  ^i»       Of)  cosK«!  -f  o^t 

=  rdol(«-«i)|    «••nK«  +  «.)  +  «i"i(«-2««-«>)  I 

1  —sin  i(a  +  Ol) — sin  J(a — ef|  —  2«^  / 

=  r«in  i(a  —  «1 )  { si  A  4(a — 2«« — «f| ) — fllo  |(«— «i  — 2ofjt) } 

=:  Srsin  i(a— «i)aiDi(<%— c^)  co«i(a— äj  «-^c^, 

SS  Srsiii «i) t sin 4(a— a„)siiii(c[b  +«,)  —sinK«— 0^)810 +«^| 

i  — cos|(a — «1—202)  +  cosK«  +  a|)  ) 
=  rsin4(a — ai){co8i(a— 2a^ — «i)  —  cos  5(0  — C|  — 2«2)} 
s= — 2r  sin  i(« — <i|)  sid      — 11^)  sio  i(« — — «|  —  o^l. 

Ferner  ist: 

—  (yoi  — rsln«)  |  (45^«  — reo««)— (a?i  j  — reo««) } 
—  —  (afoi  ~"  (yi»     s***    +  (yoi  —  r  sin  «)     j — r  cos  a) 

=  —  4i^8in|(«--«o)8f  D  |(a— «r|)*6iii  Kor— o^)  co8i(«Xo-^«l)6illK«l 

+  4r*  sio  i(a— oo)  sin       «fj)*  sin       «»)  sin  iCoo-f  «1)  cos  i(cti  -f^s) 

und  daher  die  Gleicbong  nnserer  Gerades: 

— 2r8in  4(« — «fg)  sio  K<% — ^i) i(« — — «1 — ««)        coa  «) 

— 2r  sin  i(a— «i)  sin  ^(a^ — «o)  cos  ^(0 — «q  —    —  ßg) .    — r  bin  0) 

=  —  4r»  aiD  |(« — o^)  sin       «fi)*  aio  K« — «2)  ain      — « 

Ganz  eben  so,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Fac(or«u 

sinK«— oo),  alni(«— «i)«  aini(«— o«) 

nicht  verschwinden  können,  überzeugt  man  sich,  dass  auch 
ain^(a2~^o)  nicht  verschwioüen  kann,  wobei  man,  wie  früher 
die  Sehnen: 

a4^0,   A^f^  f 
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jetzt  nur  die  Sehne  A^Aq  in's  Aoge  fassen  braucht ;  daher 
ergiebt  sich  aii8  dem  Obigen  die  Colgeode  merkwürdige  Gleichung 
der  durch  die  Punkte: 

(^SToi)»   (^itjftfl)»  i'foffid 
gebenden  Geraden: 

0ioK«"-a^*«i  — «i)  »(x— reo««)  +  co«|(«— c^a— «j— — r«ia«) 
Ä  2r8ini(a — «^,)  sin|(a  — a|)  sin^Ca — oj, 

oder: 

^sini(«— «o— «1— «t)  +  f  co»|(«— «o~«t~««) 

oder: 

=:sini((a— + («— «i) + («— «e)l  +2gioi(*— «^)«ioi(a— «I  )«ini(f  «a). 

Nun  ist  aber  allgemeio: 

sin  (a; -|- y -f- +  2  itin  orsiny  siof 
=  sio  (dF  -f  y  -I-  z)    cos  {«— y)  sin  r— «os  (« -fr-y)  stn  s 

♦  =:  6\i\{x  +y +  i)  +  isin(a:— ^  +  2)  —  — y  —  *) 

— isiii(a? +3r  +  x)  +  |sin(«r      — <) 

und  folgücb  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  unserer  Geraden: 

2ar  2« 

sin  i(a  -  «o — «i  —  «t)  + -f  cos  i(a — —  «,  — 

Ä    sinii     («— «o)  +  (a— «i)  +  (a— 
+  8in|t— (a— «o)  +  («-«i)  +  («—«1)1 
+  sin  i  t    («  —  «o)  —  (« — «i )  +  («—«,) } 
+  «'mit         «o)    («— «i>—  («— 

Ooii  kier  bewiesenen  Satz  bat  in  der  Zeitaebrift;  Tbe  Edn- 
«ational  Times*  AognatlSOT.  p.  III.  Herr  AtRenscbafr  In 
Sb  er  wo  od  Rise«  Nottingbam  ebne  Beweis  mltgetbeilf»  and 
Herr  HirsI  in  London  bat  denselben  ebendaselbst  durch  eine 
geooMtriacbe  Betracbtang  auf  einen  anderen  Sats  tarOckgelllbrt; 
die  von  mir  im  Obigen  entwickelten  Gieicfanngen  können ,  glaube 
icb»  noteh  an  mancben  anderen  bemerkenswertbenResnltaten  äbren. 
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Miscelleik 


Eine  Aufgibe  über  eiaen  ^metrischen  Ort. 
Von  dem  Herausgober. 

A  u  f    »  1»  e. 

Den  geometriecheo  Ort  der  Darebeetmittspaekte 
je  sweier  Berfibreoden  einer  Ellipse  eu '  beetlaiinen, 
deren  ßerührnngseebne,  worunter  man  belcanntlicb 
die  Sehne  versteht,  welche  die  Berfibrongspunkte  der 
beiden  Berflbrenden  mit  einander  verbindet,  eine  ge- 
gebene coaetante  GrSeee  bat 


Die  Anomalien  zweier  beliebigen  Punkte  der  Kilipfie«  deren 
Gleichung  wie  gewöhnlich 


seil)  Hiagr,  8eieo  Ui  *).  Die  Gleichungen  der  Berührenden 
der  Ellipse  io  diesen  Punkten  sind: 


AnflSeung. 


*)  Wegen  aller  hier  zur  Anwendung  kommenden  Formeln  verweiie 
ich  auf  meine  Abhandlung  Thl.  XXIV.  Kr.  XXIX. 
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wo  X,  y  diesen  beiden  Gleichungen  genügen  müssen,  da  es  sich 
nm  den  üurcbscbnittsponkt  der  beiden  Berührenden  handelt. 
Bezeichnet  non  s  den  gegebenen  constanten  Weitli  der  Länge 
der  BerührungMebne^  so  ist  bekanntlich: 

2)   j*=4ein|(wo— t/i)*U»8in4{i«o+Mi)«+Ä»co8i(Mo+Mi)2}. 

Aus  den  drei  vorstehenden  Gleichungen  müssen,  um  die  Glei> 
chung  des  zu  bestimmenden  Orts  zu  finden,  die  beiden  Anoma* 
iien  «0»  t«i  eliminirt  werden. 

Dnrcb  Addition  undSubtraetion  der  Gleiebm^en  1)  erhält  man: 

3) 

-  cosi(t(o<f  tt|}Gosi(i<o— «|)-|-|«ini(uo-f>ti)co8i(tio— ifj  =  1, 

|sini(^>  +  ti,)sini(tf^— Iii)— |Gosi(ifo-fti|)sini(t^— tfi)=0; 
also: 

folglieh : 

t 

ty*  x^  o""^ 

^cosi(iio+tti)«  =  ^siDi(i<o  +  «i)*  =  i»— +  "4^*5 

woraus  sich: 


sioi(Mo.+  «i)''=^ 


a 


qS  ^2^2 


ergiebt. 

Folglich  ist: 


a*sin4 


rinU«,  +  «.y +*«C«  ««, +%)»= 6^^,  4;,^«  • 

■        I  '  < 

und  daher  nach  2):  ■ 
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cos 


Qaadrirl  man  die  eiste  der  beiden  Gleiehnngen  3)»  so  erhSIt 
inae  die  Gleiebang: 


2 


4. 2  -  •  1  «D       +  tit)  coe  Kko -i- »1) 
Naeli  4)  iets 

und  Bach  dem  Obigen  iet  ferner: 

^SinKtfo-l-tti)  =5  J  C06Kl^-|-»|), 

also: 

^ .  I  sin  i(ifo + H)  cos  i(«o  +  «1)  =  |i  cos  i(Mo + « =  ^^^^^r 
Daher  erhält  man  die  Gleichung : 

folglich: 
•Im:' 

woraus  sich  die  Gleichung: 

cosK«o-«i)*  =  55gq:^' 

also  nach  5}  (Ue  Gleichung:  ... 


480  MUeeUeit, 

ergiebtt  welches  die  Glekhong  de«  tu  beeümneoileii  Orte  ist. 
Leiclit  bringt  mao  aber  diese  CJeicbong  auf  die  Form : 

Setseii  wir: 

so  wird  diese  UteichuDg: 

<ii*sia9^  +  ^eas9)*)»j*r* 

woraus  sieb: 

^  .  4iW(fl*sia  y*  -f  Mcos y*)  

# 

oder: 

 4ft^6^  (g^ain     4^    cos  9?^)  _ 

^  (aSsio9>*-|-6Scos9»*)  ta*(4a«— 4»)sIb^»  +  ^(46»— j«)«os9»r 

also : 

2ab  V «^sinfp«  h^cnstp'^ 


ergiobt. 

Die  Gleicbuog  6)  lässt  sieb  auch  auf  Iblgende  Art  acbreibeo: 

und  überhaupt  lassen  nich  die  obigen  Gleichungen  noch  aut  ver- 
schiedene Arten  umgestalten;  das  Weitere  hierGber  und  die  wei- 
tere Untersuch ung  der  entsprecheoden  Ortscurve  überlasse  ich 
jedoch  für  jetst  dem  Leser. 


Ueber  einige  Sitae  veo  der  ElU|iie. 

Von  dem  Herausgeber. 

Die  Gleiebongeo  zweier  conjugirten  Darebmesser  einer  Ellipse» 
deren  Längen  wir  darcb  2Ap  2B  beieiebnen  weUea«  «ind  im  All* 
gemeinen^): 


•)  M.  s.  die  Abbandlesg  Tbl.  XXll^.  Kr.  $.  & 
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3f  SS  ja?  taug«»   y  =  —     «#1« ; 

Qod  es  Ist:  . 

Durch  den  eiaen  der  Heiden  Brennpunkte  der  Ellipse,  deren 
Coordinaten  e,  0  sind,  wo  e  posithr  und  negativ  sein  soll,  lege 
man  eine  dem  Durchmesser  iB  parallele  Sehiie;  so  ist  deren 
Gfelchung:  ^ 

yz=  —  -  (ar — e)cotu. 

Bezeichnen  uir  die  Durchschnittsputikte  dieser  Sehne  mit  der 
Ellipse  dnrcb  X,  Y;  so  ist: 

r=-i(X-e)coiu.    (|)*  +  Q'  =  1. 

Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  X,  Y,  so  erhält  man ; 


Xts  eeostt*dbelntc  Va^^e^cos«*, 
Fs5^co»ti(eBtiitt  ^  V  c*  —  6*costt*) ; 

oder,  weil 

<?*  €08  (a*—  6»)  cos  fi»  ==.  a«fiin  ««  +    cos  m«  = 

ist: 

Jf  =  s costt'  ±  BainUt 

F'S  ^co8t((«  sin  u  i=  i^). 

Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  der  Sehne  dorch  2S,  so  ist: 
also  nach  oben  Stehendem : 

B^ 


Der  FIftcheninhalt  des  Ttereck««  welches  den  Diameter  2A 
und  die  Sehne  2S  an  Diagonalen  bat,  sei  so  ist,  wen«  $  den 
▼on  den  beiden  conjugirten  Durchmessern  eingeschlossenen  Win* 
kel  beaeicbnet: 

und  folglich ,  weil  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Kegd' 
scbnitten : 
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•lod^^Jg  ist: 

aläo,  vveil  Dach  dem  Obigen: 

S  =  —  ist!  J=26B. 

Der  Inhalt  J  ist  also  dem  conjugirten  Diameter  2^  proportiooal. 

Bezeichnen  wir  den  DurehscbnittvpuDkt  der  Sehne  25  mit 
dem  Diameter  %A  durch  {X'Y')^  so  babeo  wir  die  foigendeo 
OleichuDgen : 

r  =  ^j:'taDg«,  r  =  -^(j:'— e)cotiii 

woraus  man  durch  Etiminatioii  Ton  u  auf  der  Stelle  die  Gteiehung: 

<i»F'*  =  — 6»JC'(A'  — e),   oder:   an^^^U^X' {X' ^e) 

erhält  Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Grosse 
so  wird  dieselbe: 

fl«F'H6«(X'«-e-X'+ie«)  =  i6V,  also:  ^«(JlC'-ie)^  ha*r»=i6V, 

oder: 

woraus  sich  ersieht,  dass  der  geometrische  Ort  des  l-'unktes 
{X^Y')  eine  Lllipse  ist,  die  mittelst  der  vorsf<  li enden  Gleichunj? 
leicht  näher  bestimmt  werden  kann,  was  wir  dem  J^eser  iiberlasseo. 

Die  obigen  Sätze  sind  von  Herrn  R.  Tucker.  M.  A.  in  den  ,fEdu- 
cational  Times.  March.  1867.  p.  278/^  mitg^etheilt,  und  Ton  dem 
Herrn  Proposer  selbst,  und  Anderen,  bewiesen  worden;  die  obige 
Dartletloag  ist  davon  gant  verschieden,  uad  hana,  wie  et  mir  idisint» 
noeh  an  welleren  Betrachtungen  fahren» 


BertehUgaiigenjzn  Tbl.  XLYU.  Heft  I.  and  II. 

S«i(e  Ztile  für  mTm 

151  12    T.  o.  Cotg  Loth. 

161  13    v.o.  pramntici  ^omatici. 

162  16    v.o.  äq)i-i}u7/Tt>f^  aQixy/jTjTtTCij, 

238        3   V.  a.   COS    4-  A  —  1)  V»      cos  (9>  -|  A — 1  y). 
S89        8   V.O.   — nsin*^  — «sin*»^. 

241         7    v.o.    -fsm^Wy  — ein -Wqp. 

241  hinter  Formel  (23)  auf  Zeile  16  füge  man  hinzu: 

„EbeOBo  erhilt  man  dnrdi  Vergkichang  der  Tomtün  (13)  und  (2ü}  die 
meikwtkrdige  Gleichvng: 

n^i  n-l 

i^(n— l)eo8S^'{-8ln9>  J  (n— 1)  (Ji  -  l+l)  Bin(S2-.l)9»s=  411(11— l)." 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXV. 


Am  2üsten  April  1867  starb  in  Nizza 

Hattlu  Soiiaar, 

Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  an  der  Universität 
zu  Gent  und  Mitglied  der  Section  des  Sciences  mathematiques  et 
phystques  der  Königlich  Belgischen  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Brüssel,  ein  vielicicli  verdienter  Mathematiker,  dessen  INecrolog 
wir  gern  im  Archiv  abdrucken  lasseo  würden,  weon  er  uns  gütigst 
mitgetheilt  werdeo  sollte.  G. 

« 

Am  Isten  Juni  1887  starb  an  •ioem  Longenleiden 

Dr.  OMrg  Karl  GbristlaD  y.  Staadt, 

o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitit  zu  Erlangen. 

Aus  einer  alten  Patrislerfamilie  stammend,  ivar  deraelbe  im 
Jabr«  1798  In  der  ehemals  freien  Reichsstadt  Rothenburg  a.  d.  T. 
geboren,  wurde  nach  in  Göttingen  zurückgelegten  Studien  1822 
Professor  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu  Würzburg  und  Prlvat- 
doceat  an  der  dortigen  Universität,  1827  Professor  der  Mathematik 
am  Gymnasium  zu  Nürnberg,  und  1835  ord«  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  zu  Erlangen,  wo  er  bis  xu  seinem  nvu 
erfolgten  Tode  segensreich  gewirkt  bat.  Die  Bearbeitung  und 
weitere  Ausbiidnng  der  „Geometrie  der  tiage*)*'  hatte  er 


*)  Geometrie  der  hmg9  von  Dr.  6.  K.  C*  von  Staudt.  Kfirnberg. 
lB4r*  und  tp&ier. 
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sar  Haoptaufgabe  seioeA  wisseDScbaftlicben  Lebens  and  Streben« 
gemacht,  uod  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  werden  seinen 
Namen  in  der  Geschichte  der  Wiaaenechaft  stets  erhalten.  Allen» 
die  ihn  näher  kannten,  hiiiterlässt  er  das  in  sich  abgeschlossene 
Bild  eines  durch  anhaltende  Geiatesarbeit  gestählten  wiaaenscbaft- 
lieben  Charakters  eines  Mannes,  in  dem  eigenes  unermü'dlicbea 
Weiterstreben  mit  pietätvoller  Berdckaicbtigung  des  Bestehenden» 
Pflichttreue,  Recbtasinn  und  Strenge  gegen  sieb  seltiat,  mit  Heiter- 
keit im  geselligen  Verkehr,  mit  Wohlwollen  gegen  Andere  und 
gr&sater  Änaprucbsloaigkeit  wobltbuend  sich  vereinigten. 

Ea  würde  una  aebr  angenebm  aeie,  wenn  wir  yon  irgend  einer 
Seite  her  in  den  Stand  gesetzt  wQrden,  dieae  vorlftnfigen,  gri^aaten* 
tbeila  ana  Zeitunganaehrichten  entlehnten  Notiaen  einen  avaföhr^ 
liehen  Neerolog  folgen  laaaen  au  hOnnen.  G. 

fleorg  Friedrich  Bernliard  Eliemaiin 

erblickte  das  Liebt  der  W^elt  am  17.  September  1826  au  Breae« 
lena  bei  Lfinebuig,  wo  nein  Vater  Prediger  war.  ßr  war  ein 
gebornei  Uafhematiker,  und  so  fleissig  hat  er  eine  seltene  hohe 
Begabung  verwerthet»  daaa,  als  er  im  vierzigsten  Lebensjahre 
starbj  aeine  Faebgmoasen  den  Verlust  eines  Meisters  beklagen 
mussten.  Riemann  studtrte  1846  in  GOttingen»  1847  und  1848 
in  Berlin,  habilitirte  sich  1854  in  Gottingen,  tvo  er  drei  Jahre 
später  auaaerordeotUcher  und  1859  ordentlicher  Professor  ward. 
Zur  Milderung  eines  Lungenleidens  nach  Selasca  b«M  Intra  am 
Lage  maggiore  gereiat»  iat  er  daaelbat  am  20.  Juli  1866  geatorbea. 

Anf  ▼eiaehledenen  Gebieten  der  mathematiaehen  Wiaaenaehaften 
hat  aich  Riemann  mit  glXnaendem  Erfolge  hewShrt  Ver  Allem 
aber  leuchten  jene  Arbeiten  hervor,  welche  die  Puncttoaen  complexer 
Veränderlichen  und  ihre  Integrale  aum  Gegenataade  haben.  Dieae 
Theorieea  pflegt  man  aehen  jetat  raltRiemann*a  Namen  au  be- 
zeichnen; aie  werden  nein  Andenken  in  der  Geaehlehte  der  Wis* 
aeoachaft  fortpflaaaen.  Sie  dienen  in  eminentem  Grade  der  cba- 
rakteriaehen  Teadena  der  modernen  Mathematik»  den  Calcnl  mehr 
und  mehr  an  eraelaen  durch  Betrachtung  und  RSaoanement.  Um 
anf  dieaem  h9chat  abatracten  Gebiete,  namentlich  bei  der  ver- 
wickelten  Diacnaaion  vieldeutiger  Funetionen,  Dnrcfaaichtigkelt  und 
Anechaullchkelt  an  gewinnen,  aehuf  Riemano  ein  neuen  Hlllfls* 
mittel  in  der  Imagination  dgentbamlicher  rflamlleher  Gebilde,  an 
welche  die  Vorstellung  und  die  wiaaenaehafUlche  Terminologie 
aleh  aaknflpft   Sie  beach&ftigten  aeinen  Geiat  achon  In  den 
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Studienjahren.    Diese  neue  Art  eines  halbbilditchen  Ausdrucks 

W'usste  er  zu  einem  mächtigen  Werkzeug  des  analytischen  Sta- 
diums 7.11  gestalten.  Von  seiner  Thätigkeit  durch  einen  frühen 
Tod  abLüerufen,  hinterlässt  er  den  Ruhm,  als  ein  würdiger  Nach- 
folger seiner  Lehrer  Gauss  und  Dirichlet  an  der  Georgia 
Aujiiista  den  hervorragenden  Rang  ihrer  mathematischen  Schule 
in  voller  Ehre  aiilrecht  erhalten,  —  strebsame  Schüler  und  Mit- 
arbeiter in  die  neugeschaffenen  Gebiete  der  Wissenschaft  eioge- 
«veibt  zu  bab^n.  (Aus  den  Sitzungsberichten  der  Miiiicbeoer 
Alcademie). 

Am  28iilen  Affin  d.  J.  starb  zu  Tborn  der  emeritirto  Direetor 
des  dortigeo  KoDlglicheo  Gymnasiains  and  der  Realschule  erster 
Ordnung 

Dr.  Lvdwlg  Martin  Lanber. 

Derselbe  war  i^eboren  am  20sten  Juni  1793  zu  Breslau,  wo  sein 
Vater  dem  Kautniannsstande  angehörte-  Im  Hsten  Jahre  trat  er 
in  das  Magdalenen^ymnasium  seiner  Vaterstadt  ein,  von  wo  er 
1812  auf  die  Universität  Breslau  iiberL'itig,  um  Mathematik  und 
Philolotzie  zu  studiren.  Später  siedelte  er  an'  die  Universität 
Berlin  über,  1819  wurde  er  dort  in  das  pädagogische  Seminar 
aufgenommen  und  proniovirte  auch  in  diesem  Jahre  zum  Dr.  pbil. 
1821  wurde  er  an  des  noch  lebenden  Prof.  Dr.  Ohm  in  Berlin 
Stelle  an  das  Gymnasium  in  Thom  berufen  und  am  20sten  Sep- 
tember dieses  Jahres  gleichzeitig  mit  dem  Botaniker  O.  Lenz 
durch  den  Direetor  Brohni  eingeftihrt.  Er  hielt  dabei  seine 
Antrittsrede  über  „die  niath  ema tische  Methode."  18-2'2 
erhielt  er  den  Titel  Professor  und  18^16,  als  der  mit  der  interi- 
mistischen Leitung  der  Anstalt  betraute  Prof.  Ke  ferst  ein  an 
demselljen  Taii;e,  an  welchem  seine  Ernennung  zum  Direetor  ein- 
traf, starb,  wurde  ihm  dieselbe  übergeben,  r^eujahr  1839  wurde 
er  als  Direetor  definitiv  bestätigt.  Als  solcher  wirkte  er  in  Thorn 
bis  zum  28sten  October  1858.  An  diesem  Tage  zog  er  sieb, 
durch  Gesiindlielferacksicbten  getrieben»  in  das  Privatleben  sarilek, 
er  bevrahrta  aber  bis  zu  seinem  Tode  der  .ftaher  von  Ihm  gelei- 
teten Anstalt  und  iliren  Lebreri»  wie  Schltfem  ein  trenes  An- 
denken. 

Nicht  blos  als  Pädagoge  und  Lehrer,  sondern  auch  als 
Schriftsteller  im  Fache  der  Mathematik  hat  sich  der  Verstorbene 
einen  ebr^voUen  Namen  erf?orben.  Einig«  seiner  iScturüiea  sind 
folgende 
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1828.  De  «volf endarom  funetioDnni  priocipiis  ae  formulis  (Tbfir« 
ner  Progr.)* 

1832,  Ueber  die  MatheiDatik  als  Lebrobject  auf  GyanDasiea. 

Berlin. 

1834.  Versuch  einer  rein  wissensebaftiichen  Darstellan^  der 
Mathematik  durch  strenge  Begründung  derselben  in  ihren 
Principien  und  Elementen.    1.  Theil.  Beriiu. 


1836.  Unterricht  in  der  reinen  Klemeutar- Mathematik  nach 
Lehrkursen  für  den  Schutgebraocb.  1.  Tbeil.  Arith- 
metik und  Algebra.  Berlin. 

1837.  Dasselbe  Werk.    2.  TbeiL   Vorschule  der  Geometrie. 

EhendaseÜJst. 

1843.   Die  Elemente  der   geometrischen  Aehniichk.eits*  und 

Vergleicbungslehren  u.  s.  w.  Berlin. 
1849.    Das  Wirken  und  Wesen  der  Naturkräfte.  (Progr.). 
1862.    Die  Grundlehren  der  Physik   vom  Standpunkte  einer 

idealen  Auffassang  des  Naturlebens.  Tboro. 

Alle«  die  mit  dem  Dabingeeehiedeeen  In  nftberem  Verltebr 
gestanden«  werden  ihm  ein  treues  und  iiebevolles  GedScbtniaa 
bewabreo.  Seine  Fnui  nnd  eine  Pflegelocbter  beweinen  sein  An* 
denken»  IM.  0. 


technikums  in  Carlsruhe  in  den  Jahren  1850  —  1866. 
Stuttgart.  1867.*'  bat  Herr  Professor  Dienger  auf  einem  grossen 
Bogen  eine  sehr  interessante  Uebersicht  der  Frequenzverhältnisse 
der  einzelnen  Abtheilungen  der  genannten  berfihmten  Lehranstalt 
mittelst  einer  graphischen  Darstellung  durch  Cnrven  geliefert, 
eine  rücksichtlich  solcher  Verhältnisse  neue  Idee,  die  wir  zu 
weiterer  V^erfol^ung  in  ähnlichen  Fällen  recht  sehr  empfehlen 
roiichteD,  da,  sich  der  leichten  üebersichtlichkeit  und  der  Anschau- 
licbkeit  wegen  auf  solche  Darstellungen  leicht  «weitere  ächlüääe 
gründen  lassen. 


Oeschlcfale  der  Mftlhemadk  und  Physik. 

Neues  Lausitaisches  Magazin.  Im  Auftrage  der 
Oberlanaitalacben  Geaeilscbaft  der  Wiaaenacbaften 
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herausgegeben  von  Dr.  Titos  Wilde,  Sekretär  der  Ge- 
sellschaft Dreiandviersigster  Band.  Erste«  Heft 
GSrIits.  1866.  8^.  Zweites  Doppelheft  GOrllts.  1867.  8». 

Dieser  43ste  Band  der  verdienstlichen  Schriften  der  Ober* 
lauHitz i s ch e n  (Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Gör- 
litz enthält  in  seinem  ersten  Hefte  S.  I.  — S.  40.  eine  sehr  an- 
sprechend geschriebene,  allgemein  verständliche,  interessante 
„Lebensbeschreibung  des  Ehren  fr  ied  Waither  von 
Tschirn  Ii  aus  autKieisHiigswalde  and  Würdigung  seiner 
Verdienste"^  von  Herrn  Alfred  Kunze,  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Karl  Friedrichs  C^ymnasium  in  Eisenacb, 
in  welcher  die  Verdienste  des  genatjtitcn  deutschen  Gelehrten  auf 
den  Gebieten  der  Philosophie.  Matiiematik  und  Naturwissenschaft 
ohne  grosse  Weitläufigkeit  und  ohne  alle  in  eine  solche  Schrift 
gar  nicht  gehörende  ermüdende  mathematische  Rechnungen,  die 
natürlich  jeder  erste  Anfänger  in  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung u.  s.  w.  mit  Leichtigkeit  ausführen  kann,  in  einer  solchen 
Weise  gewürdigt  worden  sind,  dass  man  ein  recht  anschauliches 
und  lebensvolles  Bild  von  der  Wirksamkeit  des  trefflichen  Mannes 
erhält.  Eine  ausführliche  Aufzählung  der  von  Tsc hirnhaus 
edirten  grösseren  Werke  und  sonstiger  Abhandlungen,  überall  mit 
kurzer  und  prägnanter  Angabe  des  Inhalts  derselben,  und  Charak- 
terisiruiig  des  Wesens  der  verschiedenen  in  denselben  angege- 
benen Methoden»  so  wie  auch  das  Verzcichniss  von  38  zum  Tbeil 
vrenig  hehaonten  und  wohl  aneh  seltenen  Schriften»  in  denen  sich 
Mittheilungen  und  Nachrichten  6her  Tschirnhaus  Cnden,  ver- 
leihen der  Schrift  des  Herrn  A.  Kunse  besonderen  Werth  Air  die 
Geschichte  nod  Literatur  der  Philosophie,  Mathematik  ond  Natnr- 
lehre,  weshalb  wir  dieselbe  zu  sorgfältigster  Beachtung  empfehlen, 
und  der  Oberlausitiischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  filr 
-deren  Pnhiication  unseren  besten  pank  aussprechen. 

Das  zweite  Heft  des  vorliegenden  liandes  dieser  verdienst- 
lichen Gesellschaftsjschriften  enthalt  auf  S.  339.  —  S.  382.  eine 
ititeressante  ausführliche  Lfdif^nsbeschreibung  eines  sehr  verdienten 
Lehrers  der  Mathematik  und  Physik,  der  auch  noch  auf  sehr 
vielen  anderen  u issenschaftlichen  (jJehieten  sich  tüchtig  umgesehen 
hatte,  des  Prorectors  am  Gymnasium  zu  Guben  in  der  Mieder- 
laasitz: 

Dr.  Hein  rieb  Wilhelm  Sausse, 

iBr  deren  Veröffentlichung  der  Verfasser,  Herr  Archidiakonus 
Tschirch  Iii  Gaben,  den  besten  und  schönsten  Dank  verdient. 
Allen  Lehrern  eropfeblen*  wir  diese  Lebensheechreilmng  recht 
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sehr  war  Beacbtang  und  bemerkeB  bi6r  nur,  Hass  Sausse  am 
19teD  No?ember  1706  in  Naumburg  a*  d.  Saale  gebereo  war, 
und  am  20lsten  Mfirs  1866  in  Guben  atarb. 


Ariihmetik. 

Griindzüge  der  höhern  Analysis  tler  Differential- 
iind  lhte<i[ralrechnung.  Ffir  das  Selbststudium  bear- 
beitet von  Herrn  J.  Kieio.   Erlangen.  1667. 

Mit  der  eingehenderen  Anseige  von  Scbrifiten  dieser  Art,  an 
denen  jeder  Fortachritt  in  der  strengeren  Begründung  der  Wissen- 
schaft spurlos  vorObergegaogen  oder  von  dem  Verfasser  absicht- 
lich ignorirt  worden  ist,  kann  sich  das  Archiv  nicht  befassen. 


Geometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  ffir  die  oberen  Klassen 
der  Mittelschulen  von  ür.  Rudolf  Sonndorfer«  Zweiter 
Theil.  Die  Geometrie  des  Raumes.  Mit  114  in  den 
Text  eingedruckten  Holaschnitten.  Wien.  1867.  Wil- 
helm Braumfiller.  8^. 

Der  erste,  die  (leoinetrie  der  Ebene  enthaltende  Tbeil  dieses 
Lebrituchs  ist  im  Litemr.  Her.  Nr.  CLXX.  S.  12.  antjezeigt  wor- 
den, und  wai»  wir  dort  zur  all;i;enieirien  Charakteri.sirung  jenes 
ersten  TheiU  gesagt  haben,  p^ilt  im  Wesentlichen  ganz  auch  von 
diesem  zweiten  Theiie,  «so  das«  wir  darüber  hier  nichts  weiter 
zu  sagen  haben.  Jedenfalls  ist  die  grosse  Deutlichkeit,  mit  wel- 
cher dieser  /weite  stereonietrische  Theil  verfa^ist  ist,  iugleicli 
auch  die  F.iiUachheit  der  DarsUilIufii:  rühmend  anzuerkennen,  und 
auf  die  neueren  Fortschritte  der  elementaren  JStereonietrie  ist 
überall  geijühieiid  Rücksicht  genommen ,  so  wie  denn  z.  B.  im 
siebenten  Abschnitte  das  Prismatoid  und  seine  ^pecialitäten  eine 
ausführliche  und  eingehende  i)ehaudlung  gefunden  haben;  auch 
der  Unterschied  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie  ist  gebührend 
hervorgehoben.  Sehr  viele  lehrreiche  Angaben  und  bistoriscfae 
und  literarische  Bemerkungen  mancherlei  Art  shid  beigefügt. 
Auch  Aufgaben  zur  numerischen  Berechnung  fehlen  nicht.  Eine 
etwas  eingehendere  Anleitung  sur  annlhemden  Berechnung  dte 
Inhalts  der  kürperlichen  Rlume,  welche  lülr  Tiefe  prakflsdle  An» 
fvendungen  von  so  grosser  Wichtigkeit,  ausserdem  aueh  für  die 


Cileri&iteher  Bertckt  CIXXXY.  .  J 

»Scfaöier  iß  mehrfacher  Beziehung  lehrreich  ist«  faStte  un»  wfiii> 

Mchensfverth  geschienen.  —  So  wie  die  Stereometrie  im  eigent- 
lichen Sinne  ist  auch  die  sphärische  Trigonometrie  Sebr  eingehend 
behandelt,  und  Auf  viele  stereometrische  Aufgaben  ans  der  Lebre 
vom  Prisma  und  Parallepipedon  und  von  den  regulären  Körpern 
angewandt  worden,  so  wie  auch  auf  Astronomie,  Geodäsie  und 
Nautik,  wo  überall  numerische  Beispiele  in  lehrreicher  Weise  bei- 
gefügt worden  sind;  den  Schliiss  dieser  Anwendungen  bildet  die 
so  wichtige  SchiAFfahrt  auf  <iem  [rrüssten  Kreise,  wobei  wir  dem 
Verfasser  mit  besonderem  Interesse  gefolgt  sind.  —  Wir  glauben, 
das«  dieses  Lehrbuch  Jedem  als  ein  gutes  Hiilfsraittel  bei  dem 
Studium  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie  en>- 
pfohlen  werden  icann.  —  Die  sehr  elegante  äussere  Ausstattung 
lässt  nichts  zu  wünschen  übrig. 

In  der  verdienstlieben  kleinen  Schrift: 

Intorno  alla  Geometria  imraaginaria  o  non^Eucli- 
diana.  Oon*»iderazioni  storico-critiche  del  Dott. 
A.  Forti,  Protessore  «Ii  IVlatc  niatiche  e  Meccanica  at 
H.  Liceo  (Ii  Pi^a.    Pisa,  Tipog.  Nistri.  1867. 

bat  Herr  Professor  A.  Porti  in  Pisa  von  den  vorzüglich  durch 
ijobatsche wsky,  Farltas  Bolyai  »md  Gauss  vertretenen 
neueren  Ansichten  über  die  Theorie  der  Parallelen,  unrl  über  Lo- 
batsche«'sky's  imni^infirr  oder  nicht  -  eiicü'lische  Geometrie 
ausführlich  Nachricht  gegeben,  und  dadurch  sehr  wesentlich  zur 
Verbreitung  dieser  r<MiereTi  Ansit  litnn  in  «einem  Vaterlande  bei- 
getragen, wofür  er  jedenfalls  besonderen  l>aok  verdient» 

Eleroenti  di  Geometria  analitica  per  R.  Rubini. 
Parte  II.  Geometria  nello  spasio.  Napoü.  Tipografla 
di  Acbllle  Moreili.  Jä66.  9». 

Wir  freuen  onn  nehr,  diesen,  die  Geometrie  des  Raumes  ent- 
haltenden zweiten  Tfaeil  der  trefflichen  „Elemente  der  ana- 
lytischen Geometrie'*  des  Herrn  Professor  Rnbini  in  Nea- 
pel, mit  deren,  die  Geometrie  der  £bene  enthaltenden  ersten 
Theile  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVIII.  S.3.  die  Leser  des 
Arcbirs  näher  bekannt  an  machen,  das  Vergnügen  hatten,  jetst 
anaeigen  an  IcSnuen.  Diassr  aweita  Tbeil  ist  gana  mit  derselben 
Griindticlikeit  nnd  Dentliebksit  wie  der  erste  Tbell  varfasst,  nn) 
nimmt  überall  auf  die  neueren  Fortschritte  der  Wisaensobaft  ge- 
bührend Rfickslebt,  ohne  darin  aa  weit  au  gehen  und  den  Anfönger 
itt  überblufeu,  was  hier  nur  au  leiiibt  m5glioh  iat»  .also  durch- 


Digitized  by  Google 


8 


Uttr^fUehn  Bericht  CLXXXV. 


gehends  das  richtige  Maa^^s  halteod  uod  fiberall  den  besonneneii 
and  erfahrenen  Lehrer  bekundend;  auch  sind  die  allgeroeloen 
analytischen  Betrachtungen  vielfach  durch  saubere  Figuren  er- 
läutert und  zu  prr<'sserer  Anschaulichkeit  gebracht,  so  dass  ^vir 
dieses  Buch  n!len  de^  Ifalienischen  hinreichend  kundigen  An- 
fängern recht  sehr  zum  I^eitfader»  bei  ihrem  Studium  der  analy- 
tischen Geometrie  des  Kaum  es  empfehlen  können.  Bei  richtigem 
Maasshalten  ist  dessennriLcachtet  das  Buch  doch  sehr  reichhaltig 
und  macht  den  Leser  au(  h  mit  den  verseliiedenen  Cooi  (iiruiten- 
Systemen j  von  denen  in  neuerer  Zeit  so  vielfache  Anwendungen 
in  der  fruchtbarsten  Weise  gemacht  worden  sind,  hinreichend 
bekannt.  Um  dieses  Urtheü  näher  zu  begründen,  theilen  «vir,  so 
wie  in  unserer  früheren  Anzeige  von  dem  ersten  Theile,  auch 
von  diesem  zweiten  Theile  nachstehend  das  Inbaltsverzeicbniss 
mit: 

Liibro  I.  —  Deila  retfn  e  del  piano.  • 
Capitolo     1.  —  Oelie  proje/ioni  e  deile  coordinate» 
Articolo     I.  —  Delle  projezioni. 

Articolo    II.  —  Delle  coordinate  cartesiane  o  di  projezione.  — - 

Equazioni  d'un  punto,  d'una  retta  paralleia  a 
on  piano  coordmato,  e  d  uu  piano  parallelo 
a  un  asse  coordinato. 
Capitolo   II.  —  Deila  retta  e  del  piano. 

Articolo     I.  —  Formole  varie  relative  ad  uno  o  a  due  punti.  — 

Equazioae  generale  d'un  piano,  ed  equazioDi 
generali  d'una  retta. 
Articolo    IL  —  Deila  trasformazlone  delle  eoordiDate. 
Capitolo  III,  —  Forniole  relative  a  rette  e  a  piani. 
Articolo    L  ^  Formole  relative  alle  retta* 
Articolo   II.  —  ForiQole  relative  al  piaoo. 
Articolo  IIL  —  Formole  relative  a  rette  e  plaoi. 
Articolo  IV.  —  Qnestiooi  diverse.  ^  Paeeto  di  piaoi  anarmo- 

Rico,  armonico»  o  in  iovoliisioiie. 
Li^ro  iL  ~  Deile  tuperfieie  di  ieeendo  grado. 
Capitolo    I.  —  Principi  geeerali« 
Articolo    I.  —  Significato  geometrieo  d*una  o  pth  cqoasloni 

simttltanee  a  tre  variabili.      Teoremi  eulle 
saperfide*  —  Alcone  definizioni. 
Articolo   IL      Oel  modo  di  trovare  requaiione  d'aoa  snper- 

ficie;  e  reciprocameate  come  inveatigare  II 
laogo  d'una  data  eiiuasione. 
Capitolo  IL— >  Del  ceotro  e  del  piani  diametrali  nelie  anper* 

'   ficie  di  30  grado. 
Articolo    L  —  Del  centro. 
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Articolo    II.  —  Dei  piani  diaraetrali. 
Capitolo  III.  —  Investigazione  flelle  vario  forme  d?  »uperficie 

contenute  iieireijuazione  generale  di  2'*  j^rado. 
Articoio     l.  —  Ridazione  dell  equazione  generale  di  2^  grado 

a  forma  piü  semplice.  —  Diverse  specie  di 

«uperficie  di  questo  grado. 
Articolo    II.  —  Eqn»7ioni  omo^enee  delle  varie  specte  di  su- 

perücie  di  2*^  grado. 
Capttolo  IV.  —  Proprleta  delle  superficie  di  secondo  grado. 
Articolo      1.  —  Piano  polare;  piano  tangfDfe  :  mirinaie. 
Articolo    11.  —  Contiuuazione  delio  «tesso  argomento.  —  Coni 

supplementari. 

Articolo  III.  —  Dei  diametri  delle  superficie  dotate  di  centro. 
Capitolo  V.  —  Delle  sezioni  rettitinee,  e  circolari  delle  super- 
ficie di  secondo  grado. 
Articolo     1.  —  Üeilo  gezioui  rettilinee. 

Articoio    II.  —  Delle  sezioni  circolari  itelie  ^uperücie  dl  äecuudo 

grado.  —  Condizioni  perch^  una  superficie 
di      grado  sia  di  roCazione. 
Capitolo  VI.      Ddfo  conlcho  focali  e  delle  conicbe  sferiche. 

Articolo    I.  —  Ddl«  cooiche  focaÜ.  —  ProprIetä  del  codo  di 

^  grado. 

Articolo   II.  —  Delle  coniobe  oreriehe. 
Capitolo  VII.  —  Delle  superficie  omofocall,  e  delle  euperfide 

reciproche. 

Articoio    I.  —  Delle  eoperficie  omofocali. 
Articolo  j  Ii.  —  Superficie  reciproche. 
Capitolo  VIII. —  Coordlnate  quadriplanarl  e  tetraedicbe.  ~  Qoe- 

■tiooi  diverei. 

Articolo    L  —  Coordlnate  quadriplaoari  e  tetraedricbe. 
Articolo   II.  —  QoeationI  diverse. 

Möge  das  nun  vollstKndig  erschienene  treffliche  liucti  die  so 
sehr  verdiente  Beachtung  in  vollstem  Maasse  finden. 

üeber  die  geometrische  Repräsentation  der  Glei- 
chungen zwischen  zwei  veränderlichen,  reellen  oder 
komplexen  Grössen  von  C.  A.  Bjerknes.  Auf  Veran- 
lassung des  arailemischen  Collegiums  herausgegeben 
von  Dr.  O.  J.  Broch,  Professor.  Universitätsprogramm 
für  das  zweite  Halbjahr  1859.  Cbristiaoia.  Gedruckt 
bei  Broyger  &  Christie,   1859.  4«. 

Auf  diese  erst  jetzt  zu  unserer  Kenntoiss  gelangte  Schrift, 
weiche  viele  intereeeaote  ReaoUate  eotbilt  und  auch  räekaicbtlicb 
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der  Meth'xle  sehr  lieachtensnerth  und  filr  die  Curveiilehre  wichtig 
ist,  müwiiefi  wir  recht  «ehr  auinierksani  (iiacheii.  Der  Herr  Ver- 
fasset  sagt  auf  S.  2. ;  ,,Ini  Folgenden  werde  ich  zeigen,  wie  die 
gewöhnliche  Repraseiitution  der  Kurven,  <lif»  durch  reelle  (Glei- 
chungen s:e»ehen  sind,  verall'jreinetnert  werden  kann,  indem  die 
Definition  einer  durch  eine  Gieichuni^  zwischen  zv\ei  reellen  ver- 
änderlichen (irössen  heslimmten  Kurve  auf  solche  Weise  niodi- 
ficirt  wird,  dass  sie  auch  für  den  allgemeinen  Fall,  wenn  die 
Konstanten  der  (xleichun^  und  ihre  zwei  Veränderlichen  komplex 
»liidf  anwendbar  pemacht  wird.  Demnächst  werde  ich  auch  zeigen, 
wie  die  analytische  Planomelrie,  indem  sie  «odann  von  einem 
höheren  Gevsichts])Hnkte  ge.sehen  wird,  vvieder  in  ihren  Hau[tt/("jfien 
darge8tellt"werden  kann."  —  Wir  glauben,  dass  mit  diesen  Worten 
der  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Mchrit't  deutlich  genug  be- 
zeichnet sind,  und  begnügen  uns  de»  Weiteren  wegen  mit  der 
i'olgenden  Angabe  ihrer  Hauptabschnitte:  Ueher  die  geonie- 
tritcbe  Repr&aentation  komplexer  Gleichungen.  ^.  2. 
bis  S.d.  Sohoeidang  and  Deckung.  S.  7.  — 8.  10.  — 
Bestimmong  ein«r  doreb  eine  reelle  Gleichung  ausge- 
drflekleo  Kurve,  welebe  die  gegebene  flberftll  deekL 
S.  10i-<S.2a  *^  Die  Korveopiiokte  al«  üarebscbniUs- 
punkte  sfFeler  Kurvenreibeo.  S.  30t.  ~  S.  27.  —  Knrvee* 
elemente,  besondere  Punkte,  Krfimmongeradiu«.  S.27. 
bin  S.  38*  Knrven,  die  einander  aehneideii  oder  be- 
rühren. S.  d8.--S.  46.  —  FJScbonelemente.  8.46.-8.00. 
—  Beetimninng  der  Kurvengleiehange»,  indem  man 
von  Eigenacbaften  der  Kurven  ausgeht*  8. 51. —8.  63. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Schrift  eine  ziemlich  vollständige 
Behandlung  der  ganzen  Kurvenlehre  in  ihren  wesentlichsten  Thei- 
len  aus  dem  angegebenen  esich  tsj>unkte  enthält,  und 
daher  gewiss  sorglältigst  beachtet  zu  werden  ^ehr  verdient. 


Trigonometrie» 

R^gles  m  ne  m  o  II  u  c  s  ,  pour  ^tablir  la  Theorie  des 
eignes  en  Trigonometrie,  et  pour  ecrire  les  ronuules 
deDelambre,  par  Georges  Üustor,  Docteur  es  Sciences 
mathe  matiques,  Professeur  au  Lyceo  imperial  de  la 
Reuoion.   Paris,  Gautbier  ViUars.    1806.  S"". 

Wir  machen  Lehrer  der  Mathematik  auf  die  In  d(M^  ver» 
dleABlKchen  8<;hrift  dargebotUMn  recht  sw«ckinässigen  mnemo- 
ttiiMiliati  HÜllBintltel  MfmMrkam«  indem  wir  bemtheu»  dann  die 
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auf  die  Formeln  ?on  Uelttmltre  oder  Gsas»  beBfigÜcheii  Regeln 
von  dem  Herrn  Verfasser  schon  Im  Are b It.  Tbl.  XXX.  8. 467. 
mitgethellt  worden  sind* 


Astronomie. 

Annslen  der  k.  k.  Sternwarte  In  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostoU  AfajeetSt  auf  Öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  LIttrow,  Director 
der  Sternwarte.  Dritter  Folge  Dreizehnter  Band. 
Jahrgang  1863.  Wien.  1866*  9».  S.  LIterar.  Bericht. 
Nr.  CLXV.  S.a 

Herr  Director  Littrow  föhrt  mit  der  Poblication  dieser 
wichti£*eii  Aniialen  regelmässig  fort,  und  erwirbt  sieb  dadurch,  so 
wie  auch  <1iircl)  die  Veröffentlichuli ir  der  älteren  meteorologischen 
lieohachtuiii^en  der  Wiener  Sternwarte,  fortwährend  ein  grosses 
Verdienst  uin  die  Wissenschaft.  Dieser  neue  Band  der  „Annalen** 
enthält  nach  einer  ,,Ei  ni  e i  t un g''  wieder  zuerst  Beobachtungen 
am  Meridiankreise  aus  dem  Jahre  1860  nebst  den  Re» 
snltaten  aus  den  Beobachtungen  am  Meridiankreise. 
I.  Mittlere  Positionen  ron  Fixsternen  beobachtet  im 
Jahre  1860,  bezogen  auf  den  Anfang  des  BeebachtnngS' 
jahres.  II.  Veraeichniss  der  im  Jahre  1860  beobach- 
teten Sterne  der  Ulstoire  cdleste.  —  Stern*  und  Pia* 
neteahedeckaogen  und  Sonnenfinsternisse*  beobachtet 
In  den  Jahren  1857  bis  1863.  —  Bleravf  folgen:  Planeten» 
und  Cometen-Beobaehtuagen  am  Refractor  von  sechs 
ZollOeffnung.  Vom  September  1862  bis  Decemb er  1864. 
Von  Dr.  Edmund  Weiss,  Adjunet  der  k.  k.  Sternwarte. 
—  Zonenbeobaehtungen  am  Mittagsrohre.  —  Meteore* 
logische  Beobachtungen  im  Jahre  1862.  —  Tafeln  snr 
Rednetion  der  Zonenbeobaehtungen.  —  flebersicht 
der  2!onen. 

Zugleich  mit  diesem  Bande  der  Annalen  ist  auch  erschienen 
der  letzte  Band  des  von  Herrn  von  Littrow  zum  grossen  Nutzen 
der  Meteorologie  unternonimenen  und  auf  üffeotUcbe  Kosten  her- 
ausgegebenen wichtigen  Werkes: 

MtteorologUcbe  Besb&ehtvogeii  an  der  kk-Stern- 
waft«  in  Wien  von  1776  bis'181»*  Auf  5ffeniliebe  Ko- 
sten 1i«ra«sgegeb«ii  ▼en  Oafl  tov  I«lttr#w«  Diieetori 
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und   Ldmnnd   Weists,    Adjunct   der   k.  k.  Slernwarte. 
Füiirter  Band.   1830—1855.   Wien.  1866. 

wofür  die  Wisseosehaft  den  beideo  FerdieDfen  Herren  Herana-. 
gebero  and  der  k.  k.  Slaataregierong  den  wSmiaten  Dank  sollen 
moaa  und  wird.  Ueber  die  vorfcergebenden  BXöde  ist  von  nni 
froher  (m.  a.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXV.  8.  9.)  anafaiirlich  Nach* 
riebt  gegeben  worden.  Jeder  BfeCeorologe  kennt  die  Scbwierigkeit  ' 
und  da«  MShaame  einer  solchen  Pnblication'»  und  die  vielen  Be- 
rOeksichtigongen,  die  dabei  tu  nehmen  sind»  fiber  welche  Herr  ! 

Littrow  sich  in  dem  Vorwort  zo  dem  vorli^nden  lotsten  I 
Bande  in  aasfflhrlicher  und  hiicbat  lehireicher  Weiaai  ausge- 
sprochen hat.  Wir  kOnnen  den  trefflichen  Herren  Herausgebern  • 
aur  Yollendang  dieser  tscliwierigen  Arbeit»  und  der  deatscben  > 
Wissensciiaft  an  dem  Besitz  eines  solchen,  gewiss  noch  viele  [ 
schöne  Frfichte  tragenden  Werkes  nur  aufrichtigst  6l0ck  wünschen.  | 

  I 

N  a  u  t  i  k. 

Almanach  der  österreichischen  liriegs-iVl  ariiie  i'ur 
das  Jahr  1867.  Herausgegeben  mit  Cilenehmi^ung  des 
hohen  k.  k.  Kri  egs^Mi  n  i  st  e  r  i  u  m  s  von  der  kaiserlich 
kunigücheii  Marine  •  Akad eiaie.  Sechster  Jahrgang. 
Triest.  1867. 

Der  fttnfte  Jahrgang  dieses  interessanten  Almanachs  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIII.  S.  12.  angezeigt  worden.  Die  Süs- 
sere Einrichtung  ist  gans  dieselbe  geblieben  wie  frOher,  und  kann  | 
daher  ans  unseren  Anseigen  der  vorhergehenden  Jahrgänge  als 
bekannt  voransgesetst  werden.  Die  in  diesem  Jahrgange  entbal' 
tenen  wiasenschaftlicben  nautischen  Abhandlungen,  auf  welche 
es  uns  hier  vorzugsweise  ankommt,  sind  die  folgenden:  L finge n- 
bestimronng  aus  correspondirenden  Monddistansen  ' 
von  Dr.  F.  Paogger»  k.  k.  Hydrograph.  Unter  correapon* 
direnden  Monddistanzen  versteht  der  Herr  Verfasser  solche,  welche 
von  je  zwei  Sternen  dann  beobachtet  werden,  wenn  der  Mond  im 
oder  nahesn  im  Aequidistanzkreise  Jener  Sterne  sich  befindet, 
wo  unter  dem  Aequidistanzkreise  xweier  Sterne  derjenige  Kreis 
verstanden  wird,  welcher  den  Bogenabstand  der  beiden  Sterne 
halbirt  und  auf  demselben  senkrecht  steht.  Die  Grundlage  dieser 
Methode  der  Längenbestimroung  bildet  also  die  Beobachtung 
gleicber  AbstSnde  des  Mondes  von  zwei  Sternen;  der  Herr  Ver- 
fasser hSlt  diese  Methode  der  Lftugenhestimninng  Air  gvoauer  als 
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die  {gewöhnliche  Methode  der  Monddistanzen,  und  sein  Aufsatz 
verdient  allerdings  von  den  Seeleuten  beachtet  und  die  Methode 
durch  den  wirklichen  Gebrauch  auf  der  Nee  geprüft  zu  werden. 
Zweckmässig  sind  nielirere  vollständig;  berechnete  Beispiele  bei- 
gefugt, unter  derjcn  ^veni^stens  der  auf  Seite  56.  in  24.  u.  s.  w. 
ausführlich  behandelte  Fall  auf  wirklichen  Beobachtungen  beruht, 
die  am  HJen  April  1865  auf  der  Sternwarte  -ler  k.  k.  hydrogra- 
phischen Anstalt  angestellt  wtndt'o.  Die  beobachteten  Sterne 
waren  Regulut«  und  Sptca,  und  die  Länge  ergab  sich  aus  diesen 
Beobacbtungen  0*.  55"".  5*,2;  welche  von  der  auf  andere  Weise 
gefundenen  Länge  0*.  55"».  5«,0  «.  v.  Gr.  nur  um  t*ii  einer  Zeit- 
secunde  abweicht,  was  also  für  die  neue  Methode  jedenfalls  ein' 
nicht  ongünntiges  Zeugniss  ablegt.  —  An  den  vorigen  Aufsatz 
scbliesst  sich  zur  Erleichterung  der  praktischen  Anwendung  die- 
ser Methode  unmittelbar  der  folgende  AuUat^  an:  Ephemeriden 
für  das  Jahr  JSO?  zur  Bestimmung  der  Länge  aus 
CO  r  rebpondirendcn  Monddistanzen,  berechnet  von 
A.  V.  Tegetthoff.  —  Auch  der  leiste  Aufsatz:  Vorläufige 
Resultate  des  auf  der  Marine^Stern warte  in  Pela  auf- 
gestellten Thermo-Autographen,  von  Julias  Peterin, 
k.  k.  Hydrographen "Adjunct  bietet  mannlgraches  loter- 
esse  dar. 

Wir  wfinechen  diesem  sehr  verdienstlichen  nautischen  Alma« 
nach  einen  so  ununterbrochenen  Fortgang  wie  biaher. 


Physik. 

Von  der  verdienstlichen  Zeitschrift  der  Österreichischen 
Gesellschaft  fflr  Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  Carl 
Jelioek  (m.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CtXXXlV.  S.  R)  sind 
neuerlich  Band  II.  Nr.  7. — Nr.  12.  erschienen»  die  wieder  roehreie 
interesmte  Anfoätse  enthalten:  Cebe?  Characterlsirung  der 
Winde.  Ein  Wort  an  die  Stationsheobacbter.  Von 
Dr.  Jos.  R.  Lorens.  —  fiinigea  ffher  Sturmwarnungen. 
Von  Prof.  Buijs  Bailot  tu  Utrecht  ^  Deber  die  Prio- 
rltSt  der  Anwendung  des  electrischen  Telegraphen  an 
den  Sturmwarnungen.  Von  Dr.  C.  Jelinek.  —  Meteoro- 
logische Beobachtungen  während  der  Sonn e nfiuster- 
niss  am  6.  Mftrz  1867.  Von  Carl  Frltsch.  -  Ueber  „De- 
flection*'  eines  Windes»  oder  die  an  der  Windselte 
eines  Gebirges  entstebeode  Ablenkung  eines  über- 
wehenden Luftstroms.  Zur  Theorie  der  Gebirgswinde. 
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Von  A.  Muhry  in  Güttingen.  —  EioflusB  des  Windes 
auf  den  fiei^en.  Von  Carl  F ritsch.  —  üeber  die  Be- 
deutung arithuieti^ic fier  MitteUverthe  in  der  Meteoro- 
logie. Von  Prof.  Laniont.  (Scheint  uns  sehr  beacbtensvrerth 
tiir  die  Beartheilung  des  Werthe»  Hulcber  Mitteiwertbe  in  der 
Meteorologie).  —  DieVorschläf»e  zur  Milderung  der  Som- 
merdflrre  in  Ungarn.  \  ow  ^w\.  Hann.  —  Die  klimati- 
schen Verhältnisse  des  ungariscJien  LändercompJexes. 
Von  Prof.  Job.  Hunfalvy.  —  Ausserdem  enthalten  auch  diese 
Nummern  wieder  ein«  grosse  Menge  sehr  interessanter  kleinerer 
Mittfaeilungen  und  Literaturbericbte. 

Annales  miitöorologiques  de  TObservatoire  Royal 
de  Bruzelles,  publiees,  aux  frais  de  Tätat,  par  le  Di- 
recteor  A.  Quetelet  Broxelles.  1867.  4^. 

Die  Königl.  Belgische  istaatsregierung  und  der  berühmte  Uer- 
auhgeber,  Herr  A.  Quetelet,  verdienen  gewiss  den  grSssten 
Dank  für  diese  regeiniSssig  oioDatlich  erselieiiieilden  PnUiea* 
tionen  der  natürlich  gehörig  redoelrteD  Bi#tearolo|^8cbao  Beob- 
achtungen der  BrOsseler  Stornwartej  von  denen  uns  bis  jetzt  die 
Monate  Januar  bis  Mai  1867  zugegangen  sind.  Die  Hauptrabrilcen 
sind ;  Baromdtre  rddnit  h  la  tempdratnre  de  0**  C.  <—  Temptetare 
centigrade.  Psyebromitre  d*Angnst  —  Aneroom^tre  d'Oster. 
Direction  da  Tent.  InCensitd  da  vent*  Vents  supörieurs  et 
plaie.  —  Ddelinatson  magndtiqne  et  dlectricitd  de  Tair.  —  ^tat  da 
ciel.  —  Dans  doreb  solche  tegelmSssige«  in  bestimmten  kOrse* 
ren  Zeltr&omen  erfolgende  Aflttbeiiangen  der  Meteorologie  sehr 
genützt  wird«  liegt  anf  der  Band«  nnd  wir  wflnscben  daber  dem 
so  bocb  verdienten  Herrn  Herani^ber  von  Hersen  nocb  viele 
Jabre  Kraft  la  noleben  nütalicben  und  wichtigen  Arbeiten. 

Varmischie  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Künigl.  Bayerischen  Aea- 
demie  der  Wissenscbaftcn.  Vergl.  Llterar,  Bericiit. 
Nr.  CLXXXl.  $.  15. 

1860.  IL  Heft  II.  Kubn:  Ueber  xfi^el  im  Frfiblinge  dieses 
Jabies  vorgekommene  Blitsereignisse.  8. 192. 

1866.  II.  Heft  III.  Seidel:  Trigonometrische  Formeln  für 
den  allgemeiDsten  Fall  der  ßreebung  des  Lichtes  an  ccntrirteo 
sptiäriapben  Fl&cben.  S.  26^  (Becbt  sebr  beacbtewewftrtber  Aftf- 
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sats  wegen  der  EinfachbeÜ  der  gegebenen  Formeln  oder  eigent- 
lich der  gansen  Reebnongaweise;  nach  eptiechen  Känetlerti  sn 
empfehlen). 

1866.  II.  Heft  IV.  ISteinheii:  Ein  Photographie-Apparat 
zur  Aufnahme  von  Naturstudien.  S.  478.  (Alle,  die  sich  mit 
Photographie  bes(;häftigen,  sind  auf  den  hier  beschriebenen  Ap- 
parat reeht  «ehr  aarmerkeam  zu  machen).  —  E.  VoU:  Ueber 
Piffusion  von  Flüssigkeiten.  .S.  483. 

1867  1  Heft  I.  Enthllt  fo  den  Kreis  des  Archivs  geh»- 
rende  Aufsätze  nicht 

1867.  L  Heft  II.  v.  Scbiügintweit  SakQlanttki:  üeber 
di^  Temperatur  der  Alpenaeen  in  growen  Tiofen  n«eb  Beobacb- 
tongen  im  Starnbergersee  and  im  Ghtemaee.  S«  306. 

1867.  1.  Heft  III.  Enthält  Necrologe  von  Georg  Fried- 
rich Bernhard  Riemann.  S.  381.  —  Gottfried  Wilhelm 
Osann,  Professor  der  Physik  und  allgemeinen  Chemie  in  Würz« 
bürg,  S.  385.,  geboren  in  Weimar  am  26sten  October  1796,  ge- 
storben in  Wurzljurg  am  iüteii  August  1866.  Beide  Necrologe 
tsind  von  Herrn  von  Martins  verfasst.  Der  I^^ecrole^  von  Rie* 
mann  ist  oben  (8.2)  abgedruckt.  < 


Sitzungsberichte  der  Köoigl.  Buhmiscbsn  Gesell' 
Schaft  der  Wissenschaften   in   Prag.    Jahrgang  1866.* 
Juli  —  Uecember.    3.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXI.   S.  1. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  besonders  aufmerksam 
auf  einen  Vortrag  des  Herrn  Araerling  (S.  82. -^$.84),  der  in 
interessanter  Weise  das  Vorkommen  einer  grossen  AnsabI  der 
merkwürdii^sten  geometrischen  Curven  in  der  Natur  nachzuweisen 
sucht.  —  Auch  anf  den  Vortrag  des  Herrn  Alois  Nowak: 
Ueber  die  Nothwendigkeit  der  Annahme  eines  ntlge- 
meinen  (concentrischen)  Hohlraumes  zwischen  der 
Erdrinde  und  dem  Erdkern,  so  wie  über  die  Wahr> 
s  c  fa  ein  lieh  k  eit  gewisser  darin  statt  fin  deuder  Vor- 
gänge (S,  117.*<i-S.  123.)  machen  wir  aufmerksam. 

Memoires  de  la  Societe  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  de  Bordeaux.  A  Paris,  chez  J.-B.  Bail- 
liöre.   A  Bordeaux,  chez  Chaumas-Gayez.  8^. 

Die  Sotidtd  da»  $«ie«oea  phyalqueff  salnreilea 
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in  Bordeaux  giebt  seit  dem  Jahre  1835  ihre  Memoiren  heraus. 
Von  diesien  Memoiren  sind  bis  jetzt  Tier  Theile  in  sieben  Uefteo 
erschienen.  Je  vveiiijj;er  der  Inhalt  dieser  Schriften,  wefche  viele, 
auch  in  den  Krci>i  des  Archiv??  j^ehürende,  sehr  bemerkenswertbe 
und  zu  beachtende  Abhandluns^en  enthalten»  in  Deutschland  be- 
kannt sein  dürfte:  desto  mehr  halten  wir  es  für  unsere  Pflicht, 
deren  Inhalt,  so  weit  derselbe  dem  Kreise  unserer  Zeitschrift  an- 
gehört, hier  anzuzeigen»  und  werden  nicht  unterlassen,  regel- 
mässige Fortsetzungen  dieser  Anzeige  zu  liefern,  so  wie  neue 
Theile  oder  Hefte  in  unsere  Räude  gelangen.  Di©  Leser  werden 
2;e\viss  mit  uns  erkennen,  wie  sehr  man  der  genannten  hochacht- 
baren Gesellschaft  zu  Dank  für  diese  Publicationen  verpflichtet 
ist,  und  den  Wonach  theilen,  dass  dieselben  unausgesetzten  und 
ununterbrochenen  Fortgang  haben  mugen;  die  Gesellschaft  ist 
ein  freier  Verein  hochachtbarer,  för  die  Wissenschaft  sich  lebhalt 
interessirendsr  HSnasr  and,  wie  es  selieliit«  ohne  alle  Uator- 
stOtzung  von  Seiten  des  Staats,  irsehalb  Ihre  Publicationen  einen 
ttin  so  grosseren  Dank  Terdienen. 

Tomel.  Aout  1854  —  Jan  vier  1855.  —  Examen  critique 
et  comparatif  des  Th^ories  doalisti^ues  et  unitaire  de  la  cbimle» 
par  L.  Mied*  p*  21— *  164. 

Tome  II.  Iw^Cahier.  1861.  —  2««  Cahier  1863.  —  Me- 
moire Sur  le  mouvement  des  noeuds  de  la  Inno  [lar  M.  G.  Les- 
piault.  p.  7.  —  Deniunstoratiou  de  plusieurs  formules  de 
Gauss,  relatives  k  Taction  mutuelle  de  deux  aimants,  par 
M.  Abria.  p.  59.  —  Essai  sur  les  propulseurs  ä  mouvement  al- 
ternatif,  par  M.  Glotin.  p.  135.  —  Note  sur  les  petites  planstes 
situäes  entre  Mars  et  Jupiter,  par  M.  G.  Lespiautt.  p.  169.  — 
Premier  Memoire  sur  la  structure  des  corps»  par  A.  Baudrimont. 
p.  203.  —  Note  sur  les  relations  ijui  existent  entre  les  diff^rentes 
parties  du  cube  et  cellüs  des  solides  qui  eu  derivent  cristallo- 
graphiqucment,  par  A.  Baudrimont.  p.  237.  —  Ivetfaction  et 
dispersion  de  la  lumiere,  par  A.  Baudrimont.  p.  243.  —  Theo- 
remes  sur  les  ellipsoidtes  assodds,  par  V.-A.  LeBesgue.  p.  247. 
—  De  quelques  moyens  pratiques  de  diviser  les  angles  en  parties 
ögales,  par  M.  Glotin.   p.  253. 

Tome  III.  l«*-  Oahler.  1864.  —  ^  Cahler.  1865.  —  Tables 
diverses  pour  la  composition  des  nombres  en  leors  facteurs  pre* 
miers»  par  V.-A.  Le  Beegne.  p.  l.  —  Deuxi^me  Mdmoire  sor 
la  structure  des  Corps,  par  A.  Baudrimont.  p.  39.  —  Propa- 
gatioD  des  ondes  dans  les  milieax  isaxiques  et  dans  les  roilieux 
hdtdraxiqaes,  par  A.  Bandrinont  p.  163.  —  Tabies  donoant 
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pour  la  mnihdre  racine  primitive  d'nn  nombre  premier,  ou  puiasance 
d'uri  nAmbre  prenüer:  1^  les  nombres  qtii  corref^poiident  aux  in- 
dices;  2^  les  indices  des  nombres  premiers  et  inierieurs  au  rao- 
dule,  par  V.-A.  Le  Besguo.    p.  231.   —  Observations  sur  la 
Philosophie  de«  sciences^  par  A.  Baudrimont.    p.  275.  —  Ob- 
servattons  relatives  aux  orages  et  h.  leur  mutle  de  formatioii,  par 
le  meine,    p.  307.  —  Note  sur  la  nun -identite  de  la  cbaleur  et 
de  la  iumiere,  par  le  möme.    p.  313. —  Considerations  physiolo- 
giques  sur  la  questiun  de  1  identite  de  la  chaleur  et  de  la  lumicre, 
par  le  Dr.  G.  Sous.    p.  323.  —  L)u  daitonisme,  par  le  merae. 
p.  401.  —  Dernonstrations  ^lementaires  relatiFes  a  la  tb^orie  des 
nombres  premiers,  par  A.  Baudrimont.   p.  419.  —  Un  t^traedre 
-qoelconqae  est  inscriptible  Jans  une  sph^re ;  d^nionstration  öl^ 
mentaire  de  ce  tb^or^e«  par  A.  Baudrimont.  p.  445. 

Tome  IV.       Cahier.  1866.  —  2««  Cabier.  1866.  —  Obser- 
vations  sur  la  note  de  IVl.  Baudrimont  Intitulee:  De  la  non- 

identite  de  la  chaleur  et  de  la  luraiere,  par  M.  Abria.  p.  77.  — 
Etudes  geometriques  sur  la  Theorie  des  paralleles,  par  N.  J.  Lo- 
batschewskv.  Trndnit  do  TAIIemand  par  J.  Hoüel.  p.83.— 
Kecueil  de  formules  et  de  table«  numeriques,  par  J.  Hoüel.  — 
Die  beiden  letzten  sehr  verdienstlichen  Schrirten  sind  von  uds 
im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CLXXXIV.  und  Nr  CLXXXIU.  besoa- 
ders  angezeigt  worden,  und  daher  den  Lesern  genau  bekannt. 

Selbstverständlich  haben  wir  uns  Im  Obiif^en»  wie  schon  er^ 
innert,  auf  die  In  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Abhandluagen 
beschränken  mfissen;  ausserdem  enthalten  aber  diese  sehr  ver- 
dienstlichen Schriften  noch  eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlangen 
aus  den  verschiedenen  beschreibenden  Naturwissenschaften«  aus 
der  Anatomie,  Medidn  «.  s.  w.  und  viele  interessante  Necrologe 
von  verstorbenen  Mitgliedern,  auch  ausßihrüche  Extraits  des 
Proc^s-verbatix*  so  dass  dieselben  für  einen  sehr  grossen 
Leserkreis  interessant  und  wichtig  sind,  und  daher  dringend  zur 
allgemeinsten  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdienen. 

Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburgischen 
Gesellschaft  zur  Verbreitang  der  mathematischen 
Wissenschaften.  Fastnacht  1867.  4^. 

Dieser  Jahresbericht  der  hochachtbaren  Hamburgischen  Ge- 
sellschaft zur  Verbreitung  der  mathematischen  Wissenschaften, 
Über  dessen  letzten  Vorgänger  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CliXXII. 
S.  15.  berichtet  haben,  enthält  auch  diesmal,  nach  den  Gesell- 
scbaftsnachrichten  —  anter  den  veistorbenen  Mitgliedern  der  Ge- 
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«elUchaft  (Inden  wir  u.  A.;  Johann  Franz  Eocke,  geboren  in 
'Hambüren  den  23steii  September  1791,  gestorben  in  Spandau  den 
2übteri  August  1865;  —  Lieutenant »Getieral  Sir  Thonia»  Bris- 
bane, e^estorben  in  Stakerstnwn  den  28sten  .fanuar  J860,'  — 
Christian  Ludwig  Gerling,  geboren  in  Hamburg  den  lOten 
Juni  1786,  gestorben  in  Marburg  den  15ten  Januar  1864;  und 
andere  verdiente  Mathematiker  und  Astronomen  —  mehrere  wertb- 
Folle  Autnätze,  die  diesmal  vorziii^s weise  ein  mehr  praktificbes 
Interesse  haben,  und  namentlich  praktischen  Geonietern  recht  sehr 
xur  Beachtung  empfohlen  werden  rofiüäen.  Diese  Aufsätze  sind 
die  folgenden: 

Der  ReehneRinliasastab  siir  Aii«fäbrnDg  gewöhn* 
lieber  und  trigonometrischer  RecliouDgen,  mittelst 
arith  metieeher  und  gleichaeitig  mittelst  mechanischer 
—  (linearer)  —  Sammirung  der  Logarithmen.  Von 
F.  Gravenhorst^  Georaeter  am  Hamburgischen  Ver- 
messungsbnreau,  jetzt  in  Itzehoe.  (Der  Aufsatz  ist  sehr  lehr» 
reich  in  Bezug  aof  sogenannte  instrumentale  Arithmetik  über- 
baupt;  aulinerksam  raachen  möchten  wir  bei  dieser  Gelegenheit, 
wie  schon  früher  in  dieser  Zeitschrift,  auf  das  ausführliche  und 
j»chöne  Werfccben  des  früheren  kunigl.  italienischen  Finanz- 
Qiinisters»  Herrn  Quint ino  Sella,  welches  unter  dem  Titel: 
Teorica  e  Pratica  del  regolo  calcolatore per  Quin- 
tino  Sella.  Torino.  Staniperia  Reale.  1859.  erschienen 
ist,  und  diesen  (Gegenstand  sehr  eingehend  und  mit  grosser  Sacb* 
kenntoiss  behandelt). 

* 

Deber  Flächenbereebnung.    Von  F.  Gravenhorst 
(Betrifft  insbesondere  den  Oldendorp'schen  Pianimeter*ZirlEel). 

Einige  Hnhenbes  tim  raun  gen  im  H  a  in  b  u  rge  r  Laod» 
gebiete.   Von  U.  6tück,  Adjuoct  der  Gesellschaft. 

Eio  BSsehungsmaass.   Von  H.  W.  C.  Hfibbe«  Jahr*  ^ 

Verwalter  der  Gesellschaft  (Praktischen  Geometern  ancb 

recht  sehr  siir  Beachtung  an  empfehlen). 

.  . 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fes sore  G.  Battaglint  Napnh.  (S.  Ll-terar.  frericht. 
]!)r.  CLXXXIV.  1«.). 


•>'EQglhdi$  Siidtng  rate. 
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Anno  V'.  Geunaiü  e  Febbraio.  1867.  SuUo  sviluppo 
delle  tunzioni  Tratte  razionali;  per  N.  TrudL  p.  1.  Di  ana 
proprietä  delle  linee  a  doppia  curvatura ;  per  £.  Beltraml.  p.  21. 

—  IntofBo  ad  ana  ttasforroaziooe  di  variabili;  per  C.  Beltrami. 

—  Solodone  della  qnilttioDd  6ß;  per  A.  Arm  6tt ante.  p.  28. 

—  SolnaUhie  d«lla  qnia^obe  52;  p«r  A«  BooolU.  p.  30.  — 
Prögramnii  dl  coneorso.  p.  d2.  —  Annunaio  bibliografico«  p.  33. 

Nöta  aalk  ridaaione  alla  fbnna  canodica  delle  quadratiehe;  p^t 
€•  Sardi.  p.  36.  —  Snlle  forme  blaarle  det  prImI  quattro  gMdl, 
•ppaiieaeiiti  ad  ana  forma  tehiaria  qnadratica;  per  G.  Battag- 
lini.  p.  39.  ^  Notisia  Unlvermtaria.  p.  56.  —  Sdlttalonl  delle 
qnistioni  49,  50;  |>er  A.  Mognl  e  L,  Rajola.  p.  57.  —  Solü* 
aiooe  dl  ana  qaeatione  proposla  aell*  Educalloiiat  Times;  per 
V.  Mollame.  p.  63. 

Anno  V.  Marzo  e  April e.  1867.  Salle  pertorbaaioni 
planetarie;  per  R.  del  Grone o.  p.  6t^.  —  Lettern  di  £•  Bel- 
trami ad  A«  Mogni.  p.  80.  Solle  avlloppo  delle  foDzioni 
fratte  raalonall;  per  N.  Trndi.  p.  93.  —  Intorno  ad  ona  trae* 
formaaione  dl  aleooe  eqnaaioni  a  tre  ▼ariablll;  per  A.  Genoeehl. 
p.  106.  —  Salle  foniiool  slmmetricbe  eomplete;  per  G.  Torelll. 
p.  110.      Saluzione  della  qnietione  44;  per  L.  ftajola.  p.  121. 

—  Qnistloou  p.  122.  —  Soluziooe  della  qnietione  64;  per  A«  Ar« 
mennnke.  p.  126.  ~  Qneetioni  propoate  nell*  Edoeatlonal  Timeot 
rieolote  da  alcoDi  glovani  atudenti.  p.  127. 


Prcisanf^ake  der  UiiigKcheB  Sadclllt  dar  WisMMuckafIta 

in  Kopenliageii. 

Le  potentiel  >eut  dtre  ramend  k  uae  forme  plan  gdodrale, 

tovsqu'on  comiidere  U  variable  ^,  daus  la  lonction  £-$  comme 

nne  fonction  de  t — ^>  t  ötaot  une  nouveile  variable  et  a  une 

conetante.  Comme  le  potentiel  aiosi  gön^rali«^  pourra  recevoir 
des  applications  bien  plan  dteodues»  la  Secidt^  döeire  qa'ootre 
an  expos^  des  principalee  propositions  connues  jusqa*iei  relative- 
meot  k  cette  fonction,  od  lui  präsente  une  recbercbe  enr  la  mdme 
foaetion  eona  la  forme  indiqnde  ci-deeeus. 

Lee  rdpooaea  deiveat  4tre  adressöes  avaot  la  fm  da  moia 
d'Oetebre  1868  an  aecrdtalre  de  la  Society,  M.  le  Professeur 
J«  Japetna  Sm.  Steenatrnp.  Prix:  la  mddaille  d*or  de  la 
Soddtd. 
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ErkläruAgt 

In  dem  „Literariach«ii  Zentralblatte"  macht  »icli  ein  Doge- 
Rauoter,'der  ohne  Zweifel  eio  grosser  Mathematiker  iat,  von  Zeit 
sa  Zeit  daa  nnaebaidige  Vergnftgen,  meine  Schriften  ansaachwai^ 
aen,  und  swar  gana  voraugaweiae  wegen  Deaaen»  was  ele  nicht 
enthalten  und  auch  nach  meiner  Abaicht  nicht  enthalten  sollten. 
Wenn  er  dahel  auch  erat  awei  bis  drei  Jahre  nach  Erscheinen 
meiner  Schrill  sein  fÜnfseiligea  Urtbeil  abgibt,  so  Ist  es  natürlich 
nur  um  so  reifer»  nnd  es  llsst  sich  entschuldigeo,  wenn  er  ver- 
gesa^n  bat,  was  denn  eigentlich  in  dem  Buche  steht,  ich  be« 
dauere  von  Ueraen,  den  Namen  meines  ehren wertbeo  Gönners 
nicht  au  kennen,  um  ihm  persönlich  meinen  Danic  aussprechen  zu 
können,  was  ich  doch  gar  zu  gerne  thun  würde.  Vielleicht 
wenn  ich  nicht  irre  —  weiss  er  das  aus  eigener  Erfahrung  und 
ich  bitte  ihn,  wenn  er  meine  1867  erscheinende  nächste  Schrift 
wieder  (etwa  IS70)  in  seiner  Weise  empfiehlt,  mir  das  Vergnügen 
nicht  SU  rauben,  seine  nähere  Beicanntschaft  zu  machen.  Iiis  dabin 
rooss  er  aich  eben  mit  obiger  allgemeinen  Dankaagung  begnilgen. 

Karlsruhe«  22.  Juni  1867. 

J.  Üienger. 


Aus  Hoboken,  New  Jersey,  den  1.  Mai  1867.  ist  uns 
eine  Anzeige  von  H.  Reffelt's  A  rithmeticai  Aid.  (Rech  neo- 
gehülfe).  Patentirt  uiiteriii  3.  INIarz  1863.  zugesandt  wor- 
den, worin  ein,  wie  es  uns  scheint,  recht  zv%'eckmässiger  Hiilfi<- 
apparat  hinm  Rechnenunterrichte  besrhrieben  ist,  auf  den  wir 
die  Le.*cr  des  Archivs  aTirmerksam  machen.  Herr  Herniaoo 
Reffeit  ist  Lehrer  an  der  Hoboken- Academy.  G. 
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Geschichte  oad  Literatur  der  jUathemutik  und 

Physik. 

AlmaDacii  dar  kaiaar  liehen  Akademie  der  Wiiaen* 
aekafteo  in  Wlea.  Seckiehnter  Jahrgang.  1866. 

Der  fünfzehnte  Jahrgang  dieses  auch  in  dem  vorliegenden 
neuen  Jahrgange  wieder  ein  sehr  erfreuliches  Bild  von  der  aus- 
gebreiteten und  erfolgreichen  Thätigkeit  der  kaiserlichen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  darbietenden  Almartachs  ist  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXIX.  S.  1*2.  angezeigt  worden.  In  diesem  neuen 
Jahrgange  machen  wir  vorzüglich  auf  die  von  dem  Generalsekre- 
tair,  Herrn  A.  Schrütter,  verfasste  au^iübrliche  Leheotsheschrei- 
hung  (S.  124.— S.  170.)  des  hochverdienten  Präsidenten  der  Alca-^ 
deroie,  Andreas  Freiherrn  von  Baumgartner,  aufmerksain, 
welche  wir  neben  der  von  ana  im  Archiv.  Tbl.  XL V.  S.  I.  mit* 
getheitten  Lebenaheaehrelhaiig  dea  trellHehea  Mannea  aehon  dea- 
halh  der  Beachtung  unaerer  Leaer  recht  aehr  empfehlen»  weit 
iKeaeihe»  anaaer  ^enderen  intereaaanten  üitthettnngen,  auf  S.  167. 
—  8.  ITOl  ein  vollatSndIgea  Veraeichnlsa  aller  Schriften  Baom« 
gartner'a  enthält  —  Anaaerdem  enthält  dieaer  Almanach  auf 
S«  846.— S.  25L  eine  Lehenaakine  dea  verdienten  Phyaikera  Fer- 
dinand  Heaaler«  deaaeo  plätaßchen  Ted  wir  mit  der  anfrlch- 
tigaten  Traner  im  Literer.  Ber.  Nr.  CLXXV.  S.  1.  anieigten» 
und  dem  In  der  dritten  Anagahe  aeiner  aehr  rerdlenatllchen»,Tec  h- 
niaehen  Phyalk''  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIll.  S.  13.)  ein 
ae  achSnea  Denkmal  geaetit  worden  iat 
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ArUhnielik. 

Wenn  Herr  U.  Hankel  in  einer  vor  Kurzem  erschienenen 
Schrift : 

Theorie  der  «omplexen  Zahlensysteme,  insbeson* 
dere  der  gemeineD  imaginSren  Zahlen  und  der  Hamil- 
lon'schenQaaternionen  nebst  ihrer  geometrischenOar- 
stellung.  Lei p «ig.  1867. 

von  meinen  im  „Archiv.    Thi.XLlV.   Nr.26.27.  ThI.XLV. 
Nr.  29."  publicirten  Abhancilungen  über  die  ,,Aequ i  v  a  1  e  n zen  ** 
sagt:  „Es  werden  diese  Bemerkungen  genCigen,  um  das  Wesen 
dieser  Methode  in's  Licht  zu  sitzen,  welche  neben  den  sch<Mi 
angeführten  wesentlichen  Nachtheilen  n«cb  den  besitzt,  überall 
eine  Entwickclbarkeit  nach  l^otenzen  von  i  vorauszu- 
setzen"  80  erlaube  ich   mir  —  wenn  auch  ein   Urtheil  des 
Herrn  H.  Hanlcel  an  sieb  sebt  gtsichgultig  ist  —  hierüber  doch 
so  bemerken,  dass  diese  Auslassung  nur  auf  einem  BÜss-  oder 
NlehtverstStidttiss  der  genannten  Abbandlungen  bemben  bann, 
denn  von  „Entfriekelbarkeit- oacb  Potenseo  von  f*  --ia  dein 
Sinne  wenigstens»  wie  man  dies  in  der  Analysb  su  B^bmsa 
und^sv  vorsteben  gewohnt  ist«  also  etwa  EotnickiBlong  oder  £o^  j 
wickelbarfcelt  der  Fqnetioneo  in  Retben  —  ist  in  jenen  Abband- 
Jungen  nirgends  ancb  nor  mit  einem  einsigen  Worte  die  Rede^ 
sondern  Gberall  nnr  von  gansen  ratidbaleo  algebialacben 
Functionen,  indem  ja  auch  s.B.  in  TbI.JUjIV.  S.44S.  ausdrOck- 
licb  gesagt  iste  ,»Aile  im  Folgenden  vorkommenden  Zei* 
eben  bedeuten  ganse'rationale  algebraische  pDiictip« 
nen  einer  gewissen  Grosse,  die  wir  Im  Allgemeinen 
durch  i  bezeicbaen  werden«  coostAote  GrSsseo  na- 
tärlich  nicht  ausgeschlossen,  wolcbe  als  ganze  ratio- 
nale algebraische  Functionen  des  Oten  Grades  von  t 
'sa  betrachten  sind;  und  wenn  im  Folgenden  von  Gr8s- 
sen  gesprochen  wird,  so  sollen  darunter  immer  ganze 
rationale  algebraische  Fo nctionen  von  t  mit  Eins cli Inas 
constanter  Grössen  verstanden  werden.**  —  Was  nun 
Herr  U.  Hankel  bei  glänzen   rationalen  algebralediev 
Functionen  unter     Kntwickelliarkeit   nach  Potensen 
von      versteht  und  sich  denkt,   wird  er  wahrscheinlich  besser 
wissen  als  wir.  Ausserdem  hätte  Herr  Hankel  den  etwas  weg- 
werfenden Exciirs  auf  S.  14.  über  einen  der  wichtigsten  und 
wesentlichsten  Theile  der  in  allen  Beziehungen  Epoche  machenden 
»»Analyse  alg^briqoe**  von  Caucby  sicli  füglich  ersparen 
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können.  Dieses  im  Jabre  1821,  also  vor  beinahe  50  Jabren,  er- 
achieiiene.  Ober  alles  Lob  und  allen  Tadel namentlich  des  Herrn 
H.  Hankel  —  erhabene  Werk  eines  der  grOsslen  Measler 
der  Wissenschaft,  war  für  die  damalige  Zeit  ganz  besendere 

auch  rücksichtlicb  der  mit  grosser  CSenaequens  —  auf  dem  nun 
dabei  einmal  eingeschlagenen  Wege  —  durcbgefiihrten  Behand- 
lung des  sogenannten  Imaginären  —  welche  Herr  H.  Hankel 

auf  S.  73.  sogar  einen  ,,(^  al  i  m  nti  as*^  za  nennen  sich  Titcht 
scheut  —  Epoche  machend.  Wie  weit  die  neueren  Ansicliten 
fiber  diesen  Gefjenstand,  dessen  hohe  Wichtigkeit  Niemand  mehr 
als  der  Unterzeichnete  erkennen  kann,  und  welchem  derselbe  8chotJ 
seit  einer  Heihe  von  Jahren  die  grösste  Aufmerksamkeit  [gewid- 
met hat,  sich  allgemein  Bahn  brechen  und  ailgeuiein  Eingang 
linden  werden,  wird  die  Folgezeit  lebreo;  und  ob  das  von  Herrn 
H.  Hanke i  begonnene  Buch  dazu  wesentlich  beitragen  wird^ 
scheint  tur  Zeit  iFenigstens  noch  sehr  zweifelhaft  zu  sein.  G. 

Theorie  ölementaire  des  Quantitös  complexes  par 
J*  Hoüel»  Profeaseur  de  Math^inatiques  pures  la 
Paceltd  des  Scienee«  de  Bordeaaz.  Premiere  Partie. 
Algibre  des  qaantitds  eompleses.  (Eztralf  des  Md- 
raoires  de  la  Secidtd  des  3ciencea  pbysiques  et  natu* 
relies  de  Bordeaux*  1*^  Cabler.  18670.  P«riji.  Gautblev 
Villars.   1867.  8^.  . 

Diese  Scbrift  Ober  die  wiebtigs  Theorie  der  eomplexeii  6r^ 
sen  oder  der  „Quaniltds  gdorndttiques"»  vrie  Ganeby  die* 
selben  nannte,  Ist  In  der  Tbat  gans  elementar,  d.  b.  Yen  den 
elnfaebsten  gaus  bestimmten'  Begriffen  ausgehend  und  nach  and 
nacb  systematiseb  weiter  'aufsteigend;  dieselbe  ist  mit  grosser 
Deatlichbeit  Torlasst,  nnd  verdient  namentlich  jedem  Anfinger» 
welcber  sich  Kenntniss  Aber  diese  Gegenstftnde  und  trahre  Ein^ 
sieht  In  dieselben  in  strsng  mathematischer,-  und  also  auch  in 
streng  roatbomatischen  Gr&naen  sieh  haltender,  Weise  mit  völliger 
Klarheit  und  Bestimmtheit  verschaffen* will,  recht  sehr  cur  Be< 
achtung  empfohlen  au  werden,  so  dass  man  auch  der  su  erwartenden 
Fortsetsnng  mit  Verlangen  entgegen  sehen  muss.  Dieselbe 
•chliesst  sich  im  Wesentlichen  —  jedoch  mit  verachiedenen  eige- 
nen weiteren  Erörterungen  und  Ausführungen^)  —  der  mit  Recht 
berfibroten  Abhandlung  von  Cauchy  über  die  MThdorie  des 


*)  M.  8.  Q.  A.  die  Bemerkung  über  die  Aaffassnng  der  Benennung: 
„Qnantitcs  complez««**  auf  p.  29.  ne1)en  oder  nach  der  rorher  nnr 
„provUoireinent.  (p.  24.)*'  nach  Caucby  gebrauchten  Beacüuuüg 
„Qaantit^s  g6om<§tri^aes." 
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qsanttt^a  g^omtflriques"  in  den  „Exercices  d'Analy«« 
6t  de  Physique  matb^matique.  J.   IV.  p.  157. — 355."  an, 
und  der  Herr  Verfasser  sagt  auch,  naebdem  er  aicb  über  ver- 
schiedene andere  Schritten  de»  Weiteren  ausgesprochen  hat,  auf 
p.  lOl  selbst:  „Gette  thi^orie  a  M  reprise  et  coordonn^e  par 
Cauchy,  dans  le  tonie  IV.  de  ses  Exercices  d'Analyse  et 
de  Physique  roath^matique  (pages  157. —  355),  et  Ton  peut 
dire  maintenant  qu'elle  a  regu  sa  forme  definitive."  Herrn  H  o  ü  e  I  s* 
Schrift  ist  auch  in  Deutscblarifl  mit  desto  «»rösserem  Danke  ent- 
gegen zu  nehmen,  je  weniprer  alleerneiii  die  Abhandlungen  Cau- 
chy's  über  den  fraglichen  Ge<;enstand  bei  on«  bekannt  zu  »ein 
scbeioeo,  und  je  schwerer  schon  jeixt  die  ».Exercices  d' Ana- 
lyse et  de  Physique  mathemattque/'   eben  »»  wie  die 
^Exercices  de  Math^niatiques,"  zu  erhalten  »ind*).  Die 
Schrift  zerfällt  in  die  folgenden  Kapitel  und  Paragraphen:  Clia- 
pitre  I»   Introduction.  §.1.  Considörations  g^n^rales.  {.II. 
Sur  rhistoire  de  la  th^orie  g^om^trique  des  iniaginaires.  — 
CliApitre  II.    Des  quantitea  arithm^tiques  et  aigebri- 
ques»  ou  quantites  reelles.    (Betrifft  die  gewohnlichen  aritb« 
metischen  und  algebraischen  Begriffe    und  Rechnungsarteo).  — 
Cliapitre  III«    Des  quaiitites  gi^omätriques,  ou  qnan* 
titös  complexes.   §.1.   Definition  des  quantit^  g^omötriques. 
§.  II.   Addition  et  soustraction  des  quantittfs  g^om^triques.   {.  III. 
MultipUcation,  diviston  et  ^Mvatioo  aux  paissan9es  eiiti^e«  d«a 
qaantittfs  g^omi^triques.    {.  IV«   PuisMiiicee  fraetbimaifw  de« 
qnantitte  g^mtftriqoe«*  —  ^qitMioD  bbiMe.  {.  V.  Üe«  ^qua- 
Hone  algtfbriqaes.  -~  Ctepttve         Des  fonetioDs  ezpo« 
Bontielles  et  eirenlairea  d*oiie  variable  eemplezeM),  et 
de  leii.rs  fonetlone  In  v  er  ses.  j.  1.  Des  ezponeatiellee  k 
expoeaof  compleie.  {•  II*  Dee  foneHoee  eireabüresr  J.  III. '  Dee 
logtiitbiiiee.  {•  IV.  FoectioiM  dreelalree  Invereee.  {•  V.  Ex» 
peaenttellee  eliegaritbniee  b  beae  conipleze. 


*)  Um  weicher  (iclef^enheil  vir  auch  von  Neuem  eine  andere  aclir 
empfehlenswerthe,  gteichfulU  vonsii'^ä^^eiae  sich  aa  Cancby  anttchlie«- 
•ende  Schrift:  Geuiuetrivk  Kalkül  eller  Geomelriska  Quao- 
Citers  Rakaelagar  af  6.  Dillser.  Upaala.  C.  A.  Leffler. 
IMO.  8^  (oi*  a.  LfCeiar.  Bee.  Nr.  GLUXTIII.  S.  19.)  ia  ErfaBerung 
bilagcB  wollen,  die,  mit  greassr  Grindliebkelik  md  Devilichkelt  ver- 
ibsst,  ia  Deataddaad  bekasater  aa  seia  vatdieaC«,  als  es  der  Fall  aa 
SSia  acheint. 

**)  Wie  achoo  erwähnt»  hat  «ieb  dar  Herr  Verfaaaer  frölier  ia 
C h R p.  III.  ^ ü.  ^  Aber  di«  Beaeaaang  „eenpUs"  weiter  aai- 
geaproehea. 
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Oer  Fortsetzung  Hreger  Schrift  entgegen  sehend,  wiederhülen 
wir  unser  obiget^  ürtheil,  das/«  wir  dieselbe  namentlich  für  An- 
fänger —  die  freilich  ge^^  isse  analytische  \  or^tudien  schon  ge- 
wacht haben  mässen  —  wcf^en  ihrer  Klarheit  für  jetzt  vorzugs- 
ueise*)  empfehleostterth  halten,  wenn  dieselben  sich  eine  deut- 
liche Rinsicbt  in  den  fraglicbeo  «o  sehr  wichtigen  Gegenstand 
reri^cbaffen  wollen. 

Logarithroes  de  Gauss  i  sept  dreimal««  etc.  Sie- 
benstellige Gauss'sehe  Legaritbmeii  sttr  Anffln- 
dung  des  Logarithmus  der  Soninie  eder  Differens 
«Weier  Zahlen,  deren  Logarithmen  gegeben  sind.  Vott 
Theodor  Wittstein»  Professor  in  Haan ever.  Hamiovor. 
Habn.  1866. 

Siebeoatellige  Gauss'scbe  Logarithmen  giebtes  bekannt- 
lieb  bereits  ▼on  Matthieseen  nnd  Zech,  welche  jedocb  noeb 
manebee  Uabequemo  liabea,  wie  der  Herr  Verfasser  in  der  Ein* 
leitang  gani  richtig  bemerlit.  Er  giebt  hier,  wie  er  selbst  eagl» 
die  Gau  SS 'sehen  Logarithmen  in  deijentgen  Anordaang  wieder, 
welche  er  suerst  in  seinen  fttnfstelligen  logaritbmiacben  Tafeln 
(Hannover  1859)  verOffentlicbt  hat,  jedoch  anf  sieheo  Stellen  er* 
weitert«  damit  sie  so  als  ErgSasnng  so  jeder  gewöhnlichen  Tafel 
siebenstelliger  Logarithmen  gebraucht  werden  kUnnen.  Die 
Gauss*«ebe  Tafel  iodet  sich  in  dieser  Anordnung  anf  xwet  Go- 
Inmnen  reducirt,  welche  die  doppelten  Logarithmen  der  Tan- 
genten and  der  Secanten  von  0**  bis  00^  darstellen  (s.  des  Herrn 
Verfaeeers  Trigonometrie.   Hannover  1859.  {.  81. )>  oder  man  kann 
sie  auch  wie  die  neben  einander  anfgefBbt ten  Warthe  von  logjp , 
vnd  log(x-|-l)  von  x  —  ^  bis     =ao  ansehen  (s.  des  Herrn  Ver« 
laseers  Arithmetik.   2  Aufl.  Hannover.   IH63    §.  295.).   In  Folge 
davon  ist  nicht  nur  der  Umfang  der  Tafel  betrScbtlich  kleiner 
geworden  als  bei  Hat thi essen  und  Zech,  nnd  mitbin  die 
Mfihe  des  Anfschlagens  merklieb  erleichtert,  sondern  es  hat  auch 
die  Regel  für  den  Gebrauch  derselben  sich  so  ausserordentlich 
vereinfacht,  dass  jeder  Anfänger,  der  eine  gewöhnliche  Logaritb- 
'    roentafel  zu  handhaben  weiss,  sie  ohne  Weiteres  richtig  anwenden 
und  filr  immer  im  Gedächtnis«  behalten  wird.    Die  Vorzuge  dieser 
Anordnung  werden»  wie  der  Herr  Verfasser  meint»  wie  man  wohl 


Die  oben  erwäiinte  gründticba  Schrift  de«  Herrn  Ütllaer  wir<t 
ivegnn  der  im  Gänsen  geringen  Verbreitung  der  Kenotaiw  de«  Schwe- 
dinehen dich  doch  leider  wenig  Eingang  in  üeut«cbland  verschaffen 
können ;  de«to  mehr  tcbeini  in  Schweden  ihr  Werth  gewürdigt  su  werde». 
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hoffen  dflrfe,  auf  den  bSufigeren  Gebrauch  der  Gauss'echeD  Lo* 
garithmeu  nicht  ohne  Einfluß;«  bleiben.  —  Zur  Erhöhung  der 
Brauchbarkeit  sind  überall  die  Proportionaltheiie  vollständig  bei- 
gefügt, mit  alleiniger  Ausnahme  vuii  Seite  5.,  wo  des  iiaumes 
wegen  die  Differenzen  nur  alternirend  angesetzt  werden  konnten» 
und     126.,  wo  sie  unnutfaig  erscbienen. 

Wood  wir  das  Obige  absichtlich  grosAtentheils  mit  den  ei- 
genen Worten  des  Herrn  Verfaseere  mittheilten,  so  können  wir 
nicht  amhln>  wa  bemerken,  das»  wir  eelbst  damit  im  Gänsen 
voiistllndig  einverstanden  sind.  Allerdings  sind  wir  der  Meinong, 
dass  als  siebenstellige  Tafeln  die  vorliegenden  die  beqnem> 
sten  sein  dürften,  und  jedenlalls  alle  Empfehlnng  verdienen. 
Druck  hnd  Papier  sind  so  schOn,  wie  man  nur  wGnschen  kann, 
ersterer  sehr  deutlich,  letzteres  sehr  stark  und  fest  Die  voll- 
stSndige  Mittheilung  der  Proportionaltheiie,  welche  wir  bei  allen 
jetzt  erscheinenden  neueren  Tafeln  für  sehr  woj^entlich  und  un- 
erlässlich  halten ,  billigen  wir  voilkominen  und  erkennen  sie  be« 
sonders  an. 


Geodäsie. 

Theorie  der  Frojectionsmethode  der  Haunover- 
schtM)  La  ij  (iesverniesHung  von  Oäicar  Schreib  e  r,  Haupt- 
man  II  i  iii  K  Ii  niirl.  Uannov.  1.  Jäger-Bataillon.  Uannov  er. 
Habn.   im  4^. 

Gauss  hat  bekanntlich  ein  hesenderes  vollstindige^  Werk 
Aber  den  theoretischen  oder  analytischen  Theii  seiner  geodäti- 
schen Arbeiten  nicht  TerOffentlleht,  und  der  berechtigte  Wanscb, 
denselben  im  Zusammenhange  und  in  möglichst  vollständiger 

Entwickelung  zu  besitsen  und  zu  kennen,  ist  längst  gehegt  und 
vielfach  ausgesprochen  worden«   Nur  Andeutungen  (über  die  bei 

der  Berechnung  des  Hannoverschen  Dreiecksnetzes  benutzten 
Formeln,  aber  ohne  alle  analytische  Herleitung  derselben,  finden 
sich  in  dem  von  Herrn  Peters  herausgegebenen  B  r  i  e  f e  c  h  s  e  I 
swischen  Gauss  -und  tScbumacher  an  verschiedenen  Orten 
zerstreut;  ausserdem  existlren  noch  die  beiden  bekannten  Ab- 
handlungen: Untersuchungen  Uber  Gegenstände  der  ho> 
heren  Geodäsie.  Erste  Abhandlung.  Güttingen.  1847. 
40.  Zweite  Abhandlung.  Göttingen  1847.  40.  und  die 
in  Schumachers  astronomischen  Abha}nd  long^en. 
Heft  3.  Altona  1825.  4*^.  abgedruckte  Abhandlung:  Allge- 
meine Auflosung  der  Aufgabe:  Die  Theile  einer  ge- 
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gebefien  Fläche  auf  einer  andern  ge gehauen  Fläche 
t»o  a  h  z  u  1j  i  hl  e  ri ,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten 
hl  dem  kleinsten  T  h  e Ii  e  ä b  n  1 1 c h  wird.  Nach  diesen  ce- 
diuckten  iScbrilten  uad  um-Ai  einein  nach  Gau8i>'s  Vorträgen 
über  böbere  (Geodäsie  ausj^earbeiteten  Hefte  bat  nun  der  Herr 
Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  in  deri:eiben  eine  vollständige 
Entwickeinng  der  Gau v^s  sehen  Theorie  zu  geben  versucht,  und, 
wie  es  scheint,  seine  Aufgabe  gao2  im  Geiste  und  iSinDe  von 
l>iit|8S  mit  Geschick  gelost,  »o  das«  wir  diese  von  uns  aafricli« 
tigst  willkommen  gebelseene  Schrift  einem  Jede»,  der  sieh  fflr 
hSbere  Geodfisie  intereseirt,  glauben  lur  fieaebtnog  recht  sehr 
empfehlen  sa  dfirfen.  Dieselbe  besteht  nach  einer  Einleitung 
aus  16  Paragraphen,  awei  Zus&tsen  und  iwei  die  Rechnungen  er* 
leichternden  Tafeln.  {.4.  gieht  den  allgemeinen  Ausdracfc  der 
Coaforndtäto'Bedlngungen  hei  Uebertragungen  der  EllipsoidflSche 
auf  eine  Ebene,  also  nicht  in  der  Allgemeinheit  wie  Gauss  in 
der  oben  snletst  genannten  Abbandlnag  diese  Bedingungen  Ülr 
Uebertragungen  auf  eine  FiSche  dherhaupt  sehr  schOn  entwickelt 
hat*  §.5.—}.  7.  betreffen  die  Berechnung  der  Goordinaten  aus 
Längen  und  Breiten;  {.  8.  beschäftigt  sich  mit  der  Umkehrung 
dieser  Aufgabe;  §.  9.  und  §.  10.  enthalten  die  Berechnung  der 
Breite  des  Endpunkts  eines  elliptischen  Meridianbogens  aus 
dessen  von  einer  festen  Breite  aus  gesfthiten  LSnge;  {.11.  §.12. 
§.  13.  $•  14.  betreffen  die  Berechnung  der  Convergenz  des  Merl* 
diaos  ausLInge  und  Breite,  die  Berechnung  des  VergrSsserungs- 
Terhältnisses  aus  den  Coordinaten,  und  die  Bestimmung  des  Un- 
terschieds zwischen  den  Azimuthen  einer  auf  die  Ebene  proji- 
cirten  geodätischen  Linie  und  der  zwischen  denselben  Endpunkten 
enthaltenen  Geraden;  §.  15.  liefert  die  Relation  zwischen  der 
Länge  .einer  geodätischen  Linie  and  der  Länge  der  zwischen  den 
Projectionen  ihrer  Endpunkte  enthaltenen  Geraden;  endlirb  ent- 
hält §.  16.  die  Üebertragung  der  trigonometrischen  I\l  essungen 
auf  die  Ebene.  ^  Den  weiteren  Inhalt  muss  man  in  der  Schrift 
selbst  uacbseben. 
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Nautik. 


Kaiser  toh  Hexleo 

ward  am  19ten  Joni  1867  in  Queretaro  in  Mexico  das  Opfer 
der  schensslichsten  Rachsucht,  das  Opfer  einer  allem  Gött- 
lichen und  Menschlichen  Hohn  sprechenden,  jedes  menschlich 
fablende  Herz  mit  Grauen  und  Entsetzen  erffiliendeo  Tbat, 
ßir  die  es  keinen  JNamen  giebt 

Friede  Seiner  Aechel 


Ausgestattet  mit  den  herrlichsten  Eigenschaften  des  Herzeni 
und  Geistes,  begeistert  iür  alles  Grosse  und  (Schöne,  wie  selten 
ein  Först,  der  auf  einem  Throne  gesessen,  war  der  in  so  schcuss- 
licher  Weise  dahingeopferte  Kaiser  auch  einer  der  prossten  und 
ersten  Kenner  der  praktischen  und  theoretischen  Nautik  im  weite- 
sten Umfange;  bauptsioblich  Ibm  verdankt  die  Österreichische 
Ktiegemarine  Ibre  hohe  allseitige  AeebÜdung;  ja  Br  hat  ee  eeibet 
nicht  vereebmftlit,  als  oaotiseher  ScbrUleteNer  anfsutrefen,  denn 
die  In  diesen  Literarischen  8 erlebten.  Nr.  LXXXV.  S.  6. 
bin  S.  8.  ausftthrilch  angezeigten  nnd  nach  ihrem  Wertbe  gewQr> 
digten: 

Nautischen  Tafeln,  der  üsterreichiechen  Kriegs* 
marine  gewidmet.   Triest.  1353.   12^.  ' 

welche  eich«  wie  ein  hochachtbarer  nantlscher  SchrifteCeller  sagt« 
Min  den  HAnden  alier  Offiziere,  Cadetten  nnd  Zöglinge  der  Ic.  k, 
Kriegsmarine  befinden haben  Ihn  zum  Verfasser.  Hieran  jetzt 
wieder  so  erinnern,  war  uns  Hersenseaefae.  Neehmals: 


Friede  deiner  Ascbel 


Physik. 

Die  Potentialfnnetion  and  das  Potential*  Ein  Bei- 
trag  aar  nathematlsehen  Physik  tob  R.  Clansiust 
Zweite  vermehrte  Auflage.  Lelpsig.  1887.  9*. 

Die  erste  Auflage  dieser  sehr  zu  empfehlenden  Schrift  ist  im 
Literar.  tier.  Nr.  CXXX.  S.  7.  angezeigt  worden,  worauf  rück- 
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sichtlich  der  Kenntnlss  derselbeu  im  Allgemeinen  hier  vemieteii 

werden  kann.  Teber  die  zweite  Auflage  sagt  der  Herr  Verfasser 
in  der  \  orreHe:  „Was  die  in  der  zweiten  Auflage  angebrachten 
ziemlich  zahlreichen  VerSnderungen  anbetrifft,  fio  besteben  sie 
grösstentheils  in  Vervollständiguniren.  Diese  haben  aber  nicht 
sowohl  den  Zweck,  das  Gebiet  des  behandelten  Ce|[^enstandes 
za  erweitern,  aU  vielmehr  den,  durch  austührlichere  Behandlung 
und  durch  Beleochtunc?  von  verschiedenen  Seiten  das  Gegebene 
noch  klarer  und  anschaulicher  zu  machen.  Dadurch  hat  die  Schrift, 
weiche  ursprünglich  elnigermassen  einer  mathematischen  Abhand- 
lung glich,  mehr  die  Form  eines  Lehrbuchs  erhalten,  «as,  nie 
ich  hoffe,  zur  Vermehrung  ihrer  Brauchbarkeit  beitracjen  wird." 
Wir  stimmen  hierin  dem  Herrn  Verfasser  vollkommen  l)ei,  glau- 
ben, dass  er  seinen  Zweck  in  vorzfiglicber  Weise  erreicht  habe, 
und  dürfen  aus  ziemlich  genauer  und  eingebender  Bekauutschaft 
mit  beiden  Auflagen  den  Lesern  die  Versicherung  geben,  das» 
in  dm  angedenteleD  Beslebnag  die  xweit«  Auflage  allerdings 
«roMBlIlche  Vonflge  vor  der  eretea  kesltit 

Abhandlungen  Aber  die  mecbaniseiie  Wttrmetheorie 
von  ß.  Clausios*    Zweite  Abtheilang.  Braunseliweig. 

1S67,  8^. 

Die  erste  Abtbeilung  dieser  nlt  besondsrem  DaniK  entgegen 
XU  nehneeden  Sammlung  ist  im  Literat.  Ber.  Nr.  CLXXllI, 
S*  18,  angeseigt  worden,  worauf  wir  daher  im  Allgemeinen  ver* 
weisen  und  mit  der  folgenden  Inlialtsangabe  der  vorliegenden 
swelten  Abtlieilung  ans  begnügen  liOnnen:  IX.  Ueber  versehie- 
dene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Haupt» 
gteiebvngen  der  mechanischen  Wirmetheorie»  Zusats. 
Ueber  die  Bestimmung  der  Energie  nnd  Entropie  eines 
S;5rpers.  Hierauf  folgen  nun  Abhandlungen  Uber  die  An-* 
Wendung  der  mechanischen  Wärmetfieorie  auf  die  elec- 
trisehen  Erscheinungen»  nämlich:  Einleitung  in  die 
matbemalische  Behandlung  der  Electricit&t.  X.  Ueber 
das  mechanische  Aequivalent  einer  electriscben  Ent- 
ladung und  die  dabei  stattfindende  Erwärmung  des 
Leitungsdrahtes.  Zusatz.  Ueber  die  in  der  isolirenden 
Zwischenschiebt  einer  Franklin*8cben  Tafel  oder  Lei- 
dener Flasche  bei  der  Ladung  stattfindende  innere 
Zustandsäoderung  nnd  äber  deren  Einfluss  auf  die 
Entladongserscheinungen.  XI.  Ueber  die  bei  einem 
stationären  electriscben  Strome  in  dem  Leiter  ge- 
thane  Arbelt  und  erseugte  W&rme.  XII.  Uebei  die  An- 
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Wendung  der  m  c  c  h  a  n  is  c  h  e  ii  W  är  met  Ii  e  o  r  ie  auf  die 
ther  ni  oel  ectri  sehe  fi  Erächeiiiungen.  XI 11.  Ueber  die 
Eleclricitätsleituiig  in  Electrolyten  —  Notiz  über  die 
Beziehung  zwischen  der  chemischen  Actiou,  welche 
in  einer  Volta*8cheD  Säule  stattfindet,  und  den  durch 
deo  Strom  bcrvorgebraeMeo  Wirkungen.  —  Notis  Ober 
die  Zunahme  das  alectrUeheD  LeitmigswiderBtandes 
der  einfachen  Metalte  mit  der  Temperatur. 

Von  der  Zeitschrift  der  dsterreichischen  Gesell« 
Schaft  für  Meteorologie  (vergl.  Lite r.  Ber.  Nr.  CLXXXV. 
8.  13.)  sind  neuerlichst  Band  IL  Mr.  13.  Nr.  15.  erschienen, 
welche  wieder  mehrere  «ehr  intrreeeante  Aufsätze  enthalten: 
Die  Sternschnuppen  und  der  Bar onieterstand.  Weitere 
Beitrage.  Von  Carl  Ffitsch.  —  Ansichten  auswärtiger 
Meteorologen  über  den  Zuk amroenhang  der  Stern- 
schnuppen mit  den  atmosphärischen  Veränderungen. 

—  üebcr  die  Entstehung  des  Hagels.  Von  Heinrich 
L  u  c  a  ^' .  —  H  e  ni  e  r  k  11  ri  g  e  n  z  u  r  H  a  g  e  1 1  h  e  o  r  i  e.  V  o  n  J.  Fl  a  n  n, 

—  Die  tägliche  Periode  des  Wasserstandes  der  Flüsse. 
Von  Carl  Fritscii.  —  Das  Nephoskop,  Instrument  zur 
Bestimnjung  der  Richtung  und  der  Geschwindigkeit 
des  Windes  in  höheren  Regionen.  Von  Dr.  C.  Braun 
S.  J.  Eine  grosse  Menge  der  interessantesten  »»Kleineren 
Mittheilungen'*  und  Literatu rb e  r i(  h te^'  sind  auch  diesen 
Nummern  beigegeben,  so  dass  diese  Zeitschrift  sich  immer^mehr 
und  mehr  als  ein  höchst  nützliches  Unternehmen  bewährt,  und 
die  kräftigste  Förderung  sehr  verdient. 

Jahrhdeher  der  k.  k.  Central-Anetalt  far  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus.  Von  Carl  Jelinek  and 
Carl  Fritsch»  DIrector  und  VIee-Dlrector  der  k.  k. 
CentraUAnetalt  fflr  Meteorologie  und  Erdmagnetfemue. 
Neue  Folge»  1.  Band.  Jahrgang  1804.  Der  ganzen  Reihe 
IX  Band.  Wien.  Druck  der  k.  k.  Hof-  und  Sfaafs- 
druekerei.  1806.  4®. 

Wir  treuen  uns,  diesen  neuen  schiin  ausgestatteten  Jahrgang 
der  Jahrbücher  der  k.  k.  Central- Anstalt  für  Meteorologie  und 
Erdmagnetismus,  deren  Herausgabe,  früher  durch  den  hoch  vor 
dienten,  leider  der  Wissenschatt  £u  Irüii  entrissenen  Kreil  be- 
sorgt, einige  Jahre  unterbrochen  wurde,  anzeigen  zu  können. 
Die  ueu  begooDene*  Herausgabe  wurde  zum  grossen  Nutsen  der 
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Wissenschaft  hauptsächlich  durch  eioe  foid  Jahre  1866  an  Seitens 
Hps  Staats  hewilliijte  jahrliche  Subvention  von  800  FI.  möglich 
gemacht.  !n  dem  \  oruoi  t  jxiebt  der  eine  der  jetzigen  verdienten 
Herausgeber,  Herr  Professor  Dr.  Jeiinek,  von  den  geo^en  früher 
mehr/ach  veränderten,  wie  es  uns  scheint,  sehr  zfveckniässigeii 
Grundsat:ren  iNucliricbt,  welche  bei  der  Flerausgabe  leitend  waren 
und  fernerhin  leitend  sein  werden,  so  wie  denn  dieses  Vorwort 
überhaupt  viel  Lehrreiches  enthält.  Wir  niössen  uns  wegtun  «1er  Be- 
schränktheit des  Haums  hier  mit  der  folefenden  Angabe  des  Haupt- 
inhalts begnügen.  Die  Einleitung  enthalt  ein  Verzeichniss  der 
Beobachtungsstationeu  ira  Jahre  1864  mil  ihren  Längen,  Breiten 
und  Seehüben;  die  Vertheilung  der  Beobachtungsstationen  nach 
den  Kronländern  der  österreichischen  Mnnan  hie;  besondere  Er- 
läuterungen übet  die  iSeehube;  constante  Baioiiieter-Correctiunea ; 
Barometer- Vergleichungen.  Der  Beobachtungsstatioucn  sind  J17; 
unter  den  flherall  angegebenen  ßeobaehftern  befinden  sich  auch 
zw«i Damen:  Fräul.  FriederikePessiakinFellach  ioKärn  teu 
iiDd  FrftiiL  Caroline  Walter  io  Viliaeh  in  KSrnten,  so  wie 
eine  sehr  grosse  Anzabi  von  ScImltnfiDoero  und  Geiatlichen.  Nach 
dieser  Einleitung  bestellt  das  Werk  ans  aeelis  Alwcboitten«  nftm- 
lieli:  I.  Magnetische  Beobachtungen  an  der  k.  k  Cen- 
tral-Anstait  ffir  Meteorologie  und  Erdmagnetismus. 
IL  Monatliche  and  J&hrllche  Resultate  der  meteoro- 
logischen Beobachtungen.  Iii.  FfiaftSgige  Tempera- 
turmlttei  und  Abweichungen  derselben  von  den  Nor- 
malwerthen.  IV.  Abweichungen  der  Tagesmittel  des 
Luftdruckes  und  der  Temperatur  vom  Normalstande» 
Tagesmittel  der  Windesrichtuu g  und  Stärke  und  der 
Bewulkung.  V.  üebersicht  der  im  Jahre  1804  ange- 
stellten phlnologi sehen  Beobachtungen  (Pflanzenreich 
und  Tbierreich).  VI.  Mehrjährige  Mittel.  Die  Beobach- 
tungen bezieben  sieh  ^vorsogsweise  auf  das  Jahr  1864,  reichen 
aber  auch  weiter  oder  gehen  auf  frSbere  Jahre  zurück.  —  Wir 
wfioscben  den  Herren  Herausgebern  recht  sehr  Kraft  und  Aus* 
daoer  zur  Fortsetsung  des  schwierigen  Werkes« 


Vermischle  Schriften. 

Berichtigung. 

Als  wir  in  unserem  vorhergehenden  Literarischen  Berichte. 
Nr.  CLXXXV.  S.  15.  die  sehr  verdienstlichen  „Meraoires  de 
la  Sociätä  des  tSciences  physiques  ,et  uatureiies  de 
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Bordeaux'*  an<«uzeie:en  da«  Vergnn<ren  hatten,  (sprachen  wir 
iS.  l^j.  die  Verniuthung  aus,  das«  diese  luichachtbare  Geselisrhalt 
lediglich  auf  eigenen  FOiüseii  stehe  und  8ubveFitioneti  von  Seilen 
des  Staats  nicht  erhalte*  Hierüber  ist  uws  eine  Berichtigung  zu- 
gegangen und  wir  ergreifen  gern  die  un«  dadurch  dargebotene 
Gelegenheit,  unsere  faltitche  Voraussetzung,  der  aber  gewiss  die 
beste  Meinung  zu  (xrunde  lag,  2u  berichtigen.  Die  tin»  uüti^ät 
gemachte  Mittheilung  lautet:  „Notre  societe  n'est  pa^  „ohne 
alle  Unterstützung  von  Seiten  des  Staats."  Elle  re^oit 
des  Subvention«  asses  consiBtebles  de  la  ville  de  Bordeaux 
(500  fr.  par  an),  du  döpartom^nt  de  la  Gironde  (500  fr.)  et  dtt 
MioisiAre  de  rinefructioo  publique  (300  fr.  envinm)."  -  Wir 
danken  fSr  diene  Berichtigung  uneerer  falecben  Voraoeeetaong  um 
ao  melir,  weil  wir  daraos  von  Neaem  neben,  wie  nehr  und  allge* 
mein  achtbare  wiaaeniiebaftlidra  Beatrebangen  in  Frankteicfa  an* 
erkannt  nnd  van  den  feracbiedensten  Seiten  angelegentlieb  geför- 
dert  werden«  .G. 


Sitsongaberiebte  der  kaim.  Akademie  der  Winaen* 
acbaften  in  Wien.  (VergK  LIterar.  Ber.  Nr.  CLXltXlL 
^.  12.). 

Band  LIII.  Heft  V.  IN  1  e  m  ts  c  h  i  k:  Nene  Constroctionen 
der  auf  ebenen  und  krummen  Flächen  erncheinenden  Reflexe  und 
hierauf  bezügliche  Theoreme.  (Mit  8  Tarelii).  S.  577.  —  v.  Wal- 
tenhofen: Ueber  den  Luliin'jschen  Versuch  und  die  Lichten- 
herg'ischen  Figuren.  S.  666.  —  Stefan:  Ueher  einen  akusti« 
sehen  Verfluch.  S.  696.  —  Pierre:  Beiträt^e  zur  genaueren 
Kenntnis»  der  liesetze  der  Fiuorescenz  •  Erscheinungen.  (Mit 
2  Tafeln).   S.  704. 

Band  LIV.  Heft  I.  Lippicb:  Ueber  ein  neuen  von  de 
Saint-Vdnant  auageaprocbenea  Theorem  der  Mechanik.  8.  63. 

Pteaa;  Ueber  daa  Loeungagee^ts  und  dae  Sieden  der  FIflasig- 
keiten»  und  fibef  Dampfezpldaionen.  'S.  76.  —  Mach:  Ueber 
wiasenschaftlicbe  Anwendungen  der  Pbetogrnphie  und  Stereoakopte» 
S.  123.  —  Mach:  Ueber  den  physlolegiMben  Effect  linmlich 
▼ertheilter  Lichtreite.  S.  131. 

Band  LIV.  Heft  !l.  v.  Lang:  Orientirung  der  Wärme- 
teitungsf^higkeit  einaxiger  Krystaile.  S.  163.  —  v.  Littrow: 
Physische  Zusammenkünfte  von  Asteroiden  im  Jahre  ib6ö.  S.  206. 
—  Anton:  Die  tircnzebene.  (Ein  Beitrag  zur  Linearperspectiye). 
S.  230. 
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Band  LIV.  Heft  III.  und  IV.  Militzer:  Ueber  die  Ver. 
Wendung  einer  gemeinschaniichen  Batterie  für  vielfache  Schlieft- 
eungskreise.  S.  352.  —  Mach:  Ueber  die  physiologische  Wirkung 
rllaiulich  vertheilter  Liclitreize.  (Dritte  Abhandlung).  8.  393.  — 
Martin:  Oer Centrifugalflugel.  S.  412.  —  Ditscheiner:  Theorie 
der  Beugungserscheinungeii  in  doppelt  brechenden  Medien,  (Mit 
1  Tafel).  S.  523.  —  Stefan:  Nachtrag  «u  dem  Aufsätze:  Heber 
einen  akustischen  Versuch,  ö.  597.  —  Loscbuiidt:  Zur  Theorie 
der  Gase.   S.  tM(5. 

Von  der  8<rhon  im  Literarischen  Ber  ic  Ii  t  e.  Nr.  CLXXXIV. 
8.  IB.  von  lins  vorläufig  angezeigten  Fortsetzung  der  Annali 
di  Matematica  pura  cd  ap plicata,  welche  von  jetzt  an  von 
den  Herren  F.  Brioschi  und  L.  Cremona  in  Mailand  heraus- 
gegeben werden,  ist  zu  ujiserer  f^rossor»  Freude  so  ebeii  das  «^rste 
Heft  erschienen,  welches  den  folgenden  Titel  und  Inhalt  hat: 

Annali  di  Matematica  pura  ed  appMcata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona,  in  continuazione  degti  An* 
nali  giä  pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tortolini.  Serie 
l\;  Teno  R  FascicoloK  Milano,  Tipografia  di  Frao* 
cesco  Zanetti.  —  Brioschi:  Sulla  teoria  delie  coordioate  cur- 
vilinee.  p.  1.  — «  Cfebsch  e  Gordan:  Sulla  rappresentazione 
tipica  delle  forme  liinarie.  p.  23.  —  Betti:  Sopni  le  funzioni 
5teriche.  p.  81.  —  Christotfelr  8ul  problema  delle  teniparature 
atazionarie  e  la  rappreaeatazione  di  uoa  data  auperficie.   p.  89. 

Ginrnale  (Ii  Matematiche  ad  uso  degli  stiidenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro* 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Beriebt. 
Nr.  CLXXXV.  S.  18.). 

Anno  V.  Maggie  e  Giugno.  1887«   Salle  pertvrbaaieni 

planetarie;  per  R.  del  Greaao.  p.  129.  —  Quistioni  propoate 
neir  Educational  Times,  fiaolute  da  alconi  glovani  atodeDlf. 
p,  163.  —  Risoluzione  di  alcune  quiationi  proposte  dalla  R.  Scuola 
normale  soperiore  di  Pisa;  per  G.  Aeeeli.  p.  158.  —  Soluzione 
della  quistione  54;  per  G.  As  coli.  p.  162.  —  Soluzioni  delle 
quistioni  58,  59,  60,  02,  64  e  65;  per  G.  Ascoli.  p.  163w  — 
Nota  intoroo  alle  qobtioni  56  e  57;  per  C*  Sardl.  p.  169.  — 
Nuova  dimostrazione  del  prodotto  di  due  niatrici;  per  G.  Sardl. 
p.  174.  —  Soluzione  delfe  quistioni  60,  62,  64,  65;  per  E.  Padova. 
p.  17&  —  Meto  aulia  riapiusiooe  deii  equaaiooi  nanericlie;  per 
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V.  Janni.   p.  182.  —  Intorno  alle  equazioni  binomie; 
bioi.   p.  184.  —  Qoistione.   p.  189.  —  Nota  sul  Teorema  della 
pag.  24,  Vol.  V;  per  D.  Cheltni.  p.  190.      Qulstione  41  Geo* 
metria;  per  G,  Battaglini.  p.  192. 


Anzeige. 

Die  grosse  Bedeutung  der  Werke  von  Lagrange  veranlasst 
uns,  die  Leser  auf  die  folgende  ans  zugesandte  Anzeige  aufmerk- 
sam za  machen.  6. 

M.  Calvary  A  Co» 

Special- Geschäft  für  Philologie  uud  Naturwistietischaften. 

Berlin. 
ObennwientraMe  It* 

So  eben  erschien  In  Paria: 

lia^rang^e  oeuvres  toL  I« 

Oeuvres  de  Lagrange;  publiees  par  les  soins  de  M.  J.  A.  iSe r- 
ret,  sous  les  auspices  de  Son  Exc.  le  ministre  de  i'instruction 
publique. 

Umt  1  hl  4«.  U  et  93S  p.  Sl  fr« 

Die  Ausgabe  ist  anf  7  BSode  in  Anaatattnng  der  Oearrea  de 
Laplace  (]£dition  du  Gouvernement)  herechnef,  und  ist  die  Anzahl 
der  auszogebendeo  Exemplare  auf  eine  nur  kleine  Zahl  beschränkt« 
so'  dass  eine  Snt»seription  auch  nach  der  materiellen  Seite  Tor- 
theilhafl  erscheint 

Wir  liefern  das  Werk  zum  Sobscriptionsprelse  von: 
8  Tbir.  fSr  den  Band  fraice  Berlin. 
8  nif.  2S  Sgr.  Ilr  den  Band  fraiUrt  «i  den  Sihacrlbcttei. 

FSr  die  Bestellung  genügt  es»  sich  des  unten 'angefögten  Suh- 
serlptioDsscheines  zu  bedienen  oder  eine  Postanweisung  unter 
Beifilgnttg  des  heutigen  Datums  und  der  Bezeichnung  Xi  ein« 
zusenden.  

Herren  S,  talvary  ^  Co. 

Special  •  Geschäft  ffir  Philologie  und  Naturtvisseoschaiten. 

Berlin. 
Oberwaasentrane  11. 

Subseriptf  ons  -  Schein« 

£4^pl.  Oeuvres  de  Lagrange.  Edition  du  Gouvernement  Tol,  i  &  ff. 
franeo  tfediil  a  Band  8  Tblr. 
franqo  .   .  «  ä  ii«kod  d  Tblr.  25  Sgr. 
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Nachschrift 

Üa  die  Ausgabe  nuch  dem  Obigen  nur  anf  7  Bände  berechnet 
ist,  so  wird  dieselbe  gewisH  bloss  die  ^r<;sscren  selbstständigen 
Werke  von  Lag  ränge,  nämlich:  Additions  a  l'Algebre 
d*£uler.  (Auch  abgedruckt  in:  J^lömens  d'Al^^bre  par 
L.  Euler,  traduits  de  l  Allemand  etc.  Par  T.  G.  Gar- 
nier. T.  I.  II.  Pa  ris.  1807.;  die  Zusätze  von  Lagrange  iindeu 
•Ich  In  T.  IL  p.  281. p.  486.).  —  M^caniqne  aoaiytlque. 
2  VoL  —  Theorie  4m  fooction«  analytique«.  —  Rtfaa« 
IntloD  dea  ^quationa  numtfrlqaea.  —  Le^ona  aur  le 
Calcul  daa  Fonctionc  «nthalt^  iLSnnen.  Selhatat&ndig»  d.  h. 
nicht  in  einam  grSaaaren  Sammelwerlce,  aondern  ala  beaondere 
Schrift  iat  anch  In  Turin  gadroclct:  Ijattra  da  23  juin  1764« 
adreaa^o  ä  Jnlaa^Charlea  Pagnana,  aontenaat  nna 
a^rie  paar  lea  diff^renf iailaa  et  lea  integralen  d'un 
ardre  qualconqoe,  correapondante  ä  celle  de  Newton, 
ponr  laa  puiaaancea.  Dana  naeh  dieaar  Brief  In  die  Samro- 
Inng  aafgaaoinmen  vrerden  niOcbte,  ist  sehr  stt  wünachen.  —  Ein 
von  Lacroix  mitgethelltea  Verseichniss  aller  grdaseren  Werke 
und  einzelnen  Abhandlungen  ist  der  M^canique  analytique. 
JiMTeUe  ^tion.  Tome  II.  Paria.  1815.  beigefOgt  Die 
veiBchiedenen  eiuselnen  Abhandlangen  finden  sieb  sehr  zerstreut 
in:  Miscellanea  Taurinensia,  Mörooires  de  l'Academie 
de  Berlin,  Nonveaux  Memoires  de  l'Academie  de  Ber- 
lin, Memoires  de  TAcaddinie  des  sciences  de  Paris, 
Mömoires  de  rinstitut,  Journal  de  l'ecole  poiytecb« 
nique,  Söances  des  ccoles  normales,  Connaissaoce 
des  tems  (aurh  im  Berliner  astronom.  Jahrbuche).  — 
Am  Ende  des  in  Kede  stehendon  Ver7pirhT}i«?ses  ist  endlich  auch 
noch  angeführt:  Essai  d' Ar itbmeti que  poiitique,  imprim^ 
dans  une  Coüectioo  de  divers  Ouvrages  d'Arithme- 
tiqiic  politique,  par  Lavoisier,  Lagrange  et  autres, 
pubiiee  en  l'an  IV  (1795—96)  par  M.  Roederer,  dessen  Auf- 
naboie  in  die  Werke  wohl  auch  recht  sehr  zu  wünscben  wäre, 
da  diese  Scbrilt  jetzt  gewUa  sehr  schwer  zu  haben  iat 


Anzeige* 

Im  Begriff,  dieses  Heft  zu  scblieasen,  wird  ona  noch  die  fol- 
gende Anzeige  zugesandt,  welche  wir  mit  Dank  entgegen  genom- 

men  haben  und  sogleich  mittheilen,  Aveil  sie  den  Mathematikern 
den  Weg  angiebt,  wie  sie  sieb  auf  die  Jeichteste,  aicherate  und 
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wohlfeilste  Weise  in  den  Besitz  der  letzten  und  einzigen  in  deut- 
scher Sprache  erschienenen  Schrift  von  dem  in  neaester  Zeit  so 
viel  genannten  Wolfgang  (Farkas)  Bolyai  setzen  künnen. 

Durch  die  Bibliothek  des  reformirten  Col- 
legiams  m  Maros  Väsärhely  oder  durch  den 
Buchhändler  J.  Wittich  daselbst  ist  gegen  netto 
baar  20  Sgr.  oder  l  FI.  osterr.  W.  zu  beziehen: 

Von 

Wolf  gang  Bolgm: 

Kurier  Gmadriss  eines  Tersnchs 

I.  Die  Arfllinietik,  durch  zweckmässig  con- 
stroirte  Begriffe,  von  eingebildeten  und  unendlicli-Ueinen 
Grossen  gereinigt,  anschaulich  und  logisch-streng  dar- 
zustellen. 

II.  In  der  Oeoni6lrie  die  Begriffe  der  gera- 
den Linie,  der  Ebene,  des  Winkels  allgemein,  der 
winkellosen  Formen,  und  der  Krummen,  der  Terschie* 
denen  Arten  der  Gleichheit  u.  d.  gl.  nicht  nur  scharf 
zu  bestimmen,  sondern  auch  ihr  Seyn  im  Kaume  zu 
beweisen:  und  da  die  Frage,  ob  SEWey  TOn  der 
dritten  g^esclinfCtene  Oeraden,  wenn 
die  §»uinnie  der  inneren  Winkel  nieiil; 
=  2fl,  sieh  selieiden  oder  niehl?  niemand 

auf  der  Brde  ohne  ein  Axiom  (wie  Saclld  das  XI) 
auHBustellen,  beantworten  wird;  die  davon  unabhSngige 

Geometrie  abzusondern;  und  eine  auf  die  Jn- Antwort, 
andere  auf  das  Mein  so  zu  bauen,  dass  die  ii'ormeln 
der  letzten^  auf  einen  Wink  auch  in  der  ersten  gül- 
tig sejen« 

IVach  einem  lateinischen  Werke  von  1829.  M«  Yä- 
sdrhely,  und  eben  daseibat  gedruckt«!  angirischen. 
MAROS  VASARHELY  1881. 
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Am  '25.  August  1867  starb  nach  Zeitongsaachrichten  der 
grosse  Physiker 

Micbael  Faraday. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Nach  Zeitungsnachrichten  ist  am  15.  Juni  1867  dem  grossen 
Lagrange  in  seiner  Geburtsstadt  Turin  auf  fler  Piazetta 
J/agrange,  sonst  Belloni,  ein  Mununient  errichtet  worden; 
die  eolossale  Statue  iit  ein  Werk  des  Bildhauers  Alberto iii.  — 
l^agrange  war  am  25.  Januar  173t)  in  Turin  geboren  und  starb 
in  Paris  am  10.  April  1813. 

Je  «ffreulichar  e«  V^t  jeden  Mathematiker  ist^  dasa  Itaiien  auf 
diese  Weise  daa  Andenken  seines  grossen  Landsmanns  ehrt: 
desto  mehr  wünschen  wir,  dass  uns  so  bald  als  muglieb  einige 
nähere  Nachrichten  über  die  Errichtung  jenes  Monoments  angeben 
mochten,  um  dnrch  deren  MittheUung  im  „Are hiF^iinsere  Leser 
erfrenen  au  kSnnen. 

Die  Entstehung  des  Ne  wton-Leibniz'schen  Priori- 
tätsstreites hinsichtlich  der  Erfindung  der  Infinitesi- 
malrechnung. Von  F.  Giesel.  Programm  der  zur  Ab- 
haltung  von    Abiturienten  -  Prüfungen  berechtigten 
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höheren  Bürgerschule  zu  Delitzsch  von  Ostern  1806. 
Delitzsch  (gedruckt  bei  B.  Meyer).  1866.  4^. 

Diese  «war  nur  kurze,  aber  oameDtlicb  eine  eehr  groeze  An- 
zahl dankensirertber  literarischer  Naebweisungen  enthaltende 
Abbaedlang  scheint  auf  sorgföltigen  historischen  Untersuchungen 
zu  beruhen»  und  legt  die  Hauptpunkte  des  berühmten  Streiten» 
klar  und  deutlich  vor  Augen,  so  dass  wir  glauben ,  die  klein« 
Schrift  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu  kSnnen.  Am 
Schluss  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  dem  folgenden  Resultate: 
^»Newton  ist  der  erste  Erfinder  der  höheren  Analysis.  Leib- 
niz  ist  einige  Jahre  später  zu  derselben  Entdeckung  gelangt/ 
ganz  selbststSndig  hinsichtlich  der  Erfindung  seines  Algorithmus, 
zum  grSssten  Theile  auch  selbststündig  bei  der  Atiflinduiij;  der 
Grundregeln  der  neuen  Rechnung«  selbststftndig  b^i  deren  Be- 
gründung. Ferner  machte  Leibniz  tou  seinem  Alg<)rithiniis 
einen  consequeoteren  Gebrauch;  Newton  hat  lange  geschwankt^ 
ob  er  die  Fluzlonen  der  GrOsssen         ....  mit       F, ....  oder 

mit  p»  9, ....  oder  mit  ^, . .  •  •  bezeichnen  sollte.  Beide  schwank- 
ten biosichtlich  der  Begründung  der  Principien  ihrer  Reehnung. 
Leibniz  hat  sich  hier  und  dort  der  Newton'schen  Ton  der 
Bewegung  hergenommenen  Anschauung  genühert,  Newton  wie* 
durum  der  Leibniz  *schen.  Vor  allen  aber  ist  es  L  ef bn  i z  e  u  s 
Verdienst,  die  Elemente  seiner  Differentialrechnung  zuerst  pubB* 
cirt  zu  haben,  seiner  Differentialrechnung,  die  nach  Biots  Ortheil 
auch  gegenwirtig  noch  eine  wunderbare  Schöpfung  sein  würde, 
wenn  Newtons  Fluzionsreebnung  allein  ßir  uns  vorhanden  wSre'^ 


Arithmetik. 

^Studien  7.ur  Integralrechnung  von  Ür.  P.  Helmling, 
orden tu c Ii em  Professor  der  reinen  Mathematik  an  der 
Kaiserlichen  Universität  zu  Dorpat.  Eigenthuni  des 
Verfassers.   Dorpat.    Druck  von  C.  Mattiesen.  1866. 

Der  Herr  Verfasser  hat  schon  früher  zwei  sehr  werthTolle 
Schriften  Ober  Integralrechnung  publicirt,  nSnÜch: 

Transformation  und  Ausmittelung  bestimmter  In- 
tegrale. Abhandlung,  welche  be  i  d  e  r  H  och  v  e  ror  dn  e  ten 
philosophischen  Facultät  der  Kaiserlichen  Univer- 
sität zu^Dorpat  zur  Erlangung  der  Magister  würde  ein- 
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geroirlit  hat  und  öffentlich  vertheid!2;en  wird  Dr.  Ph, 
Helialifig.   Mitau  uod  Leipzig.   Keyber.   1Ö64.  4^. 

titiii: 

T  ra  r:  fo  r  ni  a  t  i  o  Ti  ti  n  f1  AusmiHelung  b  es  ti  ra  m  t  er  I  n - 
teijrale  mit  1>  o  s  o  n  d  c  r  e  r  i\ li  c  Iv  s  1  Ii  t  a  n  f  r  (5  s  s  n  r  c  W  e  rthe 
der  Gränzcii  und  impücirten  C  o  i»  s  ta  n  t  e  n.  Von  Dr.  P. 
Ffcitnfing,  Privatdocent  zw  Dorpat  Aiitau  aod  lieip. 
zig.   G.  A.  Reyher.  iS54. 

In  seinem  vorliegendeii  neueo  Werke  bat  iran  Heir  Helm* 
fing  eine  Reibe  neuer  die  Integri^recbnnng  betreffender  Ü&ter- 
Hucbungen  veruffentlicbt«  welche  ibo  sq  einer  grossen  Ansah!  liie* 
her  gans  unbekannter  oder  nur  in  weniger  vollkommener  Form 
bekannter  Resultate  geüabrt  haben,  an  denen  das  Werk  so  reich 
ist  dass  davon  hier  eine  aacb  nnr  annährend  vollständige  Ceber- 
t«icht  sich  nicht  geben  lässt  Auch  sind  die  Melhodeu,  durch 
welche  der  Herr  Verfasser  zu  diesen  Resnitateo  gelangt  ist»  so 
niaiini(;faltii;,  dass  dieselben  hier  näher  zu  charakterisiren  unmög- 
lich iKt.  Ueberau  aber  bekundet  das  Werk  den  in  jeder  Be- 
ziehung )»etvaodten  Analytiker,  und  lässt  auf  jeder  Seite  das  Be- 
streben hervortreten,  rucksichtlich  der  Gründlichkeit  und  Strenge 
den  von  der  neueren  Wissenschart  in  dieser  Beziehung  gestell- 
ten Forderungen  vollkommen  gerecht  zu  werden,  so  dass  wir 
dieses  Werk  für  eine  wichtige  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der 
Analysifl,  insbesondere  der  Integralrechnung,  halten,  und  derMei* 
nung  sind,  dass  kein  Mathematiker,  der  sich  mit  ähnlichen  Unter- 
suchungen beschäftigt,  desselben  entbehren  kann,  und  oft  auf 
dasselbe  zurückzugehen  Veranlassung  finden  wird. 

Das  ganze  Werk  ist  In  drei  Abscfaidtte  gethellt,  welefae  den 
folgenden  Inhalt  haben,  den  wir  hier  der  Wichtigkeit  der  behan- 
delten Gegenstände  wegen  vollständiger  angeben,  als  wir  sonst 
in  diesen  Literarischen  Berichten  der  Beschränktheit  des  Raumes 
wegen  zu  thnn  gewohnt  sind. 

I.  Abschnitt. 

1.  Ermittelung  des  Integrals  ysi("'l*A0^.<2d?fdr  ein  beliebiges 
reelles  n  von  0  bis  »  oder  von  s;  bis  od  . 

a)  Durch  das  Verfahren  der  tbeilweisen  Integration. 

b)  Durch  Recarsionsgleiefaungeo  bei  genauer  Restbe* 
stitimung. 
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2.  Formen«  welche  von  deiu  iutegrallu^antiniius  ubhäitgeii. 

3.  Meae  Grundlagen  des  Integraftogarithmus,  IntegraUcosinu«, 
Integral*sinus. 

4.  Derivate  dieser  rormefi. 

5.  Reihen,  die  nach  beetimmten  Integralen  geordnet  «ind. 
Beeondere  Formen. 

II.   A  b  8  c  b  n  i  t  f. 

1.    Bestimmte   Integrale  und  Differentiale  in  endlicher 
Form;  Reihensummattonen. 

§.  2.  Gammafunctionen  mit  complezem  Argument 

Es  ist  in  diesem  Abschnitt,  den  wir  der  Aufmerksamkeit 
unserer  Leser  besonders  empfehlen  müchten,  ivie  der  Herr  Ver» 
fasser  selbst  sagt,  der  Versuch  gemacht,  das  Culer'sche  In- 
tegral in  seiner  allgemeineren  Fassung,  nSnilich: 

/*  ' 

als  Ausgangspunkt  an  benutzen,  um  eine  sehr  grosse  Zahl  be- 
stimmter Integrale  von  Exponentialfunctionen  in  endlicher  Form 
zu  ermitteln,  und  es  haben  sich  daran  eine  Reihe  von  eigenthäm- 
lichen  Erörterungen  und  mcrktvürdigen  Beziehungen  anknüpfen 
lassen.  Der  §.  2.  liefert  dann  die  weitere  V  erallgemeinerung, 
Tvenn  n  coraplex  wird,  nnd  fuhrt  dann  naturgemäss  znr  Behand- 
luiiL;  der  Aufgabe,  die  (>aniniafunctionen  für  ein  coniplexes  Argu- 
mcut  zu  berechnen,  und  ihre  wesentlichsten  Fuudamentaleigeu- 
scbiEiften  zu  begründen. 

Iii.  Abschnitt 

Untersuehni^ea  Qber  die  lineären  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  mit  allgemeinen  Coeflicienten. 

1.  Differentialpfleirhiiiigen,   uelrhe  von  bestimmten  Formen 
der  Partikulär-integrale  abhängen. 

2.  Transformatien  der  allgemeineD  Gletchang  auf  die  Rie- 
cati'sebe  Form. 

3.  Integration  durch  Reiben. 

4.  Integration  der  allgemeinen  Gieichang  darcb  Kettenbrfiche. 
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In  diesem  Abschnitte  sliul  die  Untersuchongen  in  den  vier 
ersten  Paragraphen  aus  dem  Problem  hervorgegangen,  die  line&re 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  Coefficienten  des 
zweiten  Grades  allgemein  zu  inte^^riren.  Obgleich  die  Aufgabe 
in  dieser  Allgemeinheit  ungelöst  blieb,  indem  einer  der  constau' 
ten  Coefficienten  statt  beliebig  zu  sein  als  eine  gegebene  Fun- 
ction dreier  anderer  erschien,  —  hat  die  Untersuchung  doch  so 
i^anz  interessanten  Folgerungen  geführt,  und  erledigte  eine  Menge 
besonderer  Fälle.  Die  folgenden  Paragraphen  enthalten  gleich- 
falls  sehr  bemerkenswerthe  CJntersuchiinijen  über  Differentialglei* 
chunsjcn,  so  wie  denn  z.  B.  in  §.  5.  die  allgemeine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnunj^  auf  die  einfache  Gleichung 
der  ersten  Ordnuug         9^  =       oder  der  sweiten  Ordnung 

j-2  =  ITz  redocirt  ist   Aneh  ist  in  diesen  Paragraphen  ein  Tbeo' 

rem  von  Petzval  näher  lieleurhtet  und  an  einer  Differential- 
gleicbiipn;  der  dritten  Ordnung  erläutert  worden,  nach  welchem 
nämlii  h  die  Integration  einer  linearen  Diflfereutialüleichung  der  ?iteu 
Ordnung,  dcroTi  Coefficienten  ganze  rationale  Fum  tionen  des  '2ten 
Grades  sintl,  allcrnal  von  der  Integration  einer  üiii  aren  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  al/liängig  geniacht  werden  kann, 
deren  Coeftlcienten  ebenfalls  ganze  rationale  Functionen,  aber  jetzt 
des  nten  Grade«  sind. 

Leider  messen  wir  uns  hier  mit  diesen  kursen  Andeutangeo 
Aber  den  Inhalt  dieses  ausgezeichneten  Werlcea  begnügen;  je 
grvsser  aber  die  Hochachtung  fär  seinen  Verfasser  ist,  mit  der 
wir  von  demselben,  nachdem  wir  uns  mit  aeineoi^Iohaite  in  ein- 
gebender Weise  belcannt  gemacht  haben,  geschieden  sind:  desto 
mehr  wQuschen  w  ir,  dass  dasselbe  die  sorgfältigste,  in  jeder  Be- 
ziehung verdiente  Beachtung  aller  Mathematiker  im  weitesten 
Cmfange  finden  mege« 


Oe'ometrf  e« 

Aiileitungzum  Linearzeichnen,  mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung des  gewerbliehen  und  technischen 
Zeichnens,  als  Lehrmittel  für  Lehrer  und  Schüler  an 
den  verscliiedenen  ewerblichen  und  technischen 
Lehranstalten,  .Kowic  /.um  SellistKtudium.  von  Profes- 
sor G.  Delabar  ,  (  o  rir  e c  1 0  r  d  er  Kan t  ons  6  ch uie  u  n  d  V  o r- 
staud  der  Fort  b  i Iii  ungsschule  in  St.  Gallen.  In  drei 
Theilen.  Freibuig  i.  B.  Herder.   1867.  Queer-Octav. 
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Wir  glauben  diese  Anleituni;  xu  dem  fiir  die  Technik  so  wich- 
tigen geometrischen  Zeichnen  recht  «ehr  zur  Beachtung  empfehien 
zu  fDöesen,  namentlich  der  ungemeiii  grossen  Anzahl  iür  die  An- 
wendung wichtiger  Aofgjiben  ivegen,  w  elche  der  Leser  in  den  uns 
Ins  jetzt  vorliegenden  drei,  auch  äusserlich  sehr  huti^ch  ausge- 
statteten Heften  behandelt  findet,  so  dass  dieses  Buch  jedem 
Lehrer  ein  sehr  reiches  Material  für  seinen  Unterricht  zur  C«bun^ 
«einer  Schüler  darhietet.   Die  sehr  sauber  lithographirten  60  Taiehi 
mit  3'2"2  sorgfältig  ausifpfuhrteri  Fiirnren  erhöhen  die  Branchbar- 
keit  und  den  Werth  der  Schritt  sehr.    Die  Darstellung  ist  im 
Gan/rn  durchaus  praktiscli   i;*jjirilten,  wenn  auch  —  wofür  /..  Ii. 
besonders  der  erste  Abschnitt  der  /»veiten  Abthcilung.  mit  der 
Ueberschrift :  ,,Iiehr8ätxe  und  Auf^^alMMi  iilier  die  rechtwinkligen 
ProjcktiocHT»  der  (lerndcn  und  Ebenen  im  Rautnc"  den  besten 
Beweis  lielert  —  kcinesucus  ohne  alle  Beziehung  auf  theoreti' 
sehe  (ieonietrie  und  ohne  einfache  theorelischf^  Erlfiutcrunpren  ofid 
Begriffshestirauiuniren ,  al>er  doch  »liclit  so   theoretisch,  vvie  die 
schune  Schrift  von  Qui  n  t  i  n  o  Selia  (Arcltiv  Tbl.  XI  JII   i\r.  IX.) 
und  dasimLiterar.  Ber. Nr.  (  JjXXVIII.  anire/eiste  trefll!<  he,  von  der 
üioaenannten  neueren  tieonietrie  so  sclmtien  (Gebrauch  machende 
\Vt  i  kchen  von  P  a  u  1  us,  welches  übrigens  sich  durchaus  auf Construc- 
tioneo  in  der  Ebene  beschränkt.  Die  Schrift  des  Herrn  Oela  bar  be- 
schäftigt sich  daliegen  im  er.sten  Tbeile  gleichfalls  mit  dem  gewöim- 
liehen  geoinetrischcu  Zeichnen  in  der  Ebene  oder  der  Zeichnung  ebe- 
ner Figuren,  im  zweiten  Theile  aber  mit  grosser  Ausföhrlichkeit  mit 
der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Gebilde,  so  dass  hiernach  der 
Hauptiubalt  der  drei  uns  ▼erliegenden  Hefte  folgender  ist:  Krster 
TlieiL   Das  ff «ometriscbe  Linearzeichnen.  —  KweMer 
Tliell*  Das  projekfiv.e  Zeichnen  oder  die  darstellende 
Geometrie«  —  Brate  Abthrlliuis.    Die  Elemente  der 
darstellenden  Geometrie.  —  Sweit«  AMheOun^^.  Die 
weitere  AnafQhrung  der  reebtwinkiigen  Projektiens- 
art  —  Diese  drei  Hefte  liegen  nns,  wie  gesagt,  bis  jetat  nor 
▼or;  ea  sind  aber,  als  dritte  ond  vierte  Ahtbeilnng  dea  iweiten 
«Theils,  noch  awei  Hefte  an  erwarten  ^  welche  die  Polar-  und  Pa< 
rallelperspektive  and  die  Sehattenlehre  enthalten  werden,  deren 
Eraeheinen  wir  mit  Verlangen  entgegen  neben,  und  die  whr  aogleieb 
anaeigen  werden,  wenn  nie  in  unsere  HXnde  gelangen. 

Wir  wiederholen  unser  allgemeines  Urtheil,  dasa  wir  den 
Werth  dieser  Schrift  hauptsächlich  in  der  grossen  Menge  praktisch 
wichtiger  Angaben  finden,  die  hier  aufgelöst  uod  durch  schune 
Zeichnungen  erlfiutert  sind ,  und  die  jedem  Lehrer  des  geometri- 
schnn  Zeichaeiia  ein  tretticfaea  Ufllfamitlel  hai  aelnen  Unterrielite 
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<larl»iettMi,  \>  eühalb  die  Schrift  jerfenlalls  r.xir  allgemeinsten  Beath- 
tiini  dringend  empfohlen  tverden  nniss.  Dnss  die  Fortsetzung 
recht  bald  er«cbettieu  möge»  Ut  sehr  zu  wünschen. 


Physik. 

Naturlehre  für  gewerbliche  Forthilduiig^anstalten 
und  verwandte  Lehranstalten.  Von  Ür.  Jo^ef  Krist, 
Professor  an  der  k.  k.  ^chottenfelde r  Ober-Realschule 
in  Wien.  Mit  240  in  den  Text  gedruckten  HolKSchnitten. 
Wien.   W.  Braumöiler.   1867.  S«. 

Ein,  nie  es  uns  scheiiif,  sehr  gutes,  seinem  Zwecke  vollstän- 
dig entsprechendes  und  zu  dessen  Förderung  trefflich  i.'eeignetes, 
auch  äusserlich  sehr  schun  ausgestattetes  und  mit  vielen  nichts 
SU  wünselieii  fibrig  lassenden  sebr  deutlichen  Bolsschnitten  ver- 
sebenes Blieb.  Dasselbe  verbreitet  sieb  Ober  die  ganse  Pbysik, 
entkleidet  sicfi,  hier  unbedingt  mit  vollstem  Rechte,  von  aller 
matfaematlscben  Darsteilnog,  und  beschrSnkt  sich  ii^änslich  auf  die 
Erlünterong  durch  das  Experiment  mittelst  möglichst  einfiicher 
Apparate  und  Instruments.  Ueberall  ist  sorgfiUtig  RHchsiebt  auf 
die  gewSbnIiehere  Technik  sowohl,  als  aacit  namentHcb  auf  die 
Anwendung  der  Lehren  der  Physik  bei  verschiedenen  Vorkomm- 
nissen des  geroeinen  Lebens  genommen,  wohin  wir  s.  B.  den  sehr 
lehrreichen,  siemlich  ansläbrlichen  Abschnitt  (S.  134 — S.  149.) 
aber  die  verschiedenen  Heisuugsmethoden,  die  verschiedenen  Arten 
der  Oefen,  die  beste  Anlage  der  Schornsteine  h.  s.  w.  rechnen. 
Wir  sollten  meinen ,  dass  dieses  Buch,  ausser  flUr  gewerbliche 
Fortblldnngsschulent  filr  die  es  zunächst  bestimmt  ist,  sich  aueh 
ganz  vorzüglich  zu  einem  Lebrbucbe  der  Physik  für  landwirth« 
schaftliche  Lehranstalten  eignen  dürfte,  da  der  Lehrer  das  Weitere 
aus  der  Meteorologie,  was  für  diese  Unterrichtsanstalten  noch 
nöthig  sein  mochte ,  laicht  aus  eigenen  Mitteln  hinzu  tbon  kann; 
die  Maschinenlehre  und  eine  Anleitung  snr  Berechnung  und  Be- 
urtheiiung  der  Leistungen  der  einfacheren  Maschinen,  pflegt  auf 
landvvirthschaftlichen  Lehranstalten  in  besonderen  Vorträgen  ge- 
lehrt zu  werden;  aber  fSr  die  Physik  im  engeren  Sinne  möchten 
wir  diesen  Lehranstalten  das  vorliegende  Lehrbuch  als  Grundlage- 
für  den  Unterriebt  recht  sehr  empfehlen. 

Von  der  verdienstliches  Zeitschrift  der  ö/äterrei- 
chischeo  Gesellschaft  für  Meteor eiogie  (vergl.  Liter ar. 
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He  r.  Nr.  CLXXXVI.  S.  10.)  sind  neuerlich  crfichienen  Band  II. 
Nr.  16  und  17,  welclie  Nummern  zunächst  einen  sehr  lesensworthen 
Aufsatz  von  Herrn  v.  Laniont  unter  der  üeberschrift :  Das  Beob- 
achtungssystem  derSocIetas  Palatina  und  der  gegen- 
wärtige Standpunkt  der  Meteorologie  enthalten,  in  dem 
mit  bekannter  grosser  Sachketintniss  der  fje^enwärtige  Stand  der 
Meteorologie  gezeichnet  wirtl  und  die  jetzt  v(jrzui»sweise  zu  betreten- 
den Wege  angegeben  werden.  Der  Herr  V  erfasser  betrachtet  es  als 
wiinschenswerth,  dass  bei  Aufzeichnung  der  Beobachtungen  suvvohl, 
als  bei  Bearbeitung  derselben  und  ZusammeDstelInng  der  Uesultate, 
bestimmte  und  naheliegende,  d.  h.  den  gegenwärtigen  Stand 
unmittelbar  fördernde  Zwecke  im  Auge  behalten  werden«  er  be- 
trachtet es  femer  ab  wOnechenawertb,  dass  der  mathemati* 
sehe  Charakter  der  Meteorologie  in  den  Vordergmnd  trete. 
Conformität  und  strenger  Anseblnssandie  Vorsehriften  dieses 
oder  jenes  Beohachtongssystems  gesfigen  nieht»  um  dem  Beohaeh- 
ter  einen  Heiner  Mähe  entsprechenden  Erfolg  zu  alehem  und  zu 
verhindernt  dass  er  nirht  Gefahr  laufe,  bloss  zur  Vermehrung  des 
fiberflüssigen  (insbesondere  ist  es  der  sehen  von  Muneke  her- 
vorgehobene j^nntzlose  Ueberflnss  Ton  Barometerbeobacbtungen") 
Materials  beizutragen.  —  Ausserdem  enthalten  die  vorliegenden 
Nummern  noch  zwei  recht  Interessante  Aufsätze:  Ueber  den 
Föhnwind  von  A.  Mfihry  und:  Ueber  den  Ursprung  der 
Gewitter  vonJ.  Hann^so  wie  eine  grosse  Anzahl  lesenswerther 
kleinerer  Mittheilungen. 


Vermischie  Schriften. 

S'itzun^sberichte  der  KSnIgl.  Bayerischen  Aka« 
demie  der  Wissenschaften  zu  München.  Vergi.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXV.  S.  14. 

1867.  I.  Heft  LV.  Ausser  mehreren  änderen  interessanten 
und  wichtigen,  aber  nicht  In  den  Kreis  des  Archivs  gefa&renden 
Abhandlungen^  enthält  das  vorliegende  Heft  dieser  wicbtigeo 
Sitzungsberichte  die  folgende  Abhandlung; 

H.  V.  Schlagintweit  -  Sakunlüoski:  Die  wlchtig- 
steo  Höhenbestimmungen  in  Indien*  im  Himälaya»  in 
Tibet  und  Turkistan. 

Diese  wichtige  und  mteressante  Abhandlung  (S.479.-*S.518.) 
liefert  3495  HOhenbestiiiunaDgeD,  von  denen  1615  anf  Indien* 
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1880  auf  Hochftnen  kommen.  Die  nOrdllche  Bralf«  «od  die 
liehe  Linga  Ton  Greenwicb  ist  für  alle  einzelnen  Statiooen  ange* 
geben;  der  Llogenonterachied  zwiscbeo  Graeowieb  und  dam 
Madras-Ohservatoriuni  tat  80*.  13'.  56"  gweHzt  («o  sagt  der  Var^ 
faaser  S.  481 ;  auf  Seite  602.  In  dam  Uohenverzeichniase  steht  ala 
Länge  dea  Madras-Obaervatorium  nnnäbernd  80®.  13'9l.»wail  ia  diesem 
Verzeichnisse  die  Längen  fiberall  nur  ia  Minuten  angegeben  alnd); 
die  Hohen  sind  in  englischen  Fussen  angegeben.  Zunäcliat  §Si 
physikalische  Geographie  ist  diese  Abhandlung,  die«  ausser  den 
Ifohenverzelcbniase  selbst,  noch  manche  interessante  und  lebr- 
f aiche  firlättteraagaa  sa  demaelbea  antbil^  jedenfalia  aehr  wiebtig. 

Giornate  di  Matematicbe  ad  uso  dei^lt  studenti 
delle  tintversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fessure G.  Battagliui.  Mapoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXVi.  S.  13.). 

'  Lagllo  a  Agoata  1887.  Solle  pertaibaaleBl  planetarie;  per 
R.  dal  Groaao.  p.  193.  —  Solle  Geametria  inunaginaria  dl 
Labaticbewsky;  per  6.  Battagllat.  p.  217.  —  Quelqaaa  tbde* 
r^mea  aur  Ia  qoadrllat^re;  per  L.  Matth ieaaea*  p.  232. 
RdaelotiaB  noovelle  de  rdqnatloa  do  qoatriteie  degrd;  par  le 
ndme  aoteor.  p.  234.  — Ue  la  ploa  eoarte  distance  ealredeos 
droitea  daoa  reapaee»  et  d'on  caa  partlaoliar  d*one  fenctleo  da 
deoz  Tartablea  Inddpeodaotaa,  dent  le  lappert  h  one  llmite  däter- 
mlaed;  par  G.  Stamm  er*  p.  23G.  —  Sopra  aicunt  teeremi  di 
Steiner«  per  £.  Pado?a.  p.  240.  —  Correzioni  -  Sopra  nna  divi- 
alblliti;  per  G.  Tor  eil  i.  p.  250.  —  Solosiani  della  qnistioae  67; 
per  G.  Aaeall,  A.  Rolti  ed  £.  Padeva.  p.  254.  —  Annuasio 
Bibliegrafioa.  p.  236. 

Aeta  Dniversitatia  Lundensis.  Lunds  Univer- 
aiteta  Ira-Skrift  Lnnd.  Berllneka  Boktryckeriet. 

So  wie  die  UniversitMt  Upsala  jährlich  Schriften  unter  dem 
Titel:  Upfiala  Uuiversitets  Arsskrift,  von  welchen  in  un- 
seren Literarischen  Berichten  schon  üfter  die  Kede  gewesen 
ist,  herauiigiebt,  geschieht  dies  auch  voa  der  Universität  Lund» 
und  wir  mijij.sen  auch  die^e  Universitatj^-Schriften  unseren  Lesern 
sehr  zur  Beachtung  empfehlen»  da  dieselben  aus  allen  Wissen- 
schaften sehr  beachtenswerthe  Abhandlungen  enthalten.  FBr 
jetzt  liegen  uns  von  diesen  Schriften  die  beiden  folgenden  Jahr« 
gäuge  vor: 

L  Lunds  üniversitets  Ars  Skrift  fSr  &r  1864.  Afde- 
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lingen  für  Mathematik  och  Naturvetenskap.  DiflMT 
Jahrgang  enthält  nur  e  i  n  e  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörende 
Abhandloog,  Dämlich:  Afheedling  oni  taU  visere  tili  eam* 
maosatta  deUre  (indices  k  module  compos^)  af  C.  J.  D: 
Soh  Hill»  ia  welcher  Herr  Hill  tinige  echlttenewertbe  vnd 
aorglUtigat  aa  lieachteade  Tafele  liefert«  welche  In  der  Zahlem- 
lehre  von  vielfachem  Gehranch  nein  fcOnnen»  und  sugleicb  'deren 
Theorie  entwickelt. 

2.    Lunds  üniversitets  Irs-Skrift  für  nr  1865.  Alde- 
iingen   för    Mathematik    oeh   ISaturv  etenskup.  Dieser 
Jahrgang  enthfiltr    Quelques  Tables   des   Iractioüs  avec 
une  Note  sur  le  iiombre  des  divisions  ä  eifectuer  poar 
obteiiir  le  plus   grand   commuii  diviseur   par  C.  J.  D: 
Soll  Hill.   Auch  diese  Abhandlung  liefert  sehr  schätzenswertbe, 
fiQr  die  Zahlenlebre  wichtige  Tafeln  nebst  deren  Theorie,  welche 
wir  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.  Die  erste  dieser  Tafeln: 
Table  !  des  fractions,   enthält  namentlich  die  Verwandlung 
gemeiner  Brüche  in  Docimalbrüche  und  in  Kettenbrüche,  deren 
Theilneiuior  in   der  Tafel  angegeben  sind,  und  einiges  Andere. 
Die  Ueberächiilti  FT  der  beiden  anderen  Tafeln  sind:  Table  II 
(des  Nombrefc  lleciproques  ou  des  periodets  decirnaux). 
—  Table  III  des  pr-riodes  decimales  des  nombres  jire- 
roiers  reciproques,  aus  denen  der  Zweck  dieser  Tafeln  leicht 
von  selbst  erhellen  wird;  die  Theorie  und  Anwendung  der  Tafeln 
ist  überall  deutlich  gezeigt.    Anguhäiigt  ist  noch;    Notice  sur 
uiie  propriete  generale  des  fonctions  donnees  par  des 
equations  ä  diff^rences   et  di fferentielles.   —  Ausser 
dieser  Abhandlung  enthält  der  vorliegende  Band  noch  die  sehr 
schöne,  der  Beachtung  von  Neuem  recht  sehr  zu  empfehlende 
Abhaadloog:   Gm  Determinanter»  bvars  eleroenter  äro 
Binemialkoefficlenter.  Af  Viktet  ven  Zeipel,  welche 
auch  in  heeonderem  Abdruck  erechienen»  nod  ibree  vielfach  ia- 
teressanten  iDhalta  wegen  von  uns  schon  Im  Lite  rar.  Her.  Nr. 
CLXXXIV.  S.  12»  besonders  aogezeigt  worden  Ist,  auf  welche 
Anzeige  wir  daher  die  Leser;  um  diese  scbune  Abhandlung  ver- 
dientermassen  genauer  kenoen  au  lernen«  uns  an  verweisen  er^ 
lauben. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  obige  Anzeige  auf  diese  vielfach 
wichtigen  und  des  Interessanten  sehr  Vieles  darbietenden  Schrif- 
ten die  sorgiaitigste  Beachtung  unserer  Leser  hinzulenken»  und 
zu  deren  weiterer  Bekanntwerduog  Einiges  beizutragen. 
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N&heres  über  die  aeue  Ausgftkeder  Werke  tob  Lagrailgei 
imt  Räeksiekt  nvf  Uterar.  Her*  Nr.  CimVL  &  14 

RScksichtlich  unserer  Anzeige  der  neuen  Ausgabe  der  Werke 
von  Lagrange  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXVI.  S.  14.  Ut  uns 
zu  unserer  Freude  roitgethellt  worden»  dass  unsere  dort  ausge- 
sprochene Vermutbung :  die  Ausgabe  werde  die  kleineren  Abhand* 
lungen  des  grossen  Mathematikers  nicht  enthalten,  falsch  ist,  in- 
dem diese  Ausgabe  in  der  That  auch  allo  diese  Abhandlungen 
in  chronologischer  I  oli:©  umfasse«  wird.  Den  iieweis  iietert 
schon  die  tolgende  genauere  Inhaltsanzeige  des  ersten  Tbeils, 
die  wir  unseren  Lesern  mitzutbeilen  nicht  unterlassen : 

Ijaf^ranir^.  —  Oeuvres  de  Lagraoge,  poUitfM  par  les 
•oiM  de  M.  J.-A.  Serret,  Membre  de  Tlnstitut,  sous  les  auspi* 
ces  de  8.  Exc.  le  Miaistre  de  l'lostrnctioo  publiqu«.  Tom  L 
10-4;  1867.  30  fr. 

La  Oeuvres  de  Lagrange  doivent  former  eepi  eolumes  m*4* 
CHAQU2  VOLÜMB  SB  TBNDRA  S&BASttSBSPS. 

M.  Serret,  eo  pr^Dtont  &  rAcadtfmie  le  preniier  ▼otoine 
dec  Oeuvres  de  Lagraoge»  e'ezpriroe  aioal: 

„J*ai  i'honneur  d'oflfrir  ä  TAcademie  le  preraier  voiume  des 
Oeuvres  de  Lagrange,  qne  je  pubiie  au  nuin  de  l'l^tat,  confor- 
inemcnt  h  un  Arrete  d.  6.  Exc.  le  Ministre  de  Tinstruction 

publique. 

„Les  iinpürtants  Mernoires  qui  ligurent  dans  ce  voiume  in- 
teressctit  a  la  fois  les  (aeumetres,  les  Astrouomes  et  les  Pby* 
siciens:  en  voici  les  titres: 

Biographie  de  Lagrange  par  de  Delambre. 

„I.  Recbercbes  sur  la  metbode  De  maximis  et  minirois. 

mIL  Sur  rintdgration  d'uue  ^quatiou  dlft^reotielle  a  diffö-  ' 
renees  finies,  qal  contient  la  tb^orie  dea  aulfea  rtorrentea. 

„III.  Recberche«  itar  la  nature  et  la  propagatlon  da  soa. 

,,IV.  Neavellee  reeberebes  aur  la  nature  et  la  propagatlon 
du  son. 

„V.  Addition  aox  premi^rea  recbercbes  sor  la  nature  et.  la 
propagatlon  du  son. 

P,yi,  Essai  d'une  nonvelle  metbode  ponr  ddterminer  lea 
inazinia  et  ies  minima  des  formales  int^aJes  inddfinies. 

hVII.  Application  de  U  mdtbode  exposde  dans  le  Mdmolre 
pröcddent  k  la  Solution  de  diff^rents  Probldmes  de  Dynanique. 
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»VIII.  Solution      dlüreiite  PtobUmo«      Caleol  IntegraJ, 
•▼ec  vne  «pplloatlon  ä  la  tiitoio  do  Jopiler  et  de  Saturoe.  . 
JOL  Solntion  d'an  Probl^e  d'Aritbm^iqvo. 

Zugleich  machen  wir  die  Leser  auf  die  folgende  Sammlung 
aufmerksam,  welche,  unabhängig  von  der  neuen  Pariser  Ausgabe, 
alle  in  den  Schriften  der  Berliner  Akademie  von  1776  bis  1803 
erschienenen  Abhandlungen  von  Lag  ränge  enthält,  und  von  Herrn 
Calvary  &  Co.  io  Berlin  (Obervrallstraeee  11.)  bezogen  wer« 
den  fcaoii: 

Iittgrwise«  35  mdmoiree  de  Lagrenge,  pa bilde  par 
rAcaddmle  de  Berlin  pendant  iee  anndee  1779  b  18031 
6  tbir.  20  egr. 

Contenn:   Sur  l'attraetfcm  des  moyent  monvementa  dei  planHes  (1776). 

—  Sur  Tasage  des  fractions  continaes  Annsle  calcul  intdprnl  (17V6).  —  Recherche« 
BOT  la  ddterminatioü  du  nombre  dos  racincs  imaginalres  dana  les  ^qaattona 
Utäral«  (1777).  —  Sur  quelques  prohllmes  de  l'analyse  de  Diophaate  (1777). 

—  Remarqaes  g6ii€raleB  sur  le  numTsmcnt  de  plusicnn  eorps  qui  s'attirent 
mutucllemcnt  en  raison  inverse  des  carr<?8  des  distances  (  1777).  —  Tvt'- 
flexion  sur  recbappement  (1777).  —  Sur  le  probl^me  de  U  d^rmioatioa 
des  orbites  des  ooniHes  d'apr^  Irois  obsenratioos.  3  mdnioirei  (1778  — 
83).  ~>  Sur  la  theorie  des  Innettes  (1778).  —  Sur  une  mani^re  particuli^re 
d'cxprimor  le  tcmps  dans  les  scction?  cnnuin(!s  d<5critcs  pnr  »le  forccs  ti^ndantes 
au  fover  et  reciproqnement  propoitionciics  aux  carres  des  disuuccs  (1778).— 
Sar  oUförentes  qnestiont  d'aniüys«  relatives  k  la  thdoris  des  int^gnles  partip 
cnli^KS  (1779).  —  Sur  la  ronstniction  des  cartes  gdographiqups.  2  nidmoires 
(1779).  —  Thöorie  de  la  libration  de  la  lone,  et  des  autres  ph^nom^nes  qui 
d^pendent  de  la  fis^re  non  sph<5riqiie  de  cette  plannte  (1780).  —  Rapport 
d'one  quadratnre  de  cercle  (1781).  —  Memoire  sur  la  thdorio  du  mouvemeot 
des  fluides  (1781).  — Theorie  dcsvariations  scculaires  des  Gemens  de«  planbtes- 
i  m^noires  (1781—82).  —  Theorie  des  variations  p^riodiques  des  pianetes. 
e  psrties  (1788—84).  —Sur  las  variations  s^laires  des  monvements  noyens 
des  planctes  (1783).  —  Snr  ane  m€thode  particuli^re  d'approxioiation  pour 
rintdgration  des  eqnations  du mouvement  des  pianetes  (1783).  ~  Sur  une  ni^tbode 
particuliere  d'approximation  et  d'interpolation  (1 783).  —  Sur  une  nouvelle  propri^tä 
da  centre  de  gravit^  (1788).  —  M^ode  generale  poar  integrer  les  iqnations 
aux.  difTt'rences  partielles  rln  premier  ordre,  lorsque  ces  differenccs  ne  sont  que 
Unfaires  (178A).  —  Theorie  geom^trique  du  munveinent  des  aphelies  des  pla- 
nstes, pour  servir  d'addition  aux  principes  de  Newton  (1786).  —  Snr  la  ma- 
niSre  de  tectifier  detix  endroits  des  pi  incipcs  de  Newton,  relatifs  &  la  propaga» 
tion  du  son ,  et  mi  monvcmcnt  des  ondes  (1786).  —  M^^moirc  sur  la  dt'ter- 
nunatioa  des  variabous  seculaires  des  ^Idments  de  Berschel,  occasionnöes  par 
raelion  H»  Satonw  et  de  Jupiter,  et  des  variations  p^riodiqaes  de  son  mouve- 
ment  d^pendantes  de  ecs  distances  hdliocentriques  k  ces  planstes.  3  m^moires. 
(1787 — 92).  —  Recherches  sur  plusienrs  points  d'sinalvsp.    6  mcmoires  (1792 

—  1803).  —  Mdmoiro  sur  une  question  coaceroaut  ics  aaauiUis  (1803). 
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Schriften  über  Unterrichtsweseil. 

Programm  der  Grossberzoglich  BadUcben  Poly- 
technischen Schule  zu  Carlsruhe  für  das  Jahr  1867—1868. 
Carlsruhe.  Bucbdruckerei  von  Malsch  und  Vogel. 
1867.  80. 

Dieses  47  Scitos  (mit  einer  FigureDtafel)  starke  Prugramm 
giebt  eine  sehr  deutliche  Oarstelluog  der  auf  dem  Titel  genannten 
berähmten  Lehranstalt  nach  ihrer  neueren  Einrichtung  und  Orga- 
nisation, und  hat  folgenden  Banptinhalt:  A.  Ziel  und  Organisation 
der  polytechnischen  Schule.  —  B.  Verseichnlss  der  Vorlesungen 
und  Cehungen.  ~  G.  Programme  der  einzelnen  Schulen.  —  D.  The* 
mata  des  schriftlichen  und  graphischen  Theiles  der  Diplomprüfungen. 
—  E.  Personalveraelchniss  des  Polytechnikums.  —  Pigurentafel 
au  D. 

Ausser  dem  Werthe,  welcher  diesem  Programm,  vvi©  schon 
erwähnt,  desiiall*  uehüfirt,  \\<il  es  dem  l.eser  ein  .sehr  anschau* 
liches  Bild  von  einer  der  itltesten  und  berühnitesten  pofytecbniscben 
Lehranstalten,  welche  dem  berrlicheii  Badischen  Lande  zu  wahrer 
Zierde  gereicht,  giebt.  hat  dasselbe  auch  einen  besonderen  Wissen- 
schaft liehen  Werth.  Seit  zwei  Jahren  ertheilt  nämlich  das 
Polytechnikum  Diplome,  welche  den  Inhaber  auf  Grund  tiichtiger 
wissenschaftlicher  Bildung,  nachgewiesen  durch  eine  strenge 
Prüfung,  deren  Ergebnisse  im  Einzelnen  dem  Diplome  selbst  bei- 
gefügt sind,  empfehlen  sollen.  Dabei  ist  nun  die  sehr  nachahmungs- 
werthe  Einrichtung  getroffen*  dass  die  bei  diesen  Prüfungen  ge- 
gebenen Aufgaben  in  den  Programmen  pnlilicirt  werden.  Dies  ist 

TKl.Xi-YlI,Hrt.4.  4 


2 


£Uerart»eAtr  Berieät  CLXXXMU. 


auch  in  dem  vorliegenilen  Programm  aa(  S.  24«^S.  45.  nach  fol- 
g6Bileo  Rubriken  ge«cbeheb:  1.  Ulploroprafiingeii  fflr  Inge- 
nieure. A.  Ingenlearwiiveneehaften  (Waseer-,  Strassen*  und 
Eiaenbahnban)*  12  Aufgaben.  —  B.  Mascbineniehre  und  ange- 
wandte Mecbanik«  6  Aufgaben.  —  C.  Mascbinenbao.  II  Auf- 
gaben. —  D.  Analyciia  nebat  deren  Anwendungen.  33  Aufgaben. 
—  B.  Anaijrtladie  Geometrie.  11  Aufgaben.  —  F.  Analytiticbe 
Mechanik.  10  Aufgaben.  —  6.  Ilaratellende  Geometrie.  )0  Auf- 
gaben.H.  Praktische  Geometrie.  4  Aufgaben.  —  Ii.  Diplom- 
prüfung ffir  Maschinenbau  und  mechanische  Technik. 
A.  Hasehinenlehre  und  Maschinenbau*  2  Aufgaben.  —  E.  Analy- 
tische Geometrie.  Eine  in  eine  grossere  Anzahl  verschiedener 
einselner  Fragen  zerfallende  Aufgabe.  —  Die  Aufgaben  der  Ru* 
briken  B.,  0.»  D.»  F.  sind  schon  unter  den  früheren  enthalten.  — 
III.  Diplompriifun  {;en  für  Architekten.  A.  Grossere  archi- 
tektonische Entwürfe.  4  Aufgaben.  —  B.  Höhere  Architektur« 
9  Aufi^aben.  —  C.  Geschichte  der  Architektur.  2  Aufgaben.  — 
D.  Technische  Architektur.  10  Aufgaben.  —  £.  Darstelleode  Geo- 
metrie. 8  Aufgaben.  —  F.  Elementare  und  angewandte  Mechanik. 
6  Aufgaben. 

Wir  haben  von  aUen  diesen  Aufgaben  mit  grossem  Interesse 
nfthere  Kenntniss  genommen,  und  empfehlen  dieselben  als  eine 
treflllche  Sammlung  allen  Lehrern  an  hüheren  technischen  Ünter- 
ricbtsanstalten  su  sorgfUtigsler  Beachtung. 


(üeber  eine  enipfehleoswerthe  Sammlung  math emati scher 
Aufgaben  von  Uerru  Professor  W.  Erler  in  Züllichau,  und 
eine  gleichfalls  recht  empfehlenswerthe  Sanimltin!;  von  Tafeln  und 
Formeln  (Mathematisches  Taschenbuch)  von  Herrn  Pro- 
fessor Ligowski  in  Berlin  s.  m.  unten  unter  den  Vermischten 
^Schriften.) 


Arithmetik. 

In  der  „Zeitschrift  für  das  Versicherungswesen, 
Herausge£;eben  von  Tb.  Saski  in  Leipzig.  III.  Jahr- 
gang. 1867.  Nr.  45/'  findet  sich  ein  Aufsatz:  „Zur  Theorie 
der  Verbinduogs-Renten.  Allgemeine  Methode  zur 
Ermittelung  der  Verbindungsrenten  bei  directen  be- 
sonderen Bedingungen.  Von  Dr.  Bernhard  Sommer." 
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Geometrie* 

Sülle  corde  comuni  a  due  sezioni  coniche  e  sopra 
aicune  loro  applicazioni  nella  Geonictria  d  escri  tt  i  va. 
Disser tazi ou e  e  Tesi  presentate  da  Regis  Domenico, 
Inj»egner©  e  Architetto,  Profes ssore  aggiunte  di  Ma- 
teraatica  nella  R.  Militare  Accademia,  Assistonte  alla 
Scuola  di  Discgno  nella  R.  Sciiola  d'Applicazione  per 
gl*lngegneri  in  Torino.  Pel  concorso  ad  im  posto  di 
üottore  a^gregato  alla  Facolt«\  di  Scienze  Fisicfic, 
Mateni  <i  tic  Ii  e  e  ZSaturali  nella  K.  Univeraitä  dt  Toriao. 
II  3  Dicembre  IS66.  Torino.  Tipografia  Italiaoa. 
Piazza  Vittorio  Emanaele  1  e  a.  1866. 

Der  Herr  Verfaaeer  dieser  der  Beachtung  an  empfebleoden 
UttlversitSttischrirt  Aber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  aweier 
Kegelschnitte  bat  im  ersten  Theile  auerst  den  allgemeinen  B^riff 
der  reellen  und  ideellen  gemeinschaftlichen  Sehnen  aweier  Kegel- 
schnitte dentlich  erlSaterf,  dann  eine  Reihe  solche  Sehnen  betref- 
fender Sätze  bewiesen«  Hierauf  betrachtet  er  die  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  aweier  nicht  In  einer  B^ene  liegender  Linien  des 
sweiten  Grades«  und  bespricht  dann  die  Homologie  aweier  Kegel- 
schnitte. Die  Methode  der  Untersuchung  ist  eine  grOsstenlhella 
rein-geometrische»  und  empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit  Der 
aweite  Theil  ist  Anwendungen  auf  die  descriptive  Geometrie  ge- 
widmet,  und  behandelt  in  vier  Kapiteln  die  folgenden  Aufgaben: 
1.  Uicerca  della  proiezione  della  linea  d'intersezione  di  due  snper- 
ficie  di  2^  grado  e  di  rivolnzlone,  i  cui  assl  s*incontrino ,  sopra 
di  un  piano  parallelo  agii  6te««i  assi.  —  Ii.  Dato  un  cono  di  rivo- 
luzione  collocare  sn  dl  esso  una  curva  di  2'^  grado  data.  — 
IIL  Dato  un  cono  qualunque  di  2^  grado  collocare  su  di  esso  una 
linea  di  2°  grado  data.  —  IV.  Descrivere  una  sezione  conica,  la 
qoale  ahbia  con  un'altra  un  contatto  di  2*^'  o  3**  ordine.  — 
AngehStiG^t  sind  der  Abhandlunj;  eine  grosse  Anzahl  von  The- 
sen, betreffend  die  Anweiidnns:  d{^r  Al^i^ebrn  aul  (Geometrie  und 
die  Coordinatenlohre ,  die  Berührung  der  <  iirven  und  den  Krüm- 
mungskreis, die  reine  Geometrie,  die  Lehre  von  der  Wärme, 
Gestalt  \mi\  Grösse  der  Erde  oder  überhaupt  GeodSsie  —  Zur 
Versilei«  hnni;  mit  deutschen  Universitatsschrirten  ähnUciier  Art 
muchteo  wir  noch  besonders  auf  diese  Thesen  autmerksam  machen. 
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AsiroDoulie. 

Sternschaappei)  und  Künieteo.  Geschichte  der 
£ntdeckttO{(  des  Zusammenhanges  awischen  diesen 
beiden  Gattongen  von  Himroelsicorpern,  genieinfasslich 
dargestelit  von  CafI  von  LIttrow,  Director  der  k.  k. 
Sternwarte  In  Wien.  (Sonderabdruck  aus  dem  »Ks' 
lender  für  alle  Stände.  1888/*)-  Wien.  Carl  Gerold'« 
Sohn.  1867. 

Herr  Professor  von  Littrow  hat  sich  durch  diese  mit  sehr 
grosser  allgeraeiner  ^^atlikeniiluiss  und  mit  ungemeiner  Deutlich- 
keit verfaHiite  Schrift  ein  nicht  ^eniig  an/:iiprkennen(ie8  Verdienst 
um         diejenigen  erworben,  ivciclie  rui  den  ;iiif  dem  Titel  ge- 
naniileii  Gegenständen  lebhaftes  Ittlerts»e  nehniL'H,  auch  daiiiircb, 
dass  man  hier  in  leichter  Cebernicht  Vieles  auf  cliieui  iJeitien 
Räume  bei±>an)tnen  findet,  was  niao  sonst  in  vielen  oft  schwer 
zugHuglichen  Schriften  zusammensuchen  oiüsstc.    Was  der  Herr 
Verfasser  über  die  Sternschnuppen  UO0  hier  bietet«  betrifft,  wie 
er  selbst  auf  S.  3.  in  sehr  boKeicbnender  Weise  sieb  aosdrfickt, 
vorzugsweise  die    Weitste  Hang"  dieser  Meteore.  Zuerst  wird 
in  überaus  lehrreicher  Weise  Das  besprochen»  was  in  dieser  Be- 
ziebuog  etwa  vom  Jahre  1863  an      natürlich  immer  mit  sorg* 
föltiger  Berücksichtigung  früherer  Beobachtungen  —  von  verschie- 
denen Astronomen  und  Physikern,  namentlich  U.  A.  Newton, 
so  wie  schon  früher  von  ü.  Olmsted,  Herrick,  Twining, 
Quetelet,  A.  Herscbel,  R.  P.  Greg  und  vielen  Anderen, 
geleistet  worden  ist,  bis  er  dann  endlich  zu  der  ganz  neuerlich  ge- 
machten, alles  Frühere  weit  hinter  sich  lassenden,  wahrhaft  Epoche 
machenden  wichtigen  Entdeckung  des  Directors  der  berühmten  Stern- 
watte der  Brera  in  Mailand,  des  Herrn  G.  V.  Schtaparelii, 
kommt,  die  hier  mit  dem  ganzen  Wege,  welcher  zu  Ihr  gefährt, 
in  der  eingehendsten,  lehrreichsten  und  anschaulichsten  Weise 
besprochen  und  dem  Leser  vorgeführt  wird«   Diese  Entdeckung 
besteht  —  um  es  mit  der  uns  hier  gebotenen  Kürze  zu 
sagen  —  darin,  dass  Herr  S  c  h  i  a  p  a  r  e  1 1  i  bis  zu  vollkommenster 
Ueberzeugong  nachgewiesen  hat,  dass  Sternschnuppen-Strume  oder  , 
Schwärme  und  Kometen  Eins  sind,  dass  Kometen  gewissermaassen 
is  Theile  von  Sternschnuppen-Strumen  betrachtet  werden  müssen« 
^üch  einer  Methode,  zu  deren  weiterer  Besprechung  hier  der  Raum 
^;it,  die  aber  auf  einer  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegel* 
.chnitten,  auf  die  wir  späterhin  in  dem  Archive  selbst  zurück» 
T.ukomiiicn  hoffen,  beruhet,  hat  Herr  Schiaparelll  die  parabo- 
;isohen  Elemente  des  Meteorstroms  vom  10.  Anglist*  welehen  er 
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vregen  des  SternbildM,  aus  dem  er  zu  kommea  scheint,  fortan 
die  Perfteiden  zu  nennen  vorschlägt,  berechnet  ond  dadurch 
folgende  Resoltate  erhalten: 

Elemente  der  Perseiden  1866. 


Perihpldt!rch«ang  Juli  23.62 

Kuotentlurcb'iang  üugust  10.75 

J^iinge  des  Perihels   343«. 38' 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens   138«.  16' 

Neigung   64«.  3' 

Perlfaeldistanz   0.9643 


Bewegung  retrograd. 

Für  den  Kometen  1862  III.  hat  aber  Herr  Th.  Oppolzer  fai 
Wien  folgende  ßteniente  gefunden: 

*  Elemente  des  Kometen  lb(j2  III. 


Perilit'ldurchgang  August  22.  9 

Länge  des  PeriheU   344^.41' 

Länge  des  autsteigenden  Knotens   137«. 27' 

Neigun-   66«.  25' 

Periheldistanz    0.9626 

Bewegung  retrograd. 
Umlaufszeit  123.4  Jahre. 


Beide  Elementensystenie  vreicben,  wie  man  auf  den  ersten 
Blick  sieht,  von  einander  nur  um  Grössen  ab,  die  sich  aus  der 
geringen  Genauigkeit  leicht  erklären  lassen,  mit  der  man  Knoten 
und  Radiationspunkt  von  Sternschnuppen  bestimmt,  und  somit  vrar 
ein  schlagendes  Beispiel  von  Zusammengehörigkeit  von 
Meteoren  und  Kometen  gefunden. 

Herr  Schiaparetli  bat  auch  noch  die  Bahn  der  November« 
meteore  berechnet»  und  findet: 

Elemente  des  ^^ovomberstroms. 


Perihcidurchgang  October    30.  5 

Durchgang  im  niedersteigenden  Knoten   .  •  .  .  November  13.  5 

Länge  des  Perihels   71« 

L<'in<rp  des  aufsteigenden  Knoteos   !231« 

N('ii;uriL{  V   15« 

Periheldistanz   0.116 

Grosse  Halbachse  io  mittl.  Entf.  Sonne  —  &de  10.  4 

Umlaufszeit    .  .  *   33.3  Jahre 

Bevvegung  retrograd, 

aber  niebt  ausdriIckUch  bemerkt  -r  wenigsteuB  nicht  in  den  unten 
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angeführten,  uns  allein  zu  Gebote  stehenden  Schriften  —  wie 
nahe  diese  Elemente  mit  den  gleichfalls  von  Herrn  T.  Oppolzer 
in  Wleo  berechneten  Elementen  des  Kometen  1866.  I.  fiberein- 
stimmen»  welche  von  Herro  Littrow  wie  folgt  mitgetheilt 
werden : 

Elemeote  des  Kometen  1866.  I. 
Periheldnrehgang  1866  Jaouar  .....  il.  160  mitftl.  MalL  Zelt 

L&nge  des  Perlhels  68<>.28'.(r 

Länge  des  Knoteos  m^.W.V 

Neigung  1?>.I8M" 

Periheldistans   0.9705 

Ezcentricitat   .  0.9054 

Grosse  Halbachse   10.324 

Revolution   33.176 

Bewegung  retrograd*).  » 

Jedenfalls  ist  Herrn  Schiaparelli's  Entdeckung  eine  wahr- 
haft grossartigo  und  Epoche  machende»  die  ihm  und  seinem  Vater- 
lande  zur  grössten  Ehre  gereicht,  und  Herrn  v.  Littrow's  Schrift 
hat  das  Verdienst^  dass  sie  »tr  Bekanntwerdung  dieser  schuoen 
Entdeckung  in  weiteren  Kreisen  wesentlich  beitragen,  und  das 
allgemeinste  Interesse  an  derselben  erregen  wird«  wosu  sie  dureh 
die  Einfachheit,  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  ihrer  Darstel* 
lung  vollkommen  geeignet  ist. 

Wir  benutzen  die  uii^»  hier  dargehoteru»  Gelegenheit  gern,  die 
Besitzer  der  verdienstlichen  Li ttroiv' sehen  Schrift  auf  einige 
kleine  in  derselben  stehen  gebliebene  Versehen  aufmerksam  zu 
machen,  wobei  wir  heinerken,  dass  vorstehend  abMiehtlleh  die 
Zahlen  so  wiedergegeben  sind,  wie  8ie  in  der  Schrift  wirklich 
stehen ;  was  daran  zu  ändern  ist,  findet  sich  nachstehend,  wonach 
also  die  oben  gegebenen  Zahlen  zu  verbesseru  sein  würden: 

2$.  19.  bei  Nov.  12 — 14.  soll  es  heissen:  y  Lowe  statt  y  Orion 
(dieser  Fehler  datirt  von  A.  H ersehet,  der  eigentlich  sagt: 
y  Orionis  (rectius  Leonis)  oder  ft  Leonis. 

S.  3U.  Zeile  11.  von  oben  soll  es  „1 1.  August*'  statt  „10.  August" 
heissen. 

S.  31.  Zeile        \'im  oben  soll  es  heisseTi:  925  statt  935. 

S.  32.  sind  Länge  des  PerilieU  und  des  Knotens  so  wie  Nei- 
gung bei  ni  Kometen  sowohl  als  bei  dem  Nnvciiifrerstrome  nicht 
in  IMiniiten  und  Sekunden,  sondern  in  Minuten  und  Zchntheilen 
der  Minute  zu  verstehen,  also  60<)28'.0  statt  a0^2b'0"  u.  s.  w. 


*}  Einige  Berichtigungen  der  vorttetiendeo  Zahlen  s.  in»  nnCen. 
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Ebenda  hat  Uie  Periheldistanz  des  Kometen  2U  lauten:  0.9765 
statt  0.9705. 

S.  3t).  Zeile  15.  von  oben  lies  126  statt  146. 

Schliesslieh  bemerken  vrir»  dase  Herrn  Scbiaparelli's  mck- 
tige  Arbeiten  suerst  in  der  Form  Yon  Briefen  an  P.  A.  Seccbi 
in  Rom  in  dem  Bullettino  met eorologico  delT  osserva- 
torio  dei  Coilegio  Komano.  Vol.  V.  K^.  &  10.  11.  12., 
und  dann  (wenigstens  dem  grussten  Theiie  nach)  gesammelt  in 
der  besonderen  Schrift:  Interne  al  corso  etl  all*  origine 
probabile  delle  stelle  raeteoriche.  Lottere  di  G.  V. 
ScbiapaTelll  al  P«  A.  Secchi.  Roma.  Tipografia  delle 
ecieuae  matematicbe  e  fieicbe.  Via  Lata.  M«.  211.  A. 
rrsebienen  eliid. 

Die  hier  aoslilbrnch  angezeigte  Schrift  des  Herrn  v.  Littrow 
Ist  ein  besonderer  Abdruck  aus: 

Kalender  für  alle  Stfinde  1868.  Heraoegegeben  von 
Karl  V.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien. 
Mit  einer  Sternkarte.  Wien.  Carl  Geröld'a  Sobn.  8». 

Wir  treffen  in  diesem  schünen  Kalender  einen  alten  sehr 
lieben  Bekannten,  mit  —  oder  vielmehr  von  dem  wir  snletzt  im 
LIterar.  Her.  Nr.  GLXXXII.  S.  11.  gesproeben  beben.  Wie  alle 
bewtibrten  Freunde  bat  er  sieh  aucb  diesmal  gar  nicht  verlndert, 
und  wird  uns,  wie  allen  Liebhabern  der  Astronomie,  aucb  fortan 
bei  unseren  gelegentlichen  ßesebSftigungen  mit  den  grossen  Wan- 
dern der  Schöpfung  als  Uberaas  sweekmässige  kleine  astrono* 
roiacbe  Bpbemeride  wie  bisher  ein  sicherer  Ffibrer  sein.  —  Der 
sebOne  wissensebaftlicbe  Inhalt  dieses  Jahrgangs  ist  schon  yoVber 
ausllllbriicb  besprochen.  —  Der  vorher  angeführten  Berichtigungen 
wegen  bemerken  wir,  dass  den  Seiten  19,  30»  31,  32,  36  des  be- 
sonderen Abdrucks  der  vorher  an^exeigten  Schrift  die  Seiten  03, 
104,  105,  106,  110  des  Kalenders  eotsprecheuj  so  dass  also  aucb 
in  diesem  letstifiren  die  erforderlichen  Berichtigungen  bleicht  nach 
dem  Obigen  eingetragen  werden  können. 

Wir  haben  diese  Anzeigen  zweier  sehr  empfehlensvverther 
St  hilft  eil  zuj^Ieich  gern  benutzt,  um  unseren  Lesern  nach  An- 
leitung dieser  Schriften  von  Herrn  Schiapa rol I i's  wich- 
tiger Entdeckung  in  eingehenderer  Darstellung  nähere  Kenntniss 
zu  geben. 
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Von  der  Zeltochrift  der  fisterreich iKcben  Gesell- 
•cbaft  für  Meteorologie  (vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  OLXXXVII. 
S.  8.)  sind  uos  neuerlich  zugegangen  Band  IL  Mr.  1%  19»  20,  21, 
welche  Nummern  u.  A.  enthalten:  Zur  er ograph Ischen  Me- 
teorologie. II.  Ueber  das  Verweilen  einer  wärmeren 
Luftschichte  in  den  oberen  Regionen  der  Alpen.  Von 
A.  Mfibry.  —  Oer  Föhn  in  den  usterreichischen  Alpen. 
Von  J.  Hann.  —  Oaonometriscbe  Bestimmungen  In 
Oesterreich.  Von  Dr.  C.  Jelinelc.  —  Die  meteorolo* 
gischeh  Instrumente  auf  der  diesjährigen  internatio- 
naien  Ausstellung  in  Paris.  Von  M.  Rflhn.  Artikel  J. 
und  II,  —  iS 0  n  ri  c II  Ii  T) fe  und  Nebensonnen  in  der  täg- 
lichen und  jährlichen  Periode.  Von  Carl  Fritsch.  — 
Ueber  „üetraction eines  Windes,  und  über  die  Mon- 
suns, d.  s.  periodische»  anhaltende»  jahreszeitliche 
Aspl ratinnsn  inde,  abgezweigt  von  einem  Hanptwinde. 
Von  A.  Mühry.  —  Ueber  den  Einfluss  der  Lulttempe- 
ratur  auf  die  Wasserstände  der  Drau.  Von  J.  Prettner. 
—  Ein  Reitrai;  zur  taglichen  Periode  der  Regenniengo 
im  Sommer.  Von  Carl  Fritsch.  —  Ueber  die  Regen- 
verb filtniss*»  von  Lesina.  Von  G,  Bucohich.  —  Ausserdem, 
wie  immer,  eine  grosse  Anzahl  interessanter  kleinerer  Mittbeilungeri 
und  Literaturberichte. 

Meteorologie  de  la  Belgique  compartfe  k  eello'da 
globe  par  Ad.  Qitetelet,  Directeur  de  l'Observatoire 
Royal  de  Bruxelles  etc.  etc.  Bruxelles.  C.  Muquardt. 
Paris.   J.-B.  Balliere  et  Fils.   1867.  8«. 

Belgien  ist  wohl  (las  Land,  dessen  meteorologische  Verhält- 
ni.«!Re  in  der  gonaiiesten,  sorgfältigsten,  vollständigsten  und  —  wir 
kihinon  wohl  y;agen  —  wis^eni^chaftlichsiten  Weise  erforscht  sind, 
und  kann  in  diejser  Beziehung  gewiss  als  Muster  aufgestellt  wer- 
dPTi  Das  VerdioDst,  (lie?<f' Untersuchungen  anweretit  und  mit  der 
grössfjM)  Ausdaui^r  unfj  ( Onseijuenz  eine  lange  iveiho  von  Jahren 
fortgesetzt  uud  <1iir<?iiietVihrt ,  dadurch  aber  zugleich  der  Bear- 
beitung der  Meteorologie  als  Wi^ssenschaft  überhaupt  einen  niäc^h- 
tigen  Impuls  gegeben  und  die  dabei  zu  verfolgenden  wissenschaft- 
lichen IJaiincn  scharf  und  bestimmt  vorgezeichnet  zu  haben,  gebührt 
ganz  unbestreitbar  Herrn  Ad.  Quetelct,  der  auch  jetzt  noch 
rüstig  und  ungeschwiicht  dem  vor  lafiii^  it  Jahren  sich  gesteckten 
Ziele  zustrebt,  was  einen  Jeden,  der  Lntersuchungen  dieser  Art 
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mit  lebhaftem  Intere^ise  verfolgt,  nur  mit  gnisster  Freude  erfüllen 
kann.    Da«  vorliegende  Werk  ist  eine  Frucht  dieser  langjährigen 
mühevollen  Untersuchungen,  und  konnte  nur  aos  solchen ,  viele 
Jahre  lang  fortgesetzten  Bestrebungen  berrorgelien»  vrobei  wir 
aber  in  der  bestimmtesten  Weise  berrerheben  mflssen,  dass  das« 
selbe  nicht  im  Entferntesten  bloss  flfr  das  Land,  de»  esvorzngs- 
weise  gewidmet  ist,  von  localem  Interesse,  sondern  für  die  wissen- 
scbafllicbe  Meteorologie  Gherbaopt  von  grosser  Bedentong  ist, 
weil  es  überall  diejenigen  Gesichtspnnbte  klar  vor  Augen  legt, 
welche  bei  Dntersacbungen  dieser  Art 'vorzugsweise  in's  Auge 
gefasst  werden  mflssen»  und  sugleEcb  auch  die  Wege  anglebt, 
die  betreten  werden  mössen,  um  zu  Resultaten  zu  gelangen, 
welche  auf  Vertrauen  Anspruch  nivcben  und  eben  deshalb  als . 
sichere  Grundlagen  für  weitere  Untersuchungen  dienen  können. 
Auch  hebt  ja  schon  der  Titel:  ,«Mtf teorologie  de  ia  BeU 
gique,  compar^  k  eeile  du  glolie''  hervor,  dass  der  Herr 
Verfasser  keineswegs  bloss  dem  localen  Interesse  dienen,  sondern 
seinem  Werke  ein  höheres  und  alfgeroeineres  Interesse  verleihen 
wollte,  was  ihm  auch  nach  unserer  Meinung  in  der  schönsten 
Weise  gelungen  ist,  da  wir  von  uns  bekennen  müssen,  dass  wir. 
das  Werk  mit  dem  grossten  Nutzen  fSr  unsere  eigene  allgemeinere 
Belehrung  über  die  bei  meteorologischen  Dntersuchungen  zu  be- 
folgenden Methoden  und  Gesichtspunkte  gelesen  haben.    In  der 
sehr  lehrreichen  „Introduction..  p.  XI.*'  spricht  sieb  der  Herr 
Verfasser  selbst  über  den  hier  hervorgehobenen  allgemeineren 
Z^veck  seines  Werkes  in  folgender  Weise  aus:  „ßien  que  netre 
principal  but,  dans  ce  qui  va  suivre,  seit  principalement  de  poser  ^ 
ies  principes  de  la  m^teorologie  pour  ie  so!  beige,  nous  ne  peu- 
von«  cependaot  isoler  notre  pays  du  reste  du  globe;  ce  ne  serait 
qn'examtner  un  faible  cote  de  ta  question.  Dans  Ies  deux  premieres 
parties  de  cet  ouvrage,  nous  nous  orciiperons  specialement  de 
tous  Ies  elemetits   meteorologiques  qui  concernent  Bruxelies*): 
nous  etendron«  ensnite  nos  recherrhes  ä  la  Belgique  entiere;  et, 
dans  la  qii.ifri<  m«»  partie,  nous  jettoron*;  les  yeux  sur  Ie  globe, 
ponr  examiner  les  modifications  qu'  eprouvent  nos  elemeiits  mö- 
töorologiques,   en   passant  de  notre  pays  aux  autres  pays  qui 
TavoisinftTit."    Die  Leser  werden  linden,   dass  der  nachstehend 
angegebene    Hauptinhalt    dem     hier    im    Allgemeinen  vorge- 
zeichneten   Gange   vollkomraeu    entspricht:  „Introduction. 


*)  Brüssel  ist  ja  ttaaptsAchlich  die  Wiege  nnd  der  eipentürhe 
Mittelpunkt  aller  hier  zur  Sprache  korompndeo  Untersuchungen;  de«ihalb 
ist  dnii  Werk  auch  mii  Uec  hr  mit  einer  Abhildoog  de«  »Obtervatoiie 
Rojal  de  BruKell«»"  geaciininclft  worden. 
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1/lvre  I.  {>e  la  chaleur,  de  la  prensioii  de  Tair  et 
des  vents.  I.  De  la  chaleur.  IL  De  la  pression  de  l'air. 
III.  Des  vonts.  —  Iilvre  II.  De  rhyp^rometrie,  des  pluies,  de 
Telectricite  et  des  phenomenes  lumineux.  I.  De  I'hy^^ronietrie. 
II.  Pluie,  grele,  nei<;e,  ctc  III.  ^lectricite.  IV.  Ph^nomenes  lo- 
iDineux.  —  l4H're  III«  LaBelgique.  1.  De  la  chaleur.  II.  De 
la  pression  de  lair.  III,  Den  vent«.  IV.  De  rbygroin^trie.  V. 
Pinie»  grele,  oeige,  etc.  VI,  tilectrldU.  VII.  PMnoin^neft  laiiii> 
B61IX«  —  lAwre  IT»  Globe  en  g^ti^ral.  I.  De  la  ebaleor. 
H.  D«  la  prenalon  de  l'air.  III.  Das  venta.  IV.  De  rfiygrom^frie. 
V.  Plaie,  gr&le,  neige,  etc.  VI.  ^lectricitö.  VII.  PhtfDorodnea 
IntDinenz.'* 

Man  wird  hieraus  zugleich  die  Consequenz  erkennen,  mit 
welcher  jrder  der  verschiedenen  Gesichtspunkte  nach  allen  Rieh* 
tungen  durcht^efuhrt  ist,  und  wird  dem  Herrn  Verf'a.sser  Gluck  zu 
der  Volleridiin^  dieses  schörien  Werkes  und  von  Herzen  Kraft 
zu  der  Au.slülirung  weiterer  in  der  ,,lntroductiou'*  in  AuAStcht  ge* 
stellter  Arbeiten  uunscbeo. 

Oflicieller  Ausstellun^s- Bericht,  herausgegeben 
durch  das  k.  k.  Österreich  is  e  h  e  Cen  tral-t3omite.  I.  Lie- 
ferung, liiätrumente  für  Kunst  und  VV  isse  n&cbal  t  aut' 
der  V^^elt- Ausstelinn  zu  'Paris  im  Jahre  1867.  C lasse 
10,  11,  12  und  23.  Mit  J4  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten.  Wien,  Wilhelm  lirauniüller.   1867.  8^. 

Ein  aehr  interessanter  und  auaföfarlieiier,  wie  es  ans  scbeint, 
mit  grosser  Sachkenntnias  und  —  wie  wir  hinzusetzen  —  ancfa 
offenbar  mit  grosser  Dnpartbeiligkeit  yerfaester  fierieht,  den  wir 
allen  denen,  welchen  es  wi.e  ona  versagt  war,  die  Welt- 
Ausstellung  2a  beaachen,  recht  sehr  zor  Beachtung  enipfeblen. 
In  den  Kreis  unserer  Zeitscbrift  gehören  zunächst  und  vorsnga* 
weise  die  folgenden  Abtheilungen:  Präcisionü- Instrumente 
and  I^etarmlttel  für  den  wisaenschaftllehen  Unterriclit. 
CllUMK»  XII.  — -  I.  Physikalisch-mathematische  lnstru> 
roenta*  Dieser  Bericht  i«t  von  Herrn  Professor  Dr.  F.  J.  Pisko 
in  Wien,  der  sich  schon  durch  frühere  fihnliche  Berichte  sebr 
verdient  gemacht  hat,  mit  grosser  Umsicht  und  Sachkenntniss 
verfasst  und  zerfällt  in  die  folgenden  Unterabtheilungen:  Allge- 
meines. 1.  Meteorologische  Instrumente.  II.  Luftpumpen.  III.  Aku- 
stische Apparate.  IV.  Optische,  astronomische  und  geodätische 
Instrumente.  V.  Instrumente  zur  Wärmelehre.  VI.  Magnetische 
und  elektrische  Apparate.  .  VII.   Meteorologiacbe  Instrumente. 
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VIII.  Pantographen.  —  IL  Die  Mikroskope.  Bericht  von  Herrn 
Dr.  Jul.  Wiesner,  Docent  am  k.  k.  polytechnischen  Institute 
in  Wien:  Allgemeines.  1.  Die  Grundtypen  der  gegenivärtig  con- 
etniirten  Mikroskope.  2.  Die  Imraersionssysfeme.  3.  Hartnack's 
Objectivsysteme  mit  doppelter  Correction.  4.  Hartnack's  Immer- 
sionssysteme Nr.  !*2— 18.  5.  Das  Hartnack-PrHzmowski'schc  i'risma. 
6.  Die  bedeutenderen  Firmen.  7.  Mikroskopische  Prä[)ar?ite. 
8.  Mikroskopische  Photographien.  —  Iii.  Sammlungen  und 
Lehrmittel  för  den  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt. Bericht  von  Herrn  Dr.  W.  Pichler  in  Wien.  —  lehren. 
Classe  XX III.  Bericht  von  Herrn  Carl  Kehn,  lu^fenieur  in 
Wien:  Allgemeiaes.  I.  ührenbefctamltheile.  II.  Pendeluhren. 
III.  Taschenuhren  und  Chronometer.  —  .-Vü^enieiu  interessant, 
aber  weniger  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörend,  sind  der  von 
Herrn  Profcissor  Dr.  E.  Hanslick  in  Wien  verfasste  sehr  aus- 
führliche Bericht  öher  I\l  u^ik- lut^tru  lueiite.  Classe  X.  und 
der  von  den  Herren  Professor  Dr.  C.  C essner  und  Di.  W.  Pich- 
ler in  Wien  verfasste  Beriebt  über  Apparate  und  Instrumente 
für  Hei  1  kunst. 

Die  Namen  der  prämiirten  Aussteller  sind  überall  angegeben» 
und  sehr  lehrreiche  Angaben  über  statistische  Verhältnisse  üuden 
nich  in  reichlichem  Maasse.  Aeusserlich  Ist  dieser  trefüiche  Aus« 
stellungs- Bericht  von  der  berühmten  Buchhandlung  Wilhelm 
Braumfiller  in  Wien  mit  nichto  sn  wanschen  übrig  lassender 
Eleganz  ansgeslattet* 


Vennischie  Schriften. 

A  ij  r  L'  ;i !» e  n  ans  d  e  r  IVl a  t  h  e  ni  a  t  i  k  für  g  r  ö s  s  e r  e  V  i  e  r  f  e I  - 
j  a  brsar  b  ei  t  c  ri  der  l-^rinianer.  Zorn  hundertjährigen 
Jubiläum  des  königlichen  Pädagogiums  bei  Züliichaii 
zusani  III  e  rifjestellt  von  Dr.  W.  £rler,  Professor  und 
Oberlehrer.  Mit  zwei  Figureutafelo.  Jena.  Fr.  From- 
manu.   1807.  tp. 

Diese  Sammlung»  deren  verdienstliche  Herausgabe  snnlcbst 
dnrch  das  hundertjährige  Jnbilium  einer  berühmten  preusslsehen 
l^iehranstalt,  des  Königlichen  Pädagogiums  hei  Zailicbau»  welches 
seine  Gründung  ursprünglich  einer  Privatstiftung  verdankt»  ver* 
anlaset  vrorden  ist»  darf  mit  den  gevrGhnlichen  mathematischen 
Aufgaben -Sammlungen  nicht  in  eine  Klasse  gesetst  werden.  In 
der  wichtigen»  mit  grosser  pädagogischer  Einsicht  gegebenen 
Ministerial-Verfligong  vom  12.  Januar  1866  Ist  mit  Recht  heson* 
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derer  Werth  auf  grOMere  freiivillige  Arbeiten  der  Primaner  gelegt; 
sn  solchen  grösseren  und  —  %vir  können  wohl  hinzusetzen  — 
schwierigeren  Arbeiten  soll  die  vorliegende  Sammlung  Materialien 
liefern,  also  nicht  för  die  gewuhrdichen  fortlanfpnflrn  Klassen- 
arbeitfn.  Durch  dipsen  Zweck  hat  jedenfnifs  (ier  Herr  \  erfasner 
seiner  iSchrilf  oincn  besonderen,  von  uns  gern  anerkannten  Werth 
verliehen,  indem  uir  nach  sorgfälticjer  Durchsicht  flerselben  nicht 
anders  sa^en  können,  als  dass  wir  die  hier  zusammentjestellter» 
Äufc^aben  für  ihrem  Zweck  Im  Ganzen  recht  nohl  entsprechend 
halten,  weshalb  wir  auch  das  Buch  zu  weiterer  Heachtung  recht 
sehr  empfehlen,  obiu;  mit  dem  Herrn  Verfasser  darüber  zu  rechten, 
ob  einzelne  Aufii-it)*  n  zu  schwer  oder  zu  leicht  sind,  weil  ja  das 
Urilieil  ljien(ii<  r  doch  immer  mehr  oder  weniger  nur  ein  subjec- 
tives  sein  ka[in.  Wir  bemerken  Idoss,  dass  die  Aufgaben  aus 
allen  Theilen  der  Elementarmathematik,  welche  auf  Schulen  — 
mit  Einscbluss  der  preussischen  Realschulen  erster  Oidnung  — 
gelehrt  zu  weiden  pflegen,  entlehnt  sind,  und  in  folgende  Haupt- 
rubriken zerfallen:  VorbemerKungren  (über  einzelne  besondere 
ßegrifife,  Bezeichnung,  u.  s.  w.).  —  Erste  Abtheiluny.  Auf- 
gaben aus  der  Äri  tb  n)  e  tik  und  Algebra  (in  17  ünterabtbei- 
lungen).  —  Zweite  .%btheilaii|^.  Aufgaben  aus  der  Pia« 
ntmetrie  (in  15  Unterabtheilungen).  —  JlrUte  A1»tlieiliiii9* 
Aufgaben  aus  der  (ebenen  und  epbSrUcben)  Trigono- 
aetrie  (sehr  reichhattig  in  38  Unterabtheilungen).  —  Vierte 
AMtaeilnnf^.  Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  der 
böberen  Geometrie  (io  15  Unterabtheilungen).  —  Anhang^. 
Physikalische  Aufgaben  (Fall  und  Wurfbewegung;  Hebel 
und  Gravitation;  Hohlspiegel  und  Linse;  Spiegelung,  Brechung 
und  Farbenzerstrenung). 

Wir  halten  das  Buch  entschieden  für  ein  recht  brauchbares 
Hülfsmittel  ffir  Unterricbtszwecke»  uod  empfehlen  es  nochmals 
recht  sehr  zur  Beachtung. 

Taschenbuch  der  Mathematik.  Tabellen  und  For- 
meln zum  Gebrauche  für  den  Unterricht  an  höheren 
Lehranstalten  und  zur  Anwendung  bei  den  in  der 
Praxis  vorkonnue  n  d  en  Berechnungen.  Berechnet  von 
D r.  W.  Ligowski,  Lehrer  an  der  vereinigten  Artillerie- 
und  Ingenieurschule  in  Berlin.  Mit  Holzschnitten. 
Berlin.    Ernst  &  Korn.  1867. 

Pieses  äasserlich  recht  hübsch  ausgestattete  und»  dem  Zwecke 
eines  solchen  Ba^bs  eptspreebi^nd,  mOgUcbsi  compeiidiüe  eiii» 


Digitized  by  Google 


Uurwheher  Hericbi  CLXXXVUL  )3 

gerichtete  Taschenbuch  enthülf  eine  reiche  Sftmnilaiig  von  Tafeln 
und  Formeln,  die  sich  über  alle  Tbeile  der  sogenannten  reinen 
Mathematik  von  den  niedrigsten  bis  zu  den  höchsten  erstrecken, 
und  wobl  dem  praktischen  tJedürfoiss  in  den  meisten  Fällen  voll- 
kommen genügen  ntücbten.  Die  natürlich  auf  das  Notbweiidigste 
beschränkten  nunierUchen  Tafeln  enthalten  Manches,  was  man 
in  ähnlichen  Büchern  nicht  findet,  z.  B.  ein  Täfetchen  zur  Ermit^ 
telufig  der  hyperbolischen  Functionen,  Tafeln  iür  wichtige  be» 
stimmte  Integrale,  Tafeln  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnunn:,  auch 
die  (»aiiss'schcn  LogaritHmen  u.  s.  >v.  Auch  finden  sich  Tafeln 
zur  Vergleichuiig  der  wichtigsten  Mnass*-.  Gewichte  und  IVIünzen, 
oinit^r's  AstrornKiiische,  eine  Tafel  der  Laugen  und  Breilt  n  der 
wichtigsten  »Sternwarten  u.  s.  w.  Ans  allen  diesen  Gründen 
glauben  wir  das  hübsche  Büchlein,  von  dem  wir  mit  Vergnügen 
nähere  Kenntniss  genommen  haben,  recht  sehr  zur  wetteren  Be* 
Achtung  empfehlen  zu  dürfen. 

Sitzungsberichte  d«r  kaieerl.  Akademie  der  Wissen* 
Schäften  in  Wien.  (VergL  Liters r.  Ber»  Nr«  CLXXXVI. 
S.  M)* 

Band  LiV^  Heft  V.  Gintl;  Eine  Quetöchbahn  neuer  Con- 
struction.  S.  6t>5.  —  Jeiinek:  üeber  die  mittlere  Temperatur  zu 
Wiff),  nach  yOjalirigcn  Beobachtungen,  und  nher  die  Kückfäile 
der  Kälte  im  !^!ai.  S.  ()71.  —  Frit«ch:  Kalender  der  Friichtreife 
für  die  Flora  von  Oo.sterrcich.  8.757.  —  v.  Haidinger:  Herru 
Director  Jniius  Scbmidt's  (in  Athen)  Beobachtung  der  Meteore 
in  der  Nacht  vom  L'i. — 14.  ISoveiaber  1866.  S.  771.  —  Schmidt: 
Benbachtunsr  der  Meteore  in  der  iSacht  des  13.  zum  14.  November 
1866.  S.  775.  —  Weiss:  Berechnung  der  8annentinsternisse  des 
Jahres  1867.    (Mit  2  Karten).    S.  796. 

Band  LV.  Heft  1.  Unferdint;er:  Die  Summe  der  Loga- 
rithmus« und  ArcustangensoReihe  mit  alternirenden  Zeichengruppen» 
«S.  75.  —  Frischauf:  Studien  aus  der  Zahlentheorie.  S.  113. — 
V.  Ilaidinger:  Der  Meteorit  von  Simonod.  S.  127.  —  Derselbe: 
Die  Taje-jzeiten  der  Meteoritenfälle  verglichen.  (Mit  einer  Bei- 
lage). 8.  131.  —  Lielegg:  Ueber  das  Spectrum  der  Bessemer* 
flamme.  S.  153. 

Band  LV.  Heft  IL  Haid  Inger:  Die  Tageszeiten  der 
Metenritenfölle  Tergtichen  (II-  Reibe).  (Mit  einer  Tabelle).  S.  185. 
— -  V.  Littrow:  Bestimmung  der  Meridian difrerens  Leipxig-Dablita. 
für  die  von  Herrn  Generallieutenant  J.  J.  Bayer  vorgeschlagene 
Mitteleuropiiscbe  Gradmessoiig  (Anssug).  &  196.  ^  Kontny: 
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Construction  fler  Selbstschatfengrenze  von  Uotatioiksflächen  in  der 
Perspective,  unter  Voraussetzung  paralleler  Lichtstrahlen.  (Mit 
2  Tafeln).  S.  215.  —  Schniiiit:  Ueber  die  gegenwärtige  Verän- 
derung des  Mondcraters  „Linne.**  8.263.  —  Stolz:  Die  xVxeu 
der  Liiiit  ii  zweiter  Ordnung  in  allgenieinen  triinetrischen  Punkt- 
Coordinaten.  S.  280.  —  Martin:  Die  Uausschiagcurvea  des  Mühl- 
«teines.   6.  o09. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata.  Direttl 

da  V.  lirioschi  e  L.  Cremona  (Presso  i!  R.  Istituto 
Teenico  superiore  di  Milano)  in  conti nuazione  degli 
Aunali  giä  pubblicati  in  Roma  dal  Prof.  Tortolini. 
Serie  Tome  V\  —  Fascicolo  2^.  (Ottobre  1867.),  4» 
(Vergl.  Liter.  Ber.  JNr.  CLXXXIV.  ä.l8.  undiNr.  CLXXXVL 
S.  13.). 

Scblfifli:  8al  moto  di  nn  pendolo,  quando  Ja  retta  passante 
pet  punto  di  sospensione  e  pet  centro  di  gra?i(ä  ^,  per  questo 
punto,  il  solo  asse  prineipale  d'inerzia  che  sia  determinato  di 
posizione.  p.  105.  —  Cayley:  Demonstration  nouvelle  du  th^o- 
r^me  de  M'".  Casey  par  rapport  aux  cercles  qui  touchent  a  troi« 
cercles  donnes.  p.  132.  - —  M.  Rohorts;  Note  sur  les  ^qtiations 
du  cinqnienir»  (!eii;r<',  p.  135.  —  Wiener;  Sul  moto  di  una  (ii^ura 
piana  che,  nianteneudosi  siniile  a  stessa,  scorre  con  fre  delle 
8ue  rette  sopra  tre  piinti  fissi.  p.  139.  —  Dini:  Sulle  superücie 
che  banno  le  linee  di  curvatara  piane.    p.  146.  —  Uermite: 

r-^  p.  165.  —  B  r  I  o  s  c  b  i :  11  discrlmiiiaiite 

Vi  —  x^ 

delle  forme  binarie  del  sesto  grado.  p.  159.  —  Plücker:  Theorie 
gÖO^rale  des  surfaces  reglccs,  leur  clnssifieatinn  et  leur  construc- 
tion.  p.  160.  —  Jordan:  Memoire  sur  !<i  str^Mlife  de  lequilibre 
des  Corps  flottants.  p.  170.  —  Pubblicazioni  recenti,  ricevute  dai 
Direttori  degü  Aooali. 

Bnlletiiifl  de  PAcad^mle  Royale  dee  sefenees,  des 
lettree  et  dee  beaoz-arte  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXL  S.  10.). 

35"»«  Ann^e,  2^  Ser.,  T.  XXII.  ^*ur  «n  bolide  observe  on 
ßcigique,  !e  20  Juin  1866;  communication  de  M.  Ad,  Quetelet. 
p.  7.  —  Application  d*un  probl^me  de  g^ometrie  ä  übe  qaestion 
d'analyse  indetermin^e;  par  M.  £.  Catalan.  p.  29.  Beto-illt  die 
Tor  cid  e^)  und  die  rationalen  LStouDgeo  der  Glelchiing 
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\vel(;hf  rinrch  die  mit  der  Theorie  der  Toroi'de  unmiMelbar  zu- 
«taiumenhängende  (identische)  Gleichung: 

gegeben  werden,  wenn  man  für  aß  beliebige  rationale  Werthe 
setzt.  Herr  Catalau  bemerkt,  das«  sieb  aus  dieser  Gleichung 
nicht  alle  Losungen  der  Gleichung 

ableiten  lai«sen,  z.  B.  nicht  die  Lösung 

—  Notice  sur  la  lampe  elecfriqnn,  par  M.  Acliille  Brächet. 
Rapport  de  M.  (^lot^sfncr.  p.  ilO.  —  Memoire  sur  les  inter- 
sections  calculecs;  |»ar  lo  lieutenatit  du  geoie  Giron.  Rapport 
de  jM.  Nerenburger.  p.  194.  (Betrifft,  um,  wie  wir  Ijier  i;e- 
zwui  j;('n  sind,  es  kurz  zu  sagen,  das  gewöhnlich  nach  Pnthenot 
benannte  geodätische  Probien»).  —  Sur  un  analyseur  acoustique; 
par  M.  Valerius.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  203.  —  Deiix 
lettres  de  Charter- Quint  ä  Franyois  Iiaf<elais.  Note  de  M.  Ad. 
Quetelet.    p.  205.    (Aus  unseren  früluMen  Liter.  Ber.  bekannt). 

—  Observations  des  etoiles  filantes,  (altes  8ur  la  terrasse  de  i  Ob- 
servatoire  R.  de  Bruxclles,  ie  7,  le  10  et  le  11  aoüt  1866.  Com- 
muhication  de  M.  Ad.  Queteiet.  p.  207.  —  Sur  la  refraction 
de  la  lumi^re  depuis  le  zenith  jusqu'au  dessous  de  ThorizoD. 
(Extrait  d  une  lettre  ä  M.  Ad.  Queteiet,  par  M.  Emni.  Liais). 
p.  214.  —  Sur  uu  analyseur  acoustique;  par  M.  H.  Valerius, 
p.  22L  —  Sur  la  force  rausculaire  des  insectes;  par  M.  Felix 
Plateau.  Rapport  de  M.  Poelman.  p.  261.  —  Sur  la  tensioii 
des  lanies  liquides;  par  M.  Van  der  Mensbrugghe.  Rapport 
de  M.  Plateau,  p.  270.  Rapport  de  AI  La  mar  le.  p.  272.  — > 
Sur  le  J?*"«  volnme  des  Aoealee  de  rObecfratftife  Royal  de 
Broxelle«;  par  M.  Ad  Queteiet.  p.  277.  —  Observation  de 
l'dclipae  da  eoleil  du  8.  Octobre  1866;  par  MM.  Ad.  et  Em  est 
Qa  et  ei  et.  p.  280.  —  Sur  la  coostreetion  d'uo  atlas  des  oragea 
dana  nee  rägions;  par  M.  Ad.  Qaetelet  p.  28L  —  Sar  la  force 
muacttlaire  des  ioseetes;  par  M.  Felix  Plateau,  p.283.  —  Sur 
la  tension  des  laroes  liquides;  par  M.  G.  Van  der  Mensbrugghe. 
p.  306»  —  Analyse  indterminde  (Trouver  plusieurs  cubes  consd* 
cotib  dont  la  somme  seit  an  carrd).  Conimuoication  de  M.  Eug. 
Catalan.  p.  339.  —  ObserFatieus  des  dtoiles  filaetes  p^riodi* 
ques  de  noyeinbre  1866;  par  MM.  Ad.  et  Em  est  Qaetelet. 
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Auch  Mitthellungeo  ton  H«i»,  Densa,  M"«.  Catherine  Scar-^ 
pellini  in  Rom,  Terby,  Plorimond,  Cavalier.  p,  4S6. — 
Sur  i'attthenticU^  des  lettre«  de  Charles-Qvint  adreseee»  a  Rabe- 
laU.  p.  478.  —  Essai  sur  les  riniUes  k  poser  k  la  mesare  de  pr^ 
eision  des  observations  immediates ;  par  M.  Je  eapitaine  d'^at» 
major  E.  Adan.  p.  480.  —  Lettre«  de  Charles-Quiut  k  Rabelais. 
Herr  Ad.  Math  ieu  thellt  einen  autogr'aphiscbeo  Brief  von  Karl  V. 
mit»  welcher  der  f>ibliothek  ?on  Bourgo^e  gehurt  Ein  Facsimile 
eiee8  anderen  Briefes  des  grosseo  Kaiser«  an  die  Königin  Maria, 
geschrieben  zu  Augsburg  den  18.  September  1551«  ist  hier  mit* 
getheilt.  ,»La  classe  (des  Lettre«)  s'abstieot  de  prononcer  ud 
jagement  «ar  l'ideutite  d'erigine  de  ces  docoments."  p.  544.  — 
Reflexions  sur  l'enseignement  de«  «cience«  en  Bejgiqae;  par  M. 
le  general  Nerenburger.  (Von  besonderem  allgemeinen  Interesse 
fiir  das  Unterricbt8««'esen).  p.  563.  —  Eine  zur  Beantwortung  der 
gestellten  Prcisaaf'gabe:  „D^terminer  et  niontrer  en  quoi 
c<»nyiste  la  superiorite  relative  des  methodes  georne- 
triques  sur  les  methodes  anaIvtiqTJcs,  et  reci[>roque- 
ment"  eingegangene  Schrift  konnte  für  preiswürdig  nicht  erkannt 
werden. 

36"'«  Annee,  2«"«  Ser.,  T.  XXIll.    Deux  nouveaux  memoire» 
sur  la  capillarite,  par  M.  E.  Bede.    Rapport  de  >!.  Plateau, 
p.  4.  —  Correiation  cntre  le  pouvoir  relriiiiient  et  le  pouvoir  ca- 
loritique  de  diverses  snbstances,  par  IVI.  Moutigny.    Rapport  de 
M.  A.  KükiiU.    ]).  53.    TAap{)ort  ilo  M.  Plateau,   p.  68.  —  Me- 
sures  d'altitude.s  liuronieUique»,  jirises  ä  la  tour  de  la  cathedrale 
d'Anvers,  par  des  veiits  de  direclions  et  de  viteüses  differentes; 
par  M.  Montigny.    Rapport  de  MM.  Duprez  et  Ad.  Quetelet. 
p.  74.  —  Loi  generale  de  la  pi  ohaljilite  des  erreurs,  ötendue  a 
tous  les  genres  d  olKNervatioiiö  iaimediates ;  par  M.  le  oapitaine 
Adan.    Rapport  de  M.  Liagre.    p.  76.  —  Des  lois  niathema- 
tiques  conceniaiit  les  etoilcs  Ülautes;   par  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  78.  —  Sur  les  orbites  des  etoiles  ülantes;  par  ,\L  IL  1\  Gret^; 
lettre  a  M.  Ad.  Quetelet.    p.  92.  —  Sur  la  correlation  entr© 
les  variations  diurnes  de  l'aiguille  roagn^tique  et  les  changements 
de  temps;  par  M.  Chacornac;   lettre  a  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  93.  —  Mesures  d'attitudes  baroroetriques  prises  k  la  tour  de  la 
eathödrale  d'Anvers  par  de«  venta  de  directlene  et  de  vtteases 
diffi^rentes;  par  M.  Mentigny.  p.  125.  —  Loi  generale  de  la 
probabilit^  des  erreurs  etendue  k  tone  les  genrea  d'observatlonft 
immediates;  par  B1.  le  eapitaine  Adan,  professenr  k  r^cole  miN* 
taire.  p.  148.     Sur  rfaeore  des  ebntes  d'a^rolUbes ;  par  M.  A  d. 
QaeteUt  p.  225.  —  Note  sur  les  tremblements  de  teire 
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1865,  «irec  suppUmeiits  peur  les  annf^ps  nnt^rieoris»  de  1B43  i 
1864;  par  M.  Perrey.  Rapport  des  MM.  Uoprez  et  Ad.  Que- 
telet.  p.  373  —  Observations  des  temperatures  faites  cbaque 
Jour  de  la  p^node  d4c«iinale,  k  a  l'ObservafnIre  Royal 
de  Bruelles,  au  moyen  de  thetniometres  color^s  et  Ii  diffärenteä 
hauteurs;  par  M.  Ad.  Que telet.  p.  374.  —  Sur  l'integrale  d^ 
finie  qui  represente  la  somnie  des  p-^-l  premiers  termes  du  d^ 
veloppement  de  (a-f^)*";  par  IVl.  E.  Catalan.  p.  402.  —  Sur 
les  nombres  de  ßernoiilli  et  d  Etiler,  et  »ur  quelques  integrales 
definies;  par  M.  Catalan.  Hnpport  de  M.  Liagre.  p.  43*2.  — 
Üur  la  tension  des  lames  liquides  (2™^  note);  par  !M.  Van  de* 
Mensbrugg  he.  Rapports  des  MM.  Plateau  et  E.  Catalan. 
p.  440.  —  Sur  rorii^iiie  des  i»taUes  filantcs  et  des  a^rolifhes,  et 
Sur  Theure  des  chutes  observees;  romniuiiication  deM.  Ad.  Que- 
telet.  p.  443.  —  Sur  la  tension  dos  inmes  liquides;  par  M.  G, 
Van  der  Meusbrugglie.  p.  4  IS.  —  Etudes  de  balistique  ei- 
periaieiitale;  par  M.  le  lieutenant  d'artillerie  Le  Bouienge. 
Rapport  de  M.  Liafl^re.  p.  688.  —  Publicatiun  des  Aniiales  me- 
täorologiques  de  l'Observatoire  Royal.  —  Sur  rheliographie  et  la 
selenographie.  —  Orages  observes  a  Bruxelles  et  ä  Ijouvain ,  du 
7  f^vrier  jusqu  a  la  fin  de  niai  1807;  cunmiunications  de  M.  Ad. 
Que  telet.  p.  695.  —  Orages  observes  en  ßeigtque  depuis  le 
\*ir  Jan  vier  jusqu'a  la  fin  de  mal  1867. 


Wir  haben  schon  frQher  die  Aufroerksarokeit  nnaerer  Leeer- 
mnf  das  treffliche  Journal : 

The  Educational  Times  and  Journal  of  theCollege' 
of  Preceptors.   London.  C.  F.  Uodgsoo  &  Soo,  1.  Goagh 
Sqoare,  Fleet  Street.  4<>. 

hingelenkt,  nnd  thmi  dies  hier  von  Neuem.  Es  liegen  uns  jetit 
vor:  der,  n-le  jeder  andere,  aas  zwulf  Monatsnummern  bestehende 
19.  Band  (from  April  1866  to  March  1867.  London.  1867.  4<».) 
und  die  übrigen  seit  dem  MSrs  dieses  Jahres  bis  jetst  erschie« 
Denen  sSmmtlichen  Nummern.  Das  Joomal  ist,  vrie  ja  schon  der 
Titel  besagt,  dem  Schulwesen  im  Allgemeinen,  und  allen  in  de^r» 
sen  Kreis  gehörenden  Wissenschaften,  gewidmet;  aber  jedtf 
Monatsnammer  enthSlt  namentlich  auch  eine  sehr  grosae  Ansdhi 
theils  ungeUisfer,  theOs  gelöster  mathematischer  Änfgahsn,  di^ 
fast  sKmmtlich  sehr  giesses  Interesse  darbieten,  so  daiss  irir  hiebt 
•inen  Augenbliek  anstehen,  dieses  Journal  für  eine  der  widitigstiBii 
und  reichhaltigsten  Sammlungen  mathematischer  Aufgaben  sa 
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liattao»  und  aU  eine  solche  dringend  zur  sorgföftigsten  Beachtung 
zu  empfehlen.  Die  Aufguben  sind,  uie  vielleicht  Mancher  glauben 
dOrfte,  keineswegs  bloan  ans  dem  Kreise  der  sogenannten  niederen 
Mathematik,  sondern  aus  allen  mathematischen  Wissenschaften» 
bis  zu  den  huchsten  und  schwierigsten,  gewählt,  und  dis  beden- 
tendsten  englischen  Mathematiker  betheiligen  sich  unausgesetzt 
eifrigst  an  jeder  Nummer,  wie  wir  denn  fast  in  allen  Nummern 
Namen  wie:  Hirst,  Sylvester,  De  Älor^an,  Cayley,  Thom- 
son, To  wn  sen  d,  Tu c  k  e  r ,  Sa  !  ni  o  n  u.  s.  w,  u.  s.  w.  antreffen, 
die  wir  hier  unter  sehr  vielen  anderen  —  ohne  alle  besondere 
Absicht  —  so  aufzählen,  wie  sie  uns  «gerade  zufällig  in  die 
Au2:en  fallen.  Müge  daher  keiner  unserer  Leser  versäumen,  sich 
io  den  Besitz  dieses  trefflichen  Journals  zu  setzen:  seine  Erwar> 
tünchen  werden  geiviss  vollständig  erlüllt«  vielleicht  übeftroffen 
werden. 


Im  Begriff,  dieses  Heft  zu  schliessen,  geht  uns  noch  tn: 

Zeitschrift  der  Österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek.  IL  Hand. 
Nr.  22.  Ausgegeben  den  L5.  November  1867.  (S.  oben). — 
Diese  Nummer  enthält  die  sehr  zu  beachtende  Abhandlung: 
Benützung  des  Maximum-  und  IMinimum-Thermometers 
zur  Bestimmun*,'  derinonatlirheti  und  jährlichen  31  ittel- 
tcni peratur,  von  Prof.  v.  Lamont,  mit  sehr  lehrreichen  Be- 
merkungen zu  diesem  Aufsätze  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber; ausserdem  die  Abhandlung:  Ueber  „Detraction" 
eines  Windes  und  über  IMonsuns,  d.  s.  periodische, 
anhaltende,  jahreszeitliche  Aspirationswinde,  abtje- 
zwei^t  von  einem  Hauptwiiide,  von  A.Mübry.  (Scbiussj; 
endlich  Kleinere  Mittheiluiigeu. 


Ausserdem  sind  nns  so  eben  sugegnngen  die  rsgetmissigen 
Fortsetzungen  (bis  October  1867)  der;  Annales  m^tdorologi* 
ques  de  rObservatoire  Royal  de  Bruzelies,  publldes» 
.aux  frais  de  l'^tat.;  durch  deren  ununterbrocbene  Herausgabe 
sieb«  wie  die  Leser  aus  dem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXV.  S.  14. 
wissen t  Herr  A.  Qaetelet  ein  neues  so  grosses  Verdienst 
erwirbt 
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Wichtige  Büchercataloge  ^  FreisHstea  von 
Instramenteii  und  Aehnliclies. 

Wir  nacbeD  die  Leser  auf  den  folgenden  ttoe  Bageeandteo 
Katalog  besonders  anfmerksam: 

Katalog  einer  a  u  s  s  e  r  g  c  w  ü  !i  ti  l  i  c  h  r  e  i  c  h  e  n  S  a  ni  ni  1  u  n  g 
matl)  enia  tisch  e  r  uod  astronomischer  Jiücher  aus  dem 
an  tiquaris che  D  Laster  von  T.  O.  VVei<;el,  Buchhändler 
in  Leipzig.  Fiinttes  6u]>pleiueot  des  antiquarischeo 
Lagerkataloge.  1867. 

Es  enthält  diese  Sammlung  tos  I9r.  22058  bis  22797  in  der 
Tbat  eine  Maussergewohnlieh'*  grosse  Anaabi  der  seltensten, 
Torzfiglicb  filteren  mathematischen  und  astronenisehen  Werke» 
welche  namentlieb  lür  die  Geschichte  der  Mathematik  ond  Astro- 
nomie von  der  grSssten  Wichtigkeit  sind,  und  dieser  Katalog  des 
altlierühmten  antiquarischen  und  überhaupt  buchbändlerischen  Ge- 
schäfts des  Herrn  T.  O.  Weigel  ist  daher  auch  an  sieb  scboo 
nicht  ohne  allgemeineres  literarisches  Interesse.  Dass  die  selten- 
sten und  berähmtesten  Ausgaben  der  griechischen  Mathematiker: 
des  Eue  Ildes,  Archiroedes,  Apollonias,  Ptol  emäus  u.s.w, 
nicht  fehlen,  versteht  sich  hiernach  wohl  von  selbst.  Die  Preise 
halten  sich,  wie  es  uns  scheint,  üherall  in  den  Grenzen  verhält- 
nissmä.<siger  Billigkeit.  Daher  glauben  wir  nochmals  zu  der  sorg* 
fältigsten  Beachtung  dieses  Katalogs,  der  jedenfalls  auf  einer 
höheren  Stufe  steht  als  gewöhnliche  antiquarische  Hücherkatatoge, 
dringend  auffordern  und  auf  denselben  aufmerksam  machen  zu 
messen. 


Preis-Liste  von  Modellen  nach  Professor  Dr.  F. 
Redtenbacher 's  Werken  für  den  Maschinenbau,  aus- 
geführt von  Chr.  Schröder  &  Co.,  polytechnisch-me- 
chanische Anstalt  in  Frankfurt  a.  M. 

Wir  empfehlen  dieses  Verseiebniss  einer  reicbeo  Saminlnng 
▼on  Maschinen  «Modellen  allen  Lehrern  der  Masebinenlebre  recht 
sehr  sur  Beachtung.  Der  Inhalt  ist  folgendor:  Modelle  naeb 
Professor  Dr.  F.  R.  Resultaten  fUr  den  Maschinenbau. 
Nr.  L«— Nr.73.  <—  Modelle  nach  Professor  Dr.F.R«  Bew«- 
gungs-Meebanismen.  Nr. 76.  —  Nr.  206,  —  Modelle  Ton 
Wasser-Rfidern,  avsgefäbrt  nach  Professor  Dr«  F.  R. 
Theorie  und  Baa  der  ^sser*Rftder.  Nr«  900, <^ Nr.  837.  — 
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Modelle  von  Mascbineiit  welche  vorsugsMreise  durch 
Menschenkraft  bewegt  werden.  Maschioeubatt.  L  Band, 
«r.  228.— Nr.  261. 


Preis- Verzeich ni s*=;  der  ni a  1  hem at iscb en ,  opttscheti 
und  physikalischen  Instrumente  des  mechanische!! 
Institu  ts  von  F.  W.  Breithaupt  &^obn  in  Cassel.  Cas- 
sel. 1867.  8^ 

Dieses  Preis- Verzeichniiis  der  allgemein  bekannten  berühmten 
Werkstätte  enthält  557  Nummern,  und  erstreckt  sich  über  fast  alle 
Tbeile  der  Astronoqiie,  GeodäsiCt  des  NiveMirens,  der  Markscheide- 
kuiist,  des  Zeichnens  oder  der  graphischen  Darstellung  überhaupt, 
der  Physik  (eioscbliessiich  Waagen  und  Geivichte),  der  Optik, 
der  Meteorologie.  Bekanntlich  werden  die  Preise  von  Herrn  Breit- 
haupt mäsfiig  gestellt,  und  das  Verzeicbniss  verdient  daher  die 
Beachtung  aller  Lehrer  der  Msthemalik  und  Physik  recht  sehr. 


Einige  Beriebtigongdn  au  der  Abhandlung 
Tbl.  XLVIl.  Nr.  XXlll. 

S.  268.  Z.  16  V.  e.  statt  OO""  lies  CO». 

j»  »»       »»    ^     »»  • 

„    „  .  „  10  V.  u.    M  »über"  lies  „unter". 

2 

281.  Z.  12  V.  o.  muss  der  Broch  noch  mit  -  mnltiplieirt  werden. 

M  206.  Z.  11         und  Z.  9  v.  u.  erhält  das  x  unter  dem  Radical 

im  ^^eooer  den  Exponenten  3. 

(SpSter  werden  diese  Berichtigungen  gelegentlich  auch  in*s 
Archiv  selbst  aufgenommen).  G. 
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aod  physikalische  Bibliographie. 


CteMMelite  der  M»tlieiiiaük  Fhyftik. 

F.  Gi^sely  Eolatebung  de«  N6wtoii*Leibiiits'«cheii  Prio- 
rititaatretles  hincicbtRch  der  Erfindung  der  InfinitesiaialrecbDung. 
4®.  Delitzsch.   12  Ngr. 

Hjmtemet  üelir«  und  Worterbiiciicr. 
Uerm.  Gerlacb,  Lehrbuch  der  JMatheraatik.  2.  Tbl.  Ele- 
mente ^der  Piaoimetrie.  2.  verm.  a.  verb.  Aufl.  Dessaii.  i  Xbir. 

Arithmetik. 

A.  Dillin!?,  Sammlunii  von  Beispielen  znr  FJnubung  derGrund* 
Operationen  der  allj^em.  Arithmetik,    gr.  b^,   Miihihausen.    5  Ngr. 

G.  Ems  man  II,  Höhere  ali^ehr.  Gleichungen  zum  Gebrauch  in 
Kealschulen  und  Gymnasien  hearb.    gr.  8^.    Halle.    12«  iSgr. 

Ed.  Fürstenau,  ISetie  iViethode  zur  Darstellung  u.  Berech- 
nung der  imagin.  Wurzeiii  aigebr.  Gleichungen,  gr.  8^.  Marburg. 
8  Ngr. 

H.  (>.  Kühler,  Lo^arilhni.-trigonometr.  Handbuch.  10.  tSter.« 
Au8g.    ].ex.-8^.    Leipzic;.    27  Ngr. 

B.  Müll  mann,  Vorächule  der  Arithmetik,  gr.  4^.  Rostock, 
i  Thir. 

K.  A.  Otto,  Anleitung  zur  Bacb«tabeorecbnung  und  Algebra. 
8**.  Leipzig.   8  Ngr. 

N.  Rülau  d,  Anleitung  zum  gründtieben  Unterricht  in  der 
BuchstabeDTechnung.   gr.  8^.  Bonn.   1|  Tblr. 

Geometrie. 

J.  FHnk  und  £.  Pfaff,  Geometrischer  Anschauuugs-  und 
Darstellungsunterricbt.  1.  Tbl.  qu.  4^.  2.  verb.  Aufl.  Freiburg 
i.  Br.  I  Tblr. 
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F.  A.  Kücher,  Stereometrie,  neu  bearbeitet  von  Dr.  M.  Sa- 
debeck.    gr.  8.    Breslau.    134  ^gr. 

J.  H.  Niemeyer,  Korm-Messiehre  odßr  der  geometrische 
AoscbauuugS' Unterriebt  in  der  Volksschule,  gr.  8".  Oldenburg. 
20  Ngr. 

H.  Pfafi,  Neuere  Geometrie.  2  ihle.  gr.  8^.  Erlangen. 
2  Thir.  15  N^r. 

J.  W.  Straub,  Gje^Qja^ejSfle  lür  Mit^eUcbuien.  gr.  8^.  Aarau. 
20  iSgr. 

J.  Dienger,  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo« 
nometrie.   3.  verb.  Aufl.   gr.  8^.  ^uttgärt.   2  ThIr.  4  Ngr. 

Fr.  Roese,  Sphftriscbe  Trigonometrie  ßir  Schalen.  ^,  Wis- 
mar, i  Tblr. 

)8  Ngr. 

Vierteljahrfi^schrift  der  astroopmisch^o  G^sejJlsfJipIt  2.  Jahrg. 
1867.   h  Heft.   §r.  8".   ^.eipzig.   \  T^lr. 

IPHynik. 

C«  Brnhn«,  Resnifate       i»ß  m^feeroleg.  Beobaehtnngen  in 
4en  Jiihren  17^  bin  1866.  3.  Jnfarg.  gr,  4^.  Leipzig.  9i  Thlv, 
CL  B.  Brunn  er.  Die  OrganismeD  und  die  W^nneliefregnng 

nnf  der  Erdoberfläche,   gr.  8^.   Leipzig.    18  Mgr/ 

A.  Drechsler,  Pas  Wetterglas.   Vademeconi  der  Witte- 

inngskunde.    16.   Leipzig,    l  ThIr. 

N.  Rad^kowitnch,  Zur  Wärmelehre,    gr.  8^.  Göttingen. 

II  Thir. 

S.  Subic,  Lehrbuch  der  Physik  für  Ober«Gyranasi<»n.  Zil^eite 
vermehrte  uod  verbesserte  Aufl.  gr.  8*>.   Pest  2i  ThIr. 


Bei  ^uns  emhien : 

Die  wuUlfl^etroffene  Piiotographie  den  Herausgpebers 
dieses  Archivs  der  Mathematik  und  Physik,  Profes- 
sors Dr.  J.  A.  C^ranert.  Tisitenkart.  -  Form.  In  san« 
■er  Figur  mid  BraitMld.  Preis  10  8gr. 
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Arttlmieilk* 

Dr.  P.  Bacbmann,  Theorie  der  coroplexen  Zahlen,  welche 
aus  zwei  Qnadratwiirielii  iniammengesetzt  eind.  gr.  4.  Berlin, 

i  Thir. 

G.  Hägen,  Grundzfige  der  Wahrecbeialichiceite-HecboiiDg. 

2.  Ausg.    Lex.-a   ßerliu.    1|  Thlr. 

Dr.  H.  Hankel,  Vorlesungen  über  die  complexen  Zahlen  und 
ihre  Functionen.    1.  Tbl.    gr.  8.    Leipzig.    1  Thlr.  24  Ngr. 

Dr.  H.  Lorbcrj^,  Fornielsannnlunj^  als  Grundlage  für  den 
Unterricht  in  den  £iemetit<^M  der  Arithmetik,  gr.  8.  Ruhrort.  ^Tbir. 

M.  Reiss,  Beiträge  zur  Theorie  der  DetermioaDten.  gr.  4. 
Leipzig.    1  Thlr. 

M.  A.  Stern,  Ueber  die  Bestimmung  der  Cooetanten  in  der 
Variationsrechnung,   gr.  4.   Guttingen.  i  Thlr. 

Dr.  A.  Be necke.  Die  geometrische  Hypetbeeis  in  Plnton'e 
Henon.  gr.  4.  Elbing.   i  Thlr. 

Jac.  Stein er's  Verleeungen  über  syotbetiacbe  Geometrie* 
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